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KAPITOLA 1
Diferencialni pocet funkci dvou proménnych

Pri studiu funkci jedné proménné jsme podstatné vyuzivali pojmii limita a derivace. Limita byla pfesnou
definici toho, co mame na mysli, fekneme-li “jestlize se vzory funkce bliZi k €islu a, pak se obrazy blizi
k Cislu L”. V této kapitole budeme studovat funkce dvou a vice proménnych a musime si nejprve ujasnit,
co to znameng, fekneme-li Zze bod (1, z2, . . ., z,,) |€Zi blizko bodu (y1, yo, . . ., y» ). Zava&dime proto v n-
rozmérném prostoru pojem vzdaenosti, a to nejpfirozengsim moznym zptisobem (nikoli v3ak jedingm
moznym). Pfipomenme, Ze s prostorem R™ obsahujicim n-rozmérné vektory jsme se setkali jiz v prvnim
rocniku. Nyni natéto mnoziné budeme definovat vzdalenost a prvky této mnoziny budeme nazyvat body.

1. Euklidovsky metricky prostor

Definice (metricky prostor, metrika). Mnozina E™ prvkl z R™ s metrikou p definovanou pro X =
(r1,22,...2,) € R™AY = (y1,92, .. .,Yn) € R" vztahem
PX,Y) = (21 —y1)? + (22— 92)? + - + (20 — Yn)? (L1

se nazyva Euklidovsky metricky prostor. Prvky prostoru £™ budeme nazyvat body. Funkce p se nazyva
Euklidovska metrika. Cislo p(X,Y") se nazyva Euklidovska vzdalenost bodl X, Y.

Poznamka1.1. V prostorech E? aE? sejednao“b&znou” definici vzdalenosti, pouZivanou v kazdodennim
Zivoté. | nasledujici tfi vlastnosti metriky jsou v téchto prostorech velice nazorné.
Véta 1.1 (vlastnosti euklidovské metriky). Pro libovolna X, Y, Z € E" plati
p(X,Y) = p(Y, X) symetrie
pPX,)Y)=0 << X=Y totoZnost
p(X,Y)+p(Y,Z) > p(X,Z) trojuhelnikova nerovnost
Naésleduijici definice zavadi nazev pro mnoZzinu bodd, které jsou “blizko” daného bodu X (tj. nejsou od ngj
vzdaleny vice, nez jista maximalni pfipustna hodnotac).

Definice (okali, ryzi okoli). Bud X € E" bodzE" ac > 0 kladnéreané&islo. Epsilonovym okolim bodu
X rozumime mnoZzinu oznatenou O, (X ) skladajici se z bodd, jejichz vzdaenost od bodu X je mendi nez
e, .

O:(X)={Y €eE": p(X,Y) < e}.
Ryzim epsilonovym okolim bodu X rozumime mnoZinu O. (X ) definovanou
65(X) = OE(X) \ {X},
tj. e-okoli bodu X, s vyloucenim bodu X.

Poznamka 1.2. V prostorech E? a E? je tedy -okolim bodu X vnitfek kruhu, resp. vnitiek koule se
stfedem v bodé X a polomérem ¢. Proto obecné okoli nazyvame téz otevienou n-rozmérnou kouli. Ryzi
okoli je potom oteviena n-rozmérna koule bez svého stfedu. Nebude-li velikost ¢ podstatna, budeme ji
vynechéavat. V pfipadé jednorozmérného prostoru definice splyvas definici okoli bodli narealné ose, jak ji
zname z prvniho rocniku.

Poznamka 1.3 (neeuklidovské metriky). V teorii metrickych prostorli se metrikou nazyva jakakoliv ne-
zaporna funkce p(X,Y") dvou proménnych, ktera splhuje vlastnosti uvedené ve Vété 1.1. Toto je nékdy
vyhodng&Si. Definujeme-li napfiklad ppax (X, Y) = max{|z; —y;|, = 1,2, ..., n} bude mnozinou viech
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2. ZAKLADNI TOPOLOGICKE POIMY 5

bodl Y spliujici pro dany bod X nerovnici pnax(X,Y) < e Ctverec. V této metrice jsou okoli bodu
v roviné tvercovéhotvaru, coz jejisté jednodussi objekt nez kruh vznikly pi pouZiti euklidovské metriky.
Nize vyloZenateorie nezavisi natom, zda pouzijeme Euklidovskou metriku, metriku p,,,., €i néakou jinou
metriku. Proto se budeme drzet metriky Euklidovské— ve dvou atrojrozmérnych prostorech |épe odpovida
“zazité predstavé” o vzdaenosti. Protoze tedy nebudeme pouzivat jinou metriku, nez metriku Euklidovskou
ajiny metricky prostor nez Euklidovsky, budeme privlastek “ Euklidovsky” vynechavat.

Poznamka 1.4 (obecné metrické prostory). Teorie metrickych prostoril je jedna z nejabstraktngjSich partii
matematiky, se kterymi se studenti setkavaji. V této teorii obecngji metrickym prostorem nazyvame jakou-
koliv mnoZinu, na niz | ze definovat metriku s vlastnostmi uvedenymi ve Vété 1.1. Tato mnoZinamiize byt
napriklad

mnoZina bodd v trojrozmérném prostoru

mnoZina bodt v prostoru libovolné dimenze

mnozinafunkci (napriklad v teorii aproximace nas zajima, jak jsou dvé funkce blizko sebe)
mnozinaslov (v lingvistice jsou dvé slova “blizko sebe” pokud jsou si podobna)

2. Zakladni topologické pojmy

V této podkapitole si vyjadiime pfesné, co znamenagji intuitivné znamé pojmy jako “ohrani¢ena mnozina”
nebo “hraniceavnitiek mnoziny” . Jediny pojem, o ktery se pritom miiZzeme oprit, je pomérné obecny pojem
vzdéalenost az ng odvozeny pojem okoli. Uvidime vsak, Ze tyto pojmy jsou pro dany Gcel zceladostatetné.
Vyhoda poufZiti téchto obecnych pojmi je, Ze niZe uvedené definice plati pfi libovolné (i neeuklidovské)
volbé metriky p ajsou prenositelnéi do zcela abstraktnich metrickych prostord.

V nasledyjicich definicichje X € E™ boda M C E™ podmnozinav Euklidovském prostoru E™.

Definice (ohraniCena mnozina). MnoZzina M se nazyva ohranicena, jestlize leZi v (dostatecné velkém)
okoli ngakého bodu Y € E™.

Definice (izolovany bod). Bod X se nazyvaizolovanym bodemmnozny M, jestlize existuje okoli O(X)
bodu X svlastnosti O(X) N M = {X}.

Definice (hromadny bod). Bod X se nazyva hromadnym bodem mnoziny M, jestlize kazdé ryzi okoli
bodu X obsahuje alespon jeden bod, leZici v mnoziné M (v tomto pfipadé jich navic obsahuje dokonce
nekonecné mnoho).

Bod, ktery neni hromadny, tedy le7i relativné daleko od ostatnich bodt. Napriklad izolovany bod zcelajisté
neni hromadny.

Definice (vnitfni bod, vnitfek, otevienamnozina). Bod X se nazyvavnitfnimbodemmnozny M, jestlize
X € M aexistuje ngaké okoli O(X) bodu X |eZici celé v mnoziné M, tj. O(X) C M. MnoZinavsech
vnitfnich bodl mnoZiny M se nazyva vnitfek mnoZziny M a oznauje M°. Je-li mnoZina M totozna se
svym vnittkem, tj. je-li kazdy bod mnoziny M vnitfni, Fikame, Ze mnoZina M je oteviena.

Vnitfni bod mnoZiny M jetedy bod, ktery je relativné daleko od bod{ nepatficich do M . Je obklopen pouze
body z mnoZiny M avSechno ostatni je dal nez ngjaké kladné Cislo.

Definice (hrani¢ni bod, hranice). Bod X se nazyva hrani¢nim bodem mnoziny M, jestlize kazdé okoli
bodu X obsahuje alespon jeden bod leZici v mnoziné M a soucasné alespon jeden bod neleZici v mnoziné
M . Mnozinavsech hraniénich bodl mnoZiny M se nazyvahranice mnoziny M aoznatuje OM.

Definice (uzavér, uzaviena mnozing). Uzaverem mnoziny M rozumime mnozinu M definovanou jako
siednoceni vnitfku a hranice mnoziny M, tj. M = M° U 9M. Je-li mnozinatotozna se svym uzavérem
(tj. obsahuje-li viechny své hranicni body), nazyva se uzaviena.

1Koulejsou tedy hranaté, dvourozmérna koule je Etverec, trojrozmérna koule je krychle.
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Hranice mnoziny M je tedy mnoZinabodi, které leZi “ nekonetné blizko”? bodlim mnoZiny M a soucasné
“nekonetné blizko” k bodlim mimo mnoZinu M. Uzavér mnoZiny M je potom mnoZina obsahujici body
mnoziny M abody lezici “nekonecné blizko” k mnoziné M.

Definice (souvisamnozina). MnoZina M se nazyvasouvisla, jestlize kazdé dva body, lezici v mnoziné
M |ze spojit lomenou Carou, leZici v M.

Poznamka2.1. Nedefinovali jsme ovSem pojem lomena Cara. Pro prostory dimenze 2 a3 pojmu intuitivné
rozumimeapro prostory vySSi dimenzejgj pouzivat nebudeme. Zgemce o tuto problematiku najde pouceni
v odborné literature.

Definice (oblast, uzaviena oblast, kompaktni mnozina). Oteviena souvisla mnozina se nazyva oblast.
Uzaviena souvisla mnozina se nazyva uzaviena oblast. Uzaviena ohrani¢ena mnozina se nazyva kom-
paktni.

Poznamka 2.2. Je-li X € M, jebod X bud hrani¢nim bodem, nebo vnitfnim bodem mnoziny M.

3. Funkce

V praktickych aplikacich ¢asto hodnoty veliCiny zavisi ne na hodnotach jedné jeding jiné veliciny, ale
na vice faktorech®. Je proto logické, vyuZivat pro popis fyzikaniho obrazu svéta funkce vice promén-
nych. Nasledujici definice je rozsifenim definice funkce jedné proménné, kterou znéate z Gvodniho kurzu
matematiky.

Definice (funkce, definiéni obor, obor hodnot). Rekneme, e pravidlo f je funkci n proménnych s de-
finicnim oborem D(f) C R™ aoborem hodnot I'm(f) C R, jestlize toto pravidlo kazdému X € D(f)
prifezujejedinéCislo Y € Im(f). PisemeY = f(X).

Prvek X nazyvamevzor acido Y obraz. Je-li f funkce n proménnych, piseme f : R" — R

Poznamka 3.1. U funkce dvou proménnych pro prehlednost pouzivame radgji nazvy velicin, nez nazvy
bodl z abstraktniho Euklidovského prostoru. Piseme-li napfiklad pro konkrétnost X = (z,y) aY = z,
funkci dvou proménnych potom chapemejako pfedpisz = f(z, y). Podobnéfunkci tfi proménnych budeme
Cast§ji rozumét predpisu = f(z,y, 2).

Stejné jako u funkce jedné proménng, pro funkci dvou proménnych zavadime pojem graf, ktery umoznuje
nazorné vysvétleni mnoha vztahtl a pojmd, které budeme pouZzivat. Pojem graf je mozno definovat i pro
funkci n proménnych, zde vak ztraci svou geometrickou nazornost, protoze nase geometrickapredstavivost
vétdinou kongi u prostorll dimenze 3.

Definice (graf, vrstevnice). Uvazujme funkci dvou proménnych f : R? — R.

Grafem funkce f rozumime mnozinu bodll (z,y,2) € R® svlastnosti z = f(z,y). Zpravidla touto
mnozinou bude ngaka plochav prostoru.

Necht C' € I'm(f) je predem dané €islo. Virstevnici na rovni C' rozumime mnoZzinu viech bodl (z, y) €
R?, splfwjici f(z,y) = C.

Poznamka 3.2 (geometrickapredstava). Geometricky Izegraf funkce dvou promeénnych chapat jako plochu
Vv trojrozmérném prostoru, popsaném soufadnicemi x, y a z. Vrstevnice narovni C je potom kfivka, ktera
jefezem grafu funkce rovinou z = C, tj. vodorovnou rovinou, prochézejici bodem [0, 0, C1.

Motivace. Zatimco v diferencidlnim poctu funkci jedné proménné je limita zcela zasadnim pojmem,
limita funkce vice proménnych pouziva pomérné zfidka. Napriklad derivace funkce vice proménnych neni
definovana pomoci limity funkce vice proménnych, ale pouze pomoci limity funkce jedné promeénné.

2Bliz nez jakékoliv kladné &islo.

3Napﬁklad objem valce zavisi ngenom najeho vysce, ale i napoloméru podstavy.

4Divodem je skutetnost, Ze zatimco k bodu na primee se miizeme bliZit jenom dvéma zplisoby (zprava a zleva), existuje
nepomeérné vice moznosti je se blizit k bodu v roviné nebo v n. rozmérnem prostoru.
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Definice (limita). Necht f : R™ — R je funkce n proménnych definovanav ngakém ryzim okoli bodu
A € R™. Rekneme, e funkce f mav bodé A limitu rovnu &islu L € R, jestlize pro kazdé okoli O(L)
bodu L existuje ryzi okoli O(A) bodu A takové, Ze obrazy véech bodl z tohoto ryziho okoli bodu A leZi
v okoli bodu L, tj. pro véechna X € O(A) plati f(X) € O(L). Piseme

i £00) = L

Poznamka 3.3. V pripadé limity funkce dvou proménnych f(z,y) piSeme pro limitu v bodé (z¢, o) pro
konkrétnost
lim r,y) = L.
(@,y)—(w0,y0) f@.y)
Poznamka 3.4. Podobné jako pro funkci jedné proménné plati:
e Mé&li funkcelimitu, je limita v tomto bodé urena jednoznacng, tj. existuje-li ¢islo L, splnyjici
definici limity, je toto €islo jediné s danou vlastnosti.
e Limita souctu (soucinu, rozdilu, podilu) je rovna souctu (soucinu, rozdilu, podilu) jednotlivych
limit, pokud tyto jednotlivé limity existuji a prislusnéa operace je definovana, tj. ngedna se
0 operaci typu oo F 00, 000, iﬁ g g
(0.
e Narozdil od funkcejednéproménnéu funkcevice proménnychneexistujeanal ogiel’ Hospitalova
pravidla pro vypocet “ neur&itych vyrazl”.

V bodg, kde funkce malimitu, funkce nemusi byt definovana. JestliZze v tomto bodé funkce definovana je,
funkEni hodnota nema zadny vliv na existenci ani hodnotu limity. Je-li vaak funkéni hodnota a hodnota
limity stejn&, je funkce do jisté miry pékna— je spojita.

Definice (spojitost). Rekneme, Ze funkce f : R” — R je spojita v bodg A, jestlize
e existuje f(A), tj . funkce f jev bodé A definovana,
° existuje)}imA f(X), tj. funkce f mav bodé A limitu,
—
e plati f(A) = lim f(X).
X—A

Rekneme, Zzefunkce f : R™ — R jespojitanaotevienemnozing M, je-li spojitavevsech bodech mnoziny
M

Poznamka 3.5. Jak jsme poznamenali, s limitou funkce dvou a vice proménnych se pracuje pomérné
obtizné. Nasledujici véta uvadi jednu z moznosti jak ekvivalentné definovat spojitost bez pouziti pojmu
limita.

Véta 3.1 (ekvivalentni definice spojitosti). Necht' f : R™ — R je funkce n proménnych definovana
v ngakém okoli bodu A € R". Rekneme, Ze funkce f je v bodé A spojita, jestlize pro kazdé okoli O(f(A))
bodu f(A) existuje okoli O(A) bodu A takové, Ze obrazy vech bodl z tohoto okoli bodu A €7 v okoli
bodu O(f(A)), tj. provdechna X € O(A) plati f(X) € O(f(A)).
Zji%ovat spojitost pomoci definice, pripadné pomoci pfedchozi véty, je znatné nepraktické a slozité.
Nasledujici véta viak ukazuje, ze v praxi pracujeme téméF vyhradné se spojitymi funkcemi. Presngji:
funkce reprezentované vyrazem konecné délky sestavenym z funkci uvedenych v nasledujicim vyctu jsou
spojité vsude, kde jsou definované.

Véta 3.2 (spojitost elementéarnich funkci). Vsechny mnoho€leny, goniometrické, cyklometrické, expo-
nencialni a logaritmické funkce, obecna mocnina a dale vsechny funkce, které z nich ziskame konecnym
poctem operaci stitani, odecitani, nasobeni, déleni a skladani téchto funkci navzajemjsou spojité v kazdém
vnitfnim bodé svého defini¢niho oboru.

Poznamka 3.6. V praxi tedy limitu vySe uvedenych funkci umime vypocitat dosazenim. Pouze, pokud to
“nelze”, tj. pokud bod, v némz pocitame limitu, neni v defini¢nim oboru funkce, musi se tato limitu poCitat
jinak a situace se liSi pfipad od pfipadu (pfipominam, Ze u funkci vice proménnych neexistuje obdoba
I"Hospitalova pravidla). U funkci vice proménnych se limitou zabyvame spise vyjimecné.
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jako smérnici teCny asmérnici teCny poCitat jako limitu ze smérnic seCny ke grafu funkce.

Prochézi-li funkce bodem (x, f(x)) abodem (z + Az, f(x + Ax)), je smérnice seCny prochézejici témito

[z +Az) — f(x)
Ax

. SmérniceteCny (atedy i rychlost rlistu) v bodé z je potom limita

i {@+A2) — (@)
Az—0 Az
Do jiste miry analogicky postup pouZijeme i u funkce jedné proménné. Ze je situace komplikovang3i
otekavakazdy, kdo nékdy stal nanerovnéplose—jinym smérem jeto “ co nejrychleji dold’®, jinym smérem
to je “po vrstevnici” ajingym smérem to je “strmé vzhlru” . To, zda funkéni hodnoty rostou a klesaji a jak
rychle, tedy zavisi na sméru, kterym se divame. My se budeme zabyvat tim, jaka je rychlost riistu ve dvou
vyznatnych smérech — rovnobézné s kazdou ze souradnych os.

body rovna podilu

Definice (parcialni derivace). Necht f : R? — R je funkce dvou proménnych. Rekneme, Ze funkce ma
v bodé (x, y) parcialni derivaci podle proménné x rovnu &islu £ (z, ), jestliZe existuje konetnalimita
[+ Az,y) — f(z,y)
/ —
fole:y) = Jim, Az

Rekneme, e funkce ma na oteviené mnozingé M parcialni derivaci podle z, jestlize ma v kazdém bodg
mnoziny M parcidni derivaci podle . Predpisem, ktery kazdému bodu takovéto mnoziny M prifadi
hodnotu parcialni derivace podle x v tomto bodé je definovanafunkce nazyvanaparcialni derivace podie
2. Podobné definujeme parcialni derivaci podle y pomoci limity

/ _
Opétovnym derivovanim téchto funkci dostavame druhé avyssi derivace (podobnéjakov jednorozmérném
pripadé).

Podl e definice vidime, ze pfi parcialni derivaci podle x sevlastnéjednao to, ze nafunkci dvou proménnych
f : 2z = f(z,y) pohliZime pouze jako na funkci proménné z, proménné y s nevdimame’ a derivace
této funkce (ve smyslu derivace funkce jedné proménné) je parcialni derivace funkce f podle proménné
x. Podobng, pohlizime-li na funkci f pouze jako na funkci proménné y, je derivace této funkce jedné
proménné parcialni derivaci funkce f podle y. Zcela analogicky definujeme parcialni derivace funkci n
proménnych.

af 0z

Poznamka 3.7. Derivaci funkce z = f(z,y) podle z oznalujeme té&z f,, 2., 2., 32 2 Podobné pro
X X
L L . 0%z 0%z .
derivaci podley. Druhé derivace oznaujeme z;.,., f,1,, 2y 920y’ 052 apodobné.

Druhé parcialni derivace funkce dvou proménnych jsou celkem EtyFi. Nasledujici véta ukazuje, Ze smisené
druhé derivace jsou vétSinou totozné, tj. Ze druhé derivace existuji ve vétdiné pripadll pouze tfi.

Véta 3.3 (Schwarzova véta). Jsou-li parcialni derivace f;, a f,’, definované a spojité na oteviené
mnozné M, pak jsou totozné, tj. pro vsechna (z,y) € M plati

alcly(xa y) = :;/:E (:Ea y)
V praxi jsou predpoklady predchozi véty teméF bez vyjimky splnény a vétu je mozné zobecnit pro derivace
libovolného Fadu. Neni proto nutné rozliSovat pri derivovani pofadi, podle kterého derivujeme, ale pouze
pocet kolikrat derivujeme podle = a kolikrat podie y.

Poznamka 3.8 (prakticky vypocet parcialni derivace). Poznamenejmejesté ze pfi praktickém vypoctu pou-
Zivame pro vypocet parcialnich derivaci tatéz pravidlajako pro vypocet obyCejnych derivaci, tj. pouzivame
vzorce pro derivaci soucinu, podilu, slozené funkce, souctu, rozdilu apod. Opravnénost tohoto postupu je

STim smérem se vyda €lovek pro jablko, které mu upadlo aon jg chce dohonit.
6smer, kterym se vydavaji jedinci, touZici dosahnout maximalniho sportovniho vykonu.
7pfe£néj i: pohlizime nani jako na parametr a pracujeme s ni jako slibovolnym reanym cislem
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danafaktem, ze parcialni derivace funkce vice proménnych je podl e definice rovna (obyCejné) derivaci této
funkce podle uvazované promeénné, pokud na ostatni proménné pohlizime jako na parametry a pracujeme
s nimi tedy analogicky jako s rednymi konstantami.

Definice (hladké funkce). Bud M otevienamnozina. Rekneme, Ze funkce f je hladka na M, jestlize ma
namnoziné M spojité véechny parciani derivace prvniho fadu. Rekneme, e funkce f je na M hladka
fadu k, jestlize manamnoziné M spojité vsechny parcialni derivace do fadu k vEetné. MnoZzinu spojitych
funkci na M oznatujeme C(M ), mnozinu hladkych funkci C* (M), mnozinu hladkych funkci fadu &
oznatujeme C* (M).

Poznamka 3.9 (diisledky existence a spojitosti parcialnich derivaci). V bodg, ve kterém ma funkce jedné
proménné derivaci, je funkce spojita a matecnu. U funkce vice proménnych podobnaveéta neplati, z exis-
tence parcialnich derivaci neplyne spojitost. Spojitost plyne aZ z existence a spojitosti parcialnich derivaci.
Nasledujici vétaudava, ze funkce hladké v okoli ngakého bodu jsou v tomto bodé spojité, maji tomto bodé
te€nou rovinu a funkéni hodnoty téchto funkci |ze aproximovat funk&nimi hodnotami na této teGné roviné.

Véta 3.4 (dostatetna podminka spojitosti, linearni aproximace funkce pomoci parcialnich derivaci).
Necht' funkce f méa definované a spojité parcialni derivace v okoli bodu (z, yo). Potom plati nasledujici.
e Funkce f jev bodé (xo, yo) Spojita.
e Rovinaorovnici

z = f(x0,90) + fr (20, y0)(x — x0) + fy (20, %0)(y — yo)
jeteCnarovina ke grafu funkce f v bodé (zo, yo, f (zo, yo))
e Plati pfiblizny vzorec
f(@,y) = f(zo,90) + frlxo,y0) (@ — z0) + £, (€0, %0) (Y — Yo).
V tomto vzorci je presnost tim vétsi, ¢im

— jemensi vzdalenost bodl (x, y) a (o, yo),
— jsou mensi druhé derivace funkce f (pokud existuiji).

Poznamka 3.10 (teCnarovina). Pozorny ctenar s jisté vaml, ze jsme nedefinovali pojem “teCnarovina’.
Definici tohoto pojmu je ponékud komplikovana, jedna se vsak pouze o rigordzni vyjadreni toho, co si pod
timto pojmem zpravidlapredstavuje €lovek, jez mazkusenosti napriklad ste¢nou rovinou ke kouli. Protoze
se snazime nas vyklad co neggméné formalizovat, budeme se spoléhat jenom na tuto intuitivni pfedstavu
teCnéroviny.

Definice (totélni diferencidl, kmenova funkce). Necht f(z,y) je funkce dvou proménnych, ktera méa
spojité parciani derivace. Vyraz

df(z,y) = folz,y)dz + f(x,y)dy (3.1
senazyvatotalni diferencial funkce f(x, y). Funkce f (z, y) senazyvakmenova funkcetohoto diferencialu.

Véta 3.5 (charakterizacetotélniho diferenciélu). Necht' funkce P(z,y) aQ(x, y) maji spojité parcialni
derivace na oteviené souvisé mnoziné M. Vyraz
P(z,y)dz + Q(z,y) dy
je totalnim diferencialem ngjaké funkce na mnoziné M prave tehdy, kdyz plati

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy  Oxr

Poznamka 3.11 (funkce zadanaimplicitné). Uvazujmefunkci f(x,y) dvou proménnych, splfivjici v nga-
kém bodeé (o, yo) podminku f(zo, yo) = 0 amajici v okoli bodu (xq, yo) Spojité parcialni derivace.
e Rovnice f(z,y) = 0 vrstevnice naGrovni 0 popisuje kfivku prochazejici bodem (o, yo).
e Dosadime-li z = 0 v rovnici tetné roviny ke grafu funkce v bodé (zo, yo, f(zo,y0) = 0),
obdrZimerovnici pfimky v roviné z = 0 (tj. v roviné obsahujici osy = ay)

fa(xo,y0)(x — x0) + fy(z0,y0)(y — yo) =0, (3.2
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ktera je teCnou k uvazované vrstevnici.

e Norméalovy vektor této pfimky, tj. vektor 77 = ( f, (0, %0), f, (%0, %0)), Senazyvagradient funkce
f v bodé (z¢, y0), 0znaCujeme jgj gradf, nebo V f. Jedna se o vektor kolmy v bodé (xg, yo)
k uvazované vrstevnici na Grovni 0. Tento vektor udava smér, ve kterém funkce f nejrychlgji
roste.

o Plati-li f;(xo,yo) # 0 (tj. neni-li teCna (3.2) svidaprimkabez smérnice), je rovnici f(x,y) =0
v okoli bodu (zg, yo) implicitné urCena praveé jedna spojita funkce y = g(x) (tj. vrstevnice je
v okoli bodu (0, o) grafem n&aké spojité funkce g).

e Funkce g z pfedchoziho bodu mav x derivaci, kteraje rovnaje smérnici tecny (3.2), tj. plati

 Je(xo,90)

g (@) = f4(0,%0)

4. Derivace dozené funkce

Jak jiz byloFeCeno, v praxi pfi vypoCtu parciani derivace zadanéfunkce pouzivame* obvykla” pravidlapro
derivovani funkce jedné promeénng, pficemz promeénng, pres které nederivujeme, povazujeme za konstanty.
Parcialni derivace vystupuji v fadé praktickych aplikaci, napfiklad rovnice vedeni tepla na dvourozmérné
desce, kdeteplotaT'(t, z, y) je funkci Casu ¢ apolohy (z,y) matvar

19T o*T n 0T

E ot  (0x)2  (0y)?’
kde k je materidlovakonstanta. Nékdy je pro feSeni Ulohy vhodné zvolit jiné nez kartézské soufadnice, které
|épe charakterizuji fyzikalni podstatu problému.® Zde je nutno tedy umét derivovat i v pripadg, Ze funkci
T nezname. Predstavime s tedy jistou analogii pravidla pro derivaci sloZzené funkce. Pro jednoduchost
predpokladejme, Ze vSechny funkce se kterymi pracujeme v nasledujici vété maji spojité parcialni derivace
v oblasti, ve které pracujeme.

Véta 4.1. Uvazujme funkci z(z,y) anecht = f(u,v), y = g(u,v). Potom derivace slozené funkce

z(f(u,v), g(u,v)) podew je dana vztahem

0z 0z Ox 0z @

ou Oz Ou oy " Ou
Priklad 4.1. Uvazujme funkci dvou proménnych z(x,y). Polozme 2z = rcosp ay = rsiny. Potom
r=z?+y’ap= arctgg. Plati
x
0: 0z bx 0z dy 02
or  dx Or 0Oy Or Oz

5. Extremalni Glohy

7]
0s p + a—; - sin .

M otivace (tfi typy extremalnich Gloh pro funkce vice proménnych). Pfedpokladejme, ze funkce f je
spojita a je definovana v bodé (zq, o), ktery je bud vnitfnim nebo hrani¢nim bodem defini¢niho oboru.

Bude nas zajimat, kdy jsou funkéni hodnoty v bodé (g, o) “co nejvetsi”, tj. kdy bude platit

f(@o,y0) > f(z,y) pro(z,y) # (zo, o), (5.1)
pripadng, kdy bude platit
f(xo,y0) > f(z,y). (5.2)
Pokud plati prvni z nerovnosti, fikame, Zefunkce f mav bodé (z, yo) ostré maximumau druhéz nerovnosti
fikame, ze funkce mav bodé (o, yo) neostré maximum. Pfitom musime diikladné specifikovat, co presné
témito nerovnostmi rozumime, tj. pro ktera (x,y) musi nerovnost platit. Tim se budou jednotlivé druhy
maxim li&it. V praxi ma smysl rozeznéavat tfi druhy extreméalnich Gloh, které jsou postupné uvedeny
v nasledujicich definicich.

8Napﬁklad v pripadé kruhové desky je optimalni udavat polohu pomoci vzdaenosti od stfedu a pomoci odchylky od n&jakého
vyznatnéeho sméru.
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Definice (lok&8lni maximum). Je-li bod (xq,yo) vnitinim bodem defini¢niho oboru a nerovnost (5.1)
(pfipadné (5.2)) plati pro vdechna (z, y) z ngakého okoli bodu (g, yo), Fikame, ze funkce ma v bodé
(0, yo) ostré lokalni maximum (pfipadné lokal ni maximum).

Definice (absolutni maximum). Je-li funkce definovanana predem zadané mnoziné M aplati-li nerovnost
(5.1) (pripadné (5.2)) pro véechna (z,y) € M, fikame, ze funkce ma v bodé (xq, yo) ostré absolutni
maximum (pfipadné absol utni maximum) na mnoziné M.

Definice (vazané maximum). Uvazujme dal8i pfedem zadanou spojitou funkci dvou proménnych g :
R? — R, ktera spliuje g(zo,y0) = 0, tj. bod (g, o) l€Zi na vrstevnici g(z,y) = 0 grafu funkce g.
Rovnici této vrstevnice

budeme nazyvat vazebni podminkou. Plati-li nerovnost (5.1) (pfipadné (5.2)) pro véechna (z,y) z n§a-
kého okoli bodu (xg, yo), ktera spliuji vazebni podminku (5.3), fikame, Ze funkce mav bodeé (xo, yo)
ostré vazané |okalni maximum (pfipadné vazané lokalni maximum) vzhledem k vazebni podmince (5.3).

Definice (lokalni, absolutni a vazané minimum). Zménime-li smér nerovnosti (5.1) a (5.2), obdrzime
podobné (ostré) lokalni minimum, (ostré) absolutni minimum na mnoziné M a (ostré) vazané lokalni
minimum pfi vazebni podmince (5.3).

Véta 5.1 (absolutni extrémy na kompaktni mnozing, Weierstrassova véta). Spojita funkce ma na
kompaktni mnozné absolutni maximum a absolutni minimum.

z
lokani maximum ¢

vazané maximumkx vazebni podminkag(x,y) = 0

H I
vrstevnice

OBRAZEK 1. Jednotlivé typy extrémt funkce dvou proménnych.

Poznamka 5.1 (geometrickainterpretace). Geometricky graf funkce dvou proménnych zpravidlachapeme
jako plochu v trojrozmérném prostoru. Geometricka interpretace jednotlivych typll extremd je potom
nasledujici.
e Ostré lokalni maximum je takové misto na grafu funkce, které méa negjvyssi funkéni hodnotu ve
srovnani s body z nejbliZiho okoli®.

97 lokaniho maxima je vétsinou pékny rozhled po nejbliz&im okoli. Pozor, plati to jenom lokalng, vedlgdi kopec miize byt
mnohem vy&i avyhled do dalky miize zatinit.

4

/
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e Uvazujme jenom tu &ast grafu, jejimz kolmym prlmétem do roviny z = 0 (tj. do roviny
obsahujici osy = ay) je pravé mnozina M. Ostré absolutni maximum na mnoziné M odpovida
bodu, ktery ma nejvyssi funkéni hodnotu ve srovnani se véemi ostatnimi body uvazované Casti
grafu®®.

e Uvazujme jenom body na grafu funkce f, které splfuji vazebni podminku (5.3). Tyto body
vytvori kfivku na grafu funkce f a tato kfivka'! prochézi podle predpokladdi bodem (o, o).
Vazané ostré | okalni maximum pfi vazebni podmince (5.3) je takové misto nagrafu funkce, které
manejvySSi funkeni hodnotu ve srovnani stémi body z nejbliZsiho okoli, které leZi na uvazované
kFivee'?.

e Interpretaceneostrych extremll je stejna, pfipoustimenavic, Ze se mohou vyskytovat body, majici
stejné funkeni hodnoty, jako je prislusné maximum.

Poznamka 5.2 (derivacejako nutna podminkaexistencelokalnich extremtl). V diferencialnim pottu funkci
jednépromeénné plati poucka, ze funkce nemalokalni extrém v bodé, v jehoz okoali je rostouci nebo klesgjici.
Podezielymi body pro existenci lokalnich extremt jsou tedy pouze body, kde je derivace nulova, nebo kde
derivace neexistuje. Analogické pravidlo plati i pro funkce vice proménnych, jak uvadi nasledujici véta.

Véta 5.2 (Fermatova). Jestlize funkce f(z,y) méav bodé (zg, yo) lokalni extrém (ostry nebo neostry),
pak kazda parcialni derivace, ktera v tomto bodé existuje, je nulova.

Definice (stacionarni bod). Bod (zg, yo) z defini¢niho oboru funkce f, ve kterém plati

fe(@o,90) = 0= f,(x0,y0)- (5.4)
se nazyva stacionarni bod funkce f.

Poznamka 5.3 (dUsledek Fermatovy véty). Lokalni extrém tedy miize nastat bud ve stacionarnim bodg,

nebo v bodg, kde alespon jedna z parcialnich derivaci neexistuje. Z téchto “kandidatl” navic miizeme
vyloucit ty, pro které nékteré parcialni derivace neexistuji az téch co existuji je alespon jedna nenulova.

Poznamka 5.4 (stanoveni typulokaniho extrému). V ryze praktickych pfipadech nékdy poznamez povahy
Ulohy, Ze ve stacionarnim bodg je extrém a jaky. Napriklad pokud z formulace Glohy je zfgjmé, Ze funkce
ma négjaké lokani minimum a pokud vyjde jediny stacionarni bod, je zfigmé, Ze lokalni minimum je
v tomto bod&™. U funkce jedné proménné jsme védéli, Ze ve stacionarnim bodé je bud lokalni maximum,
minimum nebo inflexni bod a dokazali jsme mezi jednotlivymi alternativami rozli&it pomoci monotonie*
nebo pomoci druhé derivace®. U funkci dvou proménnych umime rozhodnout o tom, zda a jaky lokalni
extrém ve stacionarnim bodé nastava, pomoci druhych derivaci, coz je uvedeno v nasledujici véteé.

10Apsolutni maximum v nadmorské vysce v CR je pofad sméné malé v porovnani s celou Evropu. Nicméng, v CR se nikam
VyS nez na Snézku nepodivame.

Mirivku je mozno obdrzet napriklad tak, Ze nagrafu funkce g nakreslime vrstevnici danou vazebni podminkou g(z,y) = 0 a
tuto vrstevnici promitneme pomoci kolmého promitani na graf funkce f.

12 3ol Zejenasi vazebni podminkou vyznatena turisticka cesticka v rezervaci, pak vazané loka ni maximum jsme minuli v bodg,
kdy se nase klopytani do kopce zménilo v chlizi z kopce. (I kdyZ jsme tfeba vrcholek kopce nedosahli ajenom jsme jej obesli. Slusné
vychovany turista se dostane jenom tam, kam mu to vazebni podminka dovoli.)

13Toto nastava napriklad pii odvozovani vzorcii pro metodu nejmengich Etverch

1y terou ovsem nelze nijak prirozené rozsifit nafunkce vice proménnych

150vgem pouze v pripadeé Ze druha derivace funkce byla nenulova
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Véta 5.3 (test pomoci druhé derivace). Necht' bod (z¢, yo) je stacionarnim bodem funkce f a necht
funkce f ma spojité vsechny parcialni derivace druhého fadu v okoli tohoto bodu. Oznatme symbolem H
nasledujici determinant

_ fg/clm(l‘o, Yo) fglg/y(%, Yo)

H(o,0) = f@o,v0)  fry (w0, 90)|

Nastane pravé jeden z nasledujicich pripadt
H >o0af), > 0.Potomma funkce f v bodé (x¢, yo) ostré lokalni minimum.
H > 0af! <0.Potomma funkce f v bodé (zo, yo) ostré lokalni maximum.
H < 0. Potomfunkce f neméa v bodé (zo, yo) lok&lni extrém.
H = 0. Nelzerozhodnout o existenci a kvalitélokalniho extrému pomoci druhych derivaci. Miize
nastat kterykoliv z vySe uvedenych pripadt.

Definice (Hessian). Matice uvedenav predchozi vété se nazyva Hessova matice a jgji determinant se
nazyvaHessian.

Poznamka 5.5 (lokalni extrémy funkce vice nez dvou proménnych). VSechny vySe uvedené poznatky |ze
snadno zobecnit i nafunkce 3 a obecné n proménnych. Vyjimkou je v tomto sméru pouze predchozi véta,

vvvvvv

Poznamka 5.6. V&mnéte s, Ze Véta 5.3 je nepouzitelna v pfipadé, ze néktera z parcidnichderivaci
neexistuje. Rozhodnout v takovém pripadé o existenci lokalniho extrému je obecné velice obtizny Gkol. PFi
FeSeni takového Ukolu opét nepfijemné pocitime skutecnost, Ze zde nemame jednu péknou vlastnost, ktera
nam v podobnych pfipadech pomahala u funkce jedné proménné — totiZ monaotonii.

Poznamka 5.7 (stanoveni lokanich extrémti funkce dvou proménnych).

Nalezneme parcialni derivace funkce f.

VyfeSime soustavu dvou rovnic pro stacionarni body.

Nalezneme druhé derivace funkce f.

Rozhodneme pomaci Hessianu pro kazdy stacionarni bod individualné, zdaajaky v ném nastava
lokalni extrém.

e Body, v nichz nelze podle predchoziho kroku rozhodnout a body, v nichZ neexistuje alespon
jedna z prvnich parciadnich derivaci, vy3etfujeme individuané.

Poznamka 5.8 (vazané lokalni extrémy funkce dvou proménnych). Predpokladejme, Ze z vazebni pod-
minky (5.3) Ize explicitné vypocitat bud y = (z), nebo x = ¥ (y). Uvazujme nejprve prvni pfipad.
e Dosadimevztah y = ¢(x) do funkce f(z, y) astudujeme funkci f(z, p(x)), kterdjejiz funkci
jedné proménné.
e Nalezneme lokalni extrémy této funkce jedné proménné postupem znamym z diferencianiho
poctu funkce jedné promeénné.
e Jeli bod xy lok&nim extrémem funkce f(x,p(x)), je bod (xo, p(x¢)) vazanym lok&nim
extrémem stejného typu funkce f(z, y) pfi vazebni podmince (5.3).
Pokud nelze z vazebni podminky vypoCitat y, ale 1ze vypoCitat = ¢ (y), postupujeme anal ogicky.

e Dosadime vztah « = 1 (y) do funkce f(x,y) astudujeme funkci f (v (y),y), kterdjejiz funkci
jedné proménnéy.
e Naeznemelokani extrémy této funkce jedné proménné.
e Je-li bod yo lok@nim extrémem funkce f (¢ (y), y), jebod (¥ (yo), yo) vézanym lok&nim extré-
mem stejného typu funkce f (x, y) pri vazebni podmince (5.3).
Jsou i vazebni podminky, které nespliuji vySe uvedené predpoklady. V téchto pripadech nejCastgji pouzi-
vame postup vyuzivagjici Lagrangeovych multiplikatorfi (mozno nalézt v odborné literature).

Poznamka 5.9 (vazané lokalni extremy funkce tfi proménnych). Predpokladejme, Ze hledame extrém
funkce tfi proménnych f(x,y, z) pfi vazebni podmince g(z,y,z) = 0. Pfedpokladejme, ze z vazebni
podminky Ize vyjadFit jednu z proménnych pomoci ostatnich, necht jeto napfiklad z. Lzetedy g(z,y, z) = 0
prepsat dotvaru z = ¢(x, y). Dosadime-li tento vztah do funkce f, obdrzimefunkci f(z,y, o(x,y)), ktera
jefunkci dvou proménnych zay. Nalezneme lokalni extréemy této funkce. Je-li (g, yo) takovym lokanim
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extrémem, je bod (xo, yo, p(xo,y0)) vazanym lokanim extrémem stejného typu funkce f(z,y, z) pri
vazebni podmince g(z, y, z) = 0.

Poznamka 5.10 (absolutni extrémy funkce dvou proménnych). Mé&me zadanu hladkou funkci f defino-
vanou na kompaktni mnoziné M.

e Negjprve vySetfime vnitfek mnoziny M — nalezneme vSechny lokalni extrémy funkce f leZici
uvnitf mnoZziny M . Pouze v téchto vnitfnich bodech mtize funkce nabyvat absolutniho extrému.
Toto budou prvni “kandidati” na absolutni extrém.

e VySetfime hranici mnoziny M. Zpravidlaje nutné, rozdélit tuto hranici nanékolik Casti. Kazdou
Cast hranice vyjadfime prislusnou rovnici, kazda takova rovnice bude vazebni podminkou.
Postupné hledame vazané lokani extrémy pfi téchto vazebnich podminkéach. Toto budou dalsi
“kandidati” na body, v nichz miiZze nastat absolutni extréem.

e Pokud jsme v pfedchozim kroku hranici mnoziny M rozdélili navice €asti, pfidame ke “kandi-
dattim” i body, kde se jednotlivé ¢asti hranice setkavaji.

e V kazdém bodg, ktery jsme pomoci nékterého z predchozich kroktll zafadili mezi “kandidaty”
na absolutni extrém vypocteme funk&ni hodnotu. Z vypocCtenych funk&nich hodnot (bude jich
zpravidlakonetné mnoho) vybereme nejvétsi anejmensi — tyto hodnoty odpovidaji absolutnimu
maximu a absolutnimu minimu funkce f namnoziné M.

Véta 5.4 (Bolzanova). Necht' f je funkce dvou proménnych spojita na oteviené souvisié mnozné
M C R? anecht pro nékteré A, B € M plati f(A)f(B) < 0, tj. necht' se f(A) a f(B) li& znaménkem.
Pak existuje bod C' € M svlastnosti f(C) = 0.



KAPITOLA 2

Diferencialni rovnice

Rychlost zmeény veli€in v Case matematicky vyjadfujeme pomoci derivace. Fyzikalni zakony davaji Casto
tuto rychlost do souvislosti s ostatnimi veliinamil. Takto zcela pFirozeng dospivame k rovnicim, které
davaji do souvislosti derivaci neznamé veliciny s veliCinami ostatnimi — k diferenciadnim rovnicim.

1. Diferencialni rovnice—Gvod

Definice (obycejnadiferencialni rovnice). Obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu rozieSenou vzhl e-
demk derivaci (stru¢né - diferencialni rovnici, DR) s neznamou y rozumimerovnici tvaru

yl = cp(x,y), (R)
kde ¢ je funkce dvou proménnych.
ReSenim (téZ integralem) rovnice naintervalu I rozumime kazdou funkci iy = (), kteraje diferencova-
telnana I a splhuje zde identicky rovnici (R).
Necht o, yo jsou rednacisla. Ulohanajit FeSeni rovnice (R), které spliiuje zadanou potatetni podminku

y(zo) = Yo (PP)
se nazyva pocatecni (té&z Cauchyova) Uloha. Jejim feSenim rozumime funkci, ktera spliuje podminku
(PP) aje nangjakém intervalu obsahujicim bod z feSenim rovnice (R).
Reeni Cauchyovy Ulohy nazyvame téz partikul arnim feZenim rovnice (R). Graf libovolného partikular-
niho FeSeni se nazyvaintegralni kfivka.

Poznamka 1.1. Funkce y(x) je podle uvedené definice feSenim rovnice (R) naintervalu I, jestlize

e existujederivacey’(x) provdechnaz € I,
e vyraz o(z,y(x)) je definovan pro vsechnax € I,
e rovnice(R) plati provsechnazx € I.

Poznamka 1.2. Rovnici (R) nékdy uvadime v ekvivalentnim tvaru
dy = ¢(z,y) dz,

ktery ziskame nahrazenim derivace y’ podilem diferencidlli dy/ dz a formanim vynasobenim rovnice
diferencidlem dz.

Poznamka 1.3 (obecngsi tvar diferencialni rovnice). V nékterych aplikacich je nutno pracovat s obec-
ngSimi diferencialnimi rovnicemi tvaru

O(z,y,y) =0,
kde @ je funkce tfi proménnych takova, Ze z rovnice neni mozné explicitné vypocitat derivaci /. Takove
rovnice nazyvame nerozieSené vzhledem k derivaci av tomto textu se jimi zabyvat nebudeme.

Poznamka 1.4 (formulace hlavnich problémtl). V souvislosti s diferencidnimi rovnicemi nas zajimaji
predevsim nasledujici otazky

Ma dana pocatetni GlohafeSeni?

Je toto FeSeni ur€eno jednoznatné?

Najakém intervalu je toto feSeni definovano?

Je mozné toto feSeni nal ézt analytickou cestou? Pokud ano, jak?

lNapﬁklad 2. Newtonliv pohybovy zakon (€asova zména hybnosti je rovna vysledné plisobici sile) ma matematické vyjadreni:
derivace soucinu hmotnosti arychlosti podle &asu je rovna plisobici sile.

15
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VeétSinainzenyrskych aplikaci vyzaduje, aby odpovéd naprvni dvéotazky bylakladna. Toto je moznézarucit
tehdy, neni-li chovani funkce p(z, y) vzhledem k proménnéy “ pfilis divoké”. Pfesngji, plati nasledujici.
e Jeli funkce p(x, y) spojita, je potatecni UlohafeSitelna (Peanova véta).
e M&li funkce ¢ (z, y) ohraniCenou parciélni derivaci podley, jefeSeni v ngakém okoli pocatecni
podminky ur€eno jednoznacné (Picardova véta).

Poznamka 1.5 (geometricky vyznam diferenciani rovnice). Zajimegime se o to, jak budou vypadat inte-
gralni kfivky rovnice (R). Protoze derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke grafu funkce v tomto
bodg, Ize rovnici (R) chapat jako predpis, ktery kazdému bodu v roviné prifadi smérnici teny k integralni
kfivce, ktera timto bodem prochazi. Sestrojime-li v dostatetném poctu (napfiklad i néhodné zvolenych)
bodl [x, y] v roviné kratické UseCky o smérnici ¢(z,y), obdrzime smérové pole diferencialni rovnice —
systém linearnich elementl, které jsou teéné k integralnim kfivkam. Casto Ize ze smérového pole odhad-
nout tvar integrélnich kfivek. ProtoZe se v3ak jedna pouze o odhad tvaru integralnich ar, pouzivame tuto
metodu jen v pfipadé, kdy nam stali pouze hrubainformace o jednotlivych feSenich, nebo v pripadech kdy
selhavaji ostatni dostupné metody.

Pocatetni podminka (PP) geometricky vyjadfuje skuteCnost, Ze graf pfislusného feSeni prochéazi v roviné
bodem [z, yo]. M&li tato pocatecni Gloha jediné FeSeni, neprochézi bodem [z, yo] z&dna dal§i kfivka.
Mé&li kazda pocatecni Ulohajediné FeSeni (coz bude pro nés velice Casty pripad), znamenato, ze integrani
kfivky se nikde neprotinaji.

2. Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Definice (DR se separovanymi proménnymi). Diferencialni rovnicetvaru

y' = f(x)9(y), ©)
kde f a g jsou funkce spojité na (ngakych) otevienych intervalech se nazyva obycejna diferencialni
rovnice se separovanymi promennymi.

Priklad 2.1. Rovnice

y-—r—y=0
neni rovnice se separovanymi promeénnymi.
Rovnice

e "y + ey =0

je rovnice se separovanymi proménnymi, protoze po explicitnim vyjadreni derivace v’
o —e Yy
y=——
je mozno tuto rovnici prepsat pomoci algebraickych Uprav natvar

y' = —ye’ ¥,
coz je tvar odpovidgjici (S).

Redeni DR se separovanymi proménnymi Algoritmus:

(i) M&li algebraicka rovnice g(y) = 0 feSeni kq, ko, ..., k,, jSOu konstantni funkce y = kq,
y = ko, ...,y =k, FeSenimi rovnice.
(ii) Pracujme naintervalech, kde g(y) # 0. Formané nahradime derivaci 4" podilem diferencialli
dy
d d
H%zf@h@) (21)
(ili) Odseparujeme proménné
dy
— = f(x)dx. 2.2
9(y) @) (22

(iv) Ziskanou rovnost (2.2) integrujeme

/f%_/j@mx+a (2.3)
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(v) Pokud je zadana pocatetni podminka, je mozné ji natomto misté dosadit do obecného FeSeni
aurcit hodnotu konstanty C. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného FeSeni a obdrzime
FeSeni partikularni.

(vi) Pokud je to mozné, pfevedeme FeSeni (obecné nebo partikularni) do explicitniho tvaru (“vyjéa
drime”’ odsud ).

Poznamka 2.1 (FeSitelnost a jednoznacnost). Je-li g(yo) # 0, je FeSeni pocatecni Ulohy (S), (PP), které
obdrzime pomoci predchoziho postupu, definované a jednoznacné urcené v ngjakém okoli bodu z.

Poznamka 2.2 (vyuziti ur€itého integralu namisto neurcitého). Partikularni feSeni pocatecni Glohy (S)—(PP)
Ize misto (2.3) psét téz primo ve tvaru urCitého integralu

[oate = [ s s

Poznamka 2.3 (logistickarovnice). Logistickadiferenciélni rovnice
’ Y
vem(1-%)
je vSeobecné prijimana jako zakladni diferencialni rovnice pouZivana pro popis vyvoje Zivocisnych a
rostlinnych populaci. Jedna se rovnici se separovnymi proménnymi a je mozné ngjit jeji explicitni feSeni.
Konstatni FeSeni jsou y = 0 (neni zadna populace) ay = K (populace je na Grovni odpovidajici nosné
kapacité prostredi)

Poznamka 2.4 (autonomni rovnice). V mnoha biologickych i technickych aplikacich se setkavame se
specialnim pfipadem rovnice se separovanymi proménnymi, ve které na pravé strané nefiguruje nezavisa
promeénna, tj. srovnici typu

y' = g(y). (2.5)

Tyto rovnice se nazyvaji autonomni diferencialni rovnice. Pro rovnici (2.5) plati vdechno co bylo dfive
vysloveno pro rovnici (S). Rovnice (2.5) mavsak navic pomérné Casto jednu diileZitou vlastnost: v mnoha
pripadech |ze ukazat, Ze ohraniCena feSeni se pro x — oo apro x — —oo V limité blizi k nékterému
z konstantnich feSeni. DalSi podstatnou vlastnosti téchto rovniceje skutecnost, ze je-li funkce y(z) FeSenim
této rovnice, plati totéz i pro funkci y(x + ¢). Je-li proménnou x €as, znamenato, ze nezélezi na pocatku
méFeni Casu.

V praxi se nékdy vzhledem k uvedenym skutecnostem u autonomnich diferencialnich rovnic zajimame jen
0 vySe uvedena konstantni feSeni, protoze viechna dalsi FeSeni k témto konstantnim feSenim konverguiji.
Poznamenegj mej esté, ze vSechnakonstantni feSeni vypoctemepomérnésnadnojiz v prvnimkroku algoritmu
ze strany 16.

Ve vétsiné pripadll dokaZzeme identifikovat, zda diferencialni rovnice je rovnice se separovanymi promeén-
nymi tak, ze z rovnicevyjadfimederivaci apravou stranu rovnice se snazime rozlozit nasoucin dvou funkci
jedné proménné podle vzoru (S). Nasledujici véta udava jednoduSe pouzitelené kritérium, které umozni
poznat, zda vlbec | ze tento rozklad na soucin provést.

Véta 2.1 (kritérium na ovéFeni separability). Necht’ funkce dvou proménnych ¢(z, y) je nenulova na
konvexni oblasti G a ma zde spojité viechny parciélni derivace do radu dva, vEetné. Rovnice

y' = o(z,y)
je rovnice se separovanymi promennymi a lze ji upravit na tvar (S) prave tehdy, kdyz je na mnoziné G
nulovy determinant

o(@,y)  e(@y) ‘ _
y(®,Y)  Pey(T,Y)

3. Homogenni diferencialni rovnice

Definice (homogenni DR). Necht' f je spojitafunkce. Diferencialni rovnice
(Y
v =f(2) (H)

se nazyvahomogenni diferencialni rovnice.




4. LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE 18

Zavedeme-li novou funkci v vztahem u(z) = M ziskame
X
y(z) =u(x)z,  y(z)=u'(z)z +u(2). (3.1
Po dosazeni do (H) dostavame
wr +u= f(u), (3.2
coz je ekvivalentni rovnici se separovanymi proménnymi
1
/ P — J—

4. Linearni diferencialni rovnice

Definice (linearni DR). Necht funkce a, b jsou spojité naintervalu I. Rovnice
y' +a(z)y = b(x) (L)

se nazyva obyCejna linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (zkracené piSeme LDR). Je-li navic
b(x) = 0 nal, nazyvase rovnice (L) homogenni, v opatném pripadé nehomogenni.

Poznamka 4.1 (fesitelnost a jednoznacnost). Jsou-li funkce a, b spojité naintervalu I, zp € I ayp € R
libovolné, ma kazda pocatetni Gloha (L)—(PP) pravé jedno feSeni definované nacelémintervalu I.

Definice (homogenni rovnice). Bud danarovnice (L). Homogenni rovnice, ktera vznikne z rovnice (L)
nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rovnice

Y +a(z)y =0 (LH)
se nazyva homogenni rovnice, asociovana s nehomogenni rovnici (L).

Poznamka 4.2 (trividni feSeni). Homogenni linearni diferencié@lni rovnice mavzdy (bez ohledu na kon-
krétni tvar funkce a(z)) konstantni feSeni y = 0, jak 1ze ové&fit pfimym dosazenim. Toto FeSeni se nazyva
trivialni feSeni a v praktickych tlohach zpravidla nemiva zadny vyznam.

Poznamka 4.3 (operatorova symbolika). Definujeme-li na mnoziné vech funkci diferencovatelnych na y
intervalu I operéator L vztahem

Llyl(z) = ¢/ (x) + a(x)y(x)
prokazdéx € I,jemoznodiferenciélni rovnici (L) asni asociovanou homogenni rovnici zapsat v kratkém
tvaru L[y] = b(x) aL[y] = 0.

Poznamka 4.4 (linearita operatoru L). Operétor L spliuje pro vSechna redlna cida C;, Cy a vsechny p;
diferencovatelnéfunkce y; (), y2(x) vztah

L[C1y1 + Caya] = C1L[y1] + C2L[ya].
V skutku:

LIy + Copa)() = (Cun (&) + Copa()) + () (Cron () + o)
= C19}(2) + Cagh(@) + a(2)Ciy1 (@) + a(2)Caya ()
= C1 (yi(@) +a@)ys (@)) + C2 (vh(@) + al@)ya (@) )
= C1L{y1](x) + Ca L[y ().

Véta 4.1 (princip superpozice). Pro libovolné diferencovatelné funkce y, i1 a y2 a libovolné realné

Cido C plati 4
Llyi] = = LIC-y]=C-0=0,
Liy:] =0aLly] = f(z) =  LC-y1+y]=C -0+ f(z) = f(2),
Liy] = Llys] = f(=) = Ly —yo] = f(2) — f(z) =0,

vvvvvv
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Véta 4.2 (obecné Fedeni nehomogenni LDR).  Uvazujme linearni diferencialni rovnici (L) a s ni
asociovanou homogenni rovnici (LH).
e Je-li y,(z) libovolné partikul&r ni feSeni nehomogenni LDRa yy (x, C') obecnéfeSeni asociované
homogenni LDR, je funkce
y(z,C) = yp(x) + yo(x, C) (4.0)
obecnym FeSenim nehomogenni LDR.
e Jeli y,(x) libovolné partikularni feSeni nehomogenni LDR a y,o(x) nenulové partikularni
feSeni asociované homogenni LDR, je funkce
y(@, C) = yp(2) + Cypo(x) (4.2)
obecnym FeSenim nehomogenni LDR.

Slovné:

e VSechnareSeni homogenni lineérni rovnicejsou nasobky jednoho libovol ného nenul ového feseni
této rovnice.
e Soucet jednoho libovolného feSeni zadané nehomogenni a obecného FeSeni asociované homo-
genni linearni rovnice je obecnym FeSenim dané nehomogenni rovnice.
Staci tedy najit dveé (do jisté miry specialni) feSeni az nich snadno sestavime obecnéfeSeni zadanérovnice.
Timto se bude zabyvat v nasledujicich odstavcich.

4.1. Homogenni LDR. Podle definice je homogenni LDR rovnicetvaru
y' +a(z)y = 0. (LH)

4.1.1. ReSeni homogenni LDR separaci proménnych. Rovnice (LH) je rovnice se separovanymi pro-
meénnymi. Vskutku, z (LH) obdrzime

dy
dr —a(z)y
aproy # 0 plati
dy
— = —a(z)dx,
) (z)
1n|y|:—/a(gc)dac—i—c7 c€eR.
Odsud

y=_Ce Jo@de R\ {0},
kde C je nenulova konstanta. Protoze volbou C' = 0 dostavame trividni feSeni y = 0, povolime C' € R
libovolné. Obecnéfedeni rovnice (LH) je tvaru

y(z,C) = Ce~ (@) dz, C eR, (4.3)

akazdé partikul&rni feSeni rovnice (L H) obdrZimevhodnou volbou konstanty C'. Ozna€ime-li y,,o libovolné
netrivialni partikularni feSeni, je mozno obecné feSeni rovnice (LH) psat ve tvaru

y(x,C) = Cypo(x), C eR. (4.9
4.1.2. ReZeni homogenni LDR *“ selskou (vahou” . Slovné Ize problém FeSeni linearni homogenni
rovnicey’ = —a(z)y formulovat nasledovné: naleznéte funkci y takovou, Ze jgji defrivace je rovnafunkci

samotné, vynasobené navic faktorem (—a(x)). Uvédomime-li si, ze funkce, které je rovna svoji derivaci
je (mimo jiné) exponencialni funkce e”, miizeme Fedeni problému hledat ve tvaru exponenicalni funkce,
kde se po derivaci faktor (—a(x)) objevi jako derivace vnitfni slozky. V exponentu tedy musi figurovat
vyraz, jehoz derivaceje (—a(x)). ReSenim homogenni rovniceje tedy funkcey = ¢~ J *(#) 4% g (jak plyne
z linearity) i jgji libovolny nasobek. Vidime, Ze dostavame opét vzorec (4.3). Homogenni rovnici |ze tedy
se znal osti obecné teorie vyTesit prekvapive snadno.
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4.2. Nehomogenni L DR — metoda variace konstanty.

Poznamka 4.5 (aplikace operatoru L na soucin funkci). Nez zatneme hledat feSeni nehmogenni rovnice,
prozkoumejme, jak selineérni operétor L chovavzhledem k soucinu funkci. Postupnym rozepsanim definice
operéatoru, derivaci soucinu, Castecnym vytknutim a opétovnym pouzitim definice operatoru L dostavame
pro libovolné dvé diferencovatelné funkce u, v
I
Llu-o](@) = (u(@)e(@)) +a(@)u(@)(z)
=u'(z)v(z) +u(x)v () + a(z)u(z)v(z)
(z) (v (z) + a(:v)u(x)) + u(z)v'(x)
+ u(z)v

v(x (x)v'(x).

)
() Lu](x)
Tento vypocet ukazuje, ze pokud plati Lju] = 0, tj. pokud je funkce u FeSenim asociované homogenni
diferencialni rovnice, je mozno feSeni nehomogenni rovnice L{y] = b(x) hledat ve tvaru soucinu y(z) =
u(z)v(x), kde funkce v(z) spliuje vztah

b(z) = Llu - v](x) = v(z)L[u|(z) + u(x)v'(z) = 0 + u(z)v'(z) = u(z)v' (),

tj. v'(z) = b(z) / u(z). Odsud vak funkci v mlizeme nalézt jiz pouhou integraci a soucin u(z)v(x)
poté bude feSenim nehomogenni rovnice. Abychom tyto (Gvahy vice ozfgmili, zapamatujeme si hlavni

my3lenku — budeme hledat FeSeni nehomogenni rovni ce ve tvar u soucinu néjaké funkce a feSeni asociované
homogenni rovnice — a projdeme si vSechny Gvahy jesté jednou v “bé&zném” neoperatorovém oznaceni.

Poznamka 4.6 (metoda variace konstanty). Partikularni FeSeni y,, nehomogenni LDR hledame ve tvaru

Yp(z) = K(2)ypo(), (4.5)
kde y,0(z) je néjaké pevné netriviélni feSeni asociované homogenni LDR a K (x) zatim neznéma spojité
diferencovatelna funkce. Jedna se vlastné o postup, pfi kterém konstantu C' ve vzorci (4.4) nahradime
funkci K (x) — proto se tato metoda nazyva metoda variace konstanty. Vypocttem derivace y; obdrZime

Yp(@) = K'(2)ypo(2) + K ()yp0(),
dosazenim do (L) dostavame

K'(2)ypo () + K (2)ypo() + a(z) K (x)ypo(x) = b(x)
aodsud
K'(2)ypo(x) + K () [ypo(2) + a()ypo(x)] = ().
Protoze y,(x) je feSenim homogenni LDR, je vyraz v hranatych zavorkach roven nule a dostavame
K (&)ypo() = blx). (4.6)
Odsud jiz snadno vyjadfime derivaci neznamé funkce K'(x) a integrovanim nalezneme funkci K (x).
Dosazenim do (4.5) nalezneme partikularni feSeni nehomogenni LDR a z Véty 4.2 obdrzime obecné feSeni

nehomogenni LDR. ZapoCteme-li navic do funkce K () i integracni konstantu C, obdrZime ze vzorce (4.5)
nikoliv pouze partikularni, ale jiz pfimo obecné feSeni nehomogenni LDR.

V praxi je vyhodné zapamatovat si tento postup a pokazdé jgj aplikovat na prislusnou rovnici. VSmnéme
s, Ze po dosazeni (4.5) do (L) se ¢leny obsahujici funkci K (x) vyrudi a rovnice bude obsahovat funkci
K (x) pouze prostfednictvim derivace této funkce K'(x), jak plyne z (4.6). Pokud se toto nestane, je ve
vypoctu obsazena chyba.

Provedeni variace konstanty v pfipadé zcela obecnych funkci a(z), b(x) vede k nasledujicimu vzorci.

Véta 4.3 (vzorec pro obecnéfeseni nehomogenni LDR). Obecnéfeseni rovnice (L) je

b Ja(z)dz d C
y(z,C) = e~ @) dm[ b(z)el 4@ d* gy 4 C} = Jb(z)e s , CeR 4.7)
ef a(z) dz
Pritom kazdy neurcCity integral vyjadfuje jednu libovolnou z primitivnich funkci (integracni konstanty jiz
neuvazujeme).
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5. Exaktni diferencialni rovnice

Definice (exaktni DR). Necht P(z, y) aQ(, y) jsou funkce dvou proménnych, kterémaji spojité parcialni
derivace. Rekneme, Ze diferencié@ni rovnice

P(z,y) + Q(z,y)y' =0
je exaktni, jestlize vyraz

P(z,y)dz + Q(x,y) dy M
je totalnim diferencidlem néjaké funkce dvou proménnych.

Poznamka 5.1 (ekvivalentni tvar exaktni DR). Exaktni diferenciélni rovnici Cast§ji uvadimev ekvivalent-
nim tvaru pomoaci diferencialu kmenové funkce

P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0. (B)

Poznamka 5.2. Rovnice (E) je tedy exaktni pravé tehdy, kdyz existuje funkce F'(z, y) proménnych z ay
s vlastnostmi
OF(z,y)

O = P(xay) a —}——— = Q(w,y) (5.1)

Véta 5.1 (feSeni exaktni DR). Necht’ F'(z,y) je kmenovéa funkce totalniho diferencialu (T). Rovnice
(E) ma obecné feSeni implicitné urcené rovnici
F(z,y) = C, C eR. (5.2)
Véta 5.2 (charakterizacetotélniho diferenciélu). Necht' funkce P(z,y) a Q(x, y) maji spojité parcialni
derivace na oteviené souvisémnozing M C R%. VWraz (T) je namnoziné M totalnim diferencialemngjaké
funkce prave tehdy, kdyz na M plati
OP(z,y) _ 9Q(z,y)

dy ox
Predpokladejme, ze jsme pomoci Véty 5.2 ovéfili, Zze vyraz (T) je totdnim diferencidlem. Je-li funkce
F(z,y) kmenovou funkci tohoto diferencialu, musi platit vztahy (5.1). Integrujeme-li prvni z téchto vztahi
podle proménné z, obdrZzime

(5.3)

F(z,y) = /P(x, y)dz + C(y), (5.4)

kde pfi integrovani podle = povazujeme y za konstantu (podobné jako pfi vypocCtu parcidlni derivace) a
C(y) jeintegratni konstanta— tato konstanta nezévisi na z;, obecné se viak miize jednat o veli€inu, ktera
zavisi na y. Obdrzenou rovnost zderivujeme podle y

OF (z,y) _ g/ /

kde C’(y) je obyCejna derivace funkce jedné proménné. Vzhledem k (5.1) je leva strana rovna Q(x, y).
Dosadime tedy na levou stranu Q(z,y) a zjednoduSime vyraz na pravé strané. ObdrZime rovnici pro
C’(y), kterou vyFeSime a integraci nalezneme hledanou funkci C(y). (Pfi Opravach nutné pro C’(y)
vychazi rovnice, ktera neobsahuje proménnou . Pokud tomu tak neni, dopustili jsme se pfi pocitani chyby,
nebo vyraz (T) neni totalnim diferenciélem.) Ziskanou funkci C(y) dosadime do (5.4) a mame nalezenu
kmenovou funkci F(z,y).
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6. Linearni diferencialni rovnice druhého Fadu

Definice (linearni diferencialni rovnice druhého fadu). Budte p, ¢ a f funkce definované a spgjité na
intervalu I. Diferenciéni rovnice

Y +p(@)y +aq(2)y = f(2) (6.1)
se nazyva linearni diferencialni rovnice druhého Fadu (zkraceng& LDR druhého Fadu). ReSenim rovnice
(nebo téz integralem rovnice) na intervalu I rozumime funkci, ktera ma spojité derivace do fadu 2 na
intervalu I a po dosazeni identicky splfiuje rovnost (6.1) na I. Uloha nalézt ¥eSeni rovnice, které splfiuje
v bodé xy € I pocatetni podminky

y/ (1'0) = yéa
kde yo ay(, jsou redlna €isla, se nazyva pocatetni Gloha (Cauchyova Gloha). Regeni potatetni Ulohy se
nazyva partikularni feSeni rovnice (6.1).

{y(wo) = Yo, 62)

Poznamka 6.1 (existence a jednoznacnost). Kazda pocatecni Gloha pro rovnici (6.1) ma feSeni, které je
urCeno jednoznatné a toto fe3eni je definované nacelém intervalu 1.

Definice (obecné FeSeni). VSechnaFeSeni LDR druhého Fadu (6.1) |ze vyjadFit ve tvaru obsahujicim dvé
nezéavisé konstanty C, Co € R. Takovyto predpis se nazyvéa obecné FeSeni rovnice (6.1).

Poznamka 6.2 (operatorova symbolika). Podobné jako linearni diferencialni rovnice prvniho fadu, i zde
Casto pravou stranu rovnice Casto zkracujeme do tvaru L[y](z). Definujeme-li tedy

Llyl(z) = y"(z) + p(2)y' (z) + q(2)y(), (6.3)
je timto predpisem definovan operéator, ktery kazdé dvakrét diferencovatelné funkci pfifazuje levou stranu
rovnice (6.1). Rovnici (6.1) je potom mozno zapsat ve tvaru L{y| = f(x).

Definice (specidni typy LDR druhého¥adu). Plati-li v rovnici (6.1) f(z) = 0 provsechnax € I, nazyva
serovnice (6.1) homogenni, v opatném pripadé nehomogenni. Jsou-li koeficienty p(z) ag(x) naintervalu
I konstantni funkce, nazyvase (6.1) rovnice s konstantnimi koeficienty.

Poznamka 6.3 (trivialni feSeni). Funkce y(z) = 0 je feSenim homogenni LDR 2. f&du vzdy, bez ohledu
natvar koeficientll p, ¢. (Ovéfte sami dosazenim.) Toto feSeni nazyvame trivialni FeSeni rovnice (6.1).

Definice (asociovana homogenni rovnice). Nahradime-li v nehomogenni LDR (6.1) pravou stranu (tj.
funkci f) nulovou funkci obdrzime rovnici

y" +p(x)y + q(x)y = 0. (6.4)

Tato rovnice se nazyva asociovana homogenni rovnice k rovnici (6.1).

Véta 6.1 (linearitaa princip superpozice). Operator (6.3) zachovava linearni kombinaci funkci, tj. pro
libovolné dveé funkce y; a y2 a libovolné realné konstanty C; a C;, plati

L[Cyy1 + Caya] = C1L[y1] + C2L[ya]. (6.5)
Jako specialni pfipad vztahu (6.5) dostavame implikace

Llyo] =0aLly] = f(x) = Ly + 4] =0+ f(z) = f(2),
Liy] = Llyz] = f(2) = Ly —yo] = f(z) — f(z) =0,
Liyi] = L[y2] =0 =  L[Ciy1 +Coyp] =C1-0+C2-0=0,

e Soucet FeSeni zadané nehomogenni a asociované homogenni L DR je feSenim dané nehomogenni
rovnice.

e Rozdil dvou feSeni nehomogenni LDR je FeSenim asociované homogenni rovnice.

e Kazdalinearni kombinace dvou FeSeni homogenni LDR je opét FeSenim této rovnice.

/
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7. Homogenni LDR 2. Fadu
V této podkapitole budeme studovat homogenni LDR druhého fadu, tj. rovnici (6.4)
y" +p(x)y +q(x)y =0,
kterou mlizeme zkracené zapsat jako L[y] = 0, kde operéator L je linearni diferenciani operator druhého
fadu definovany vztahem (6.3).
M otivace. Budeme predpokladat ze funkcey; (z) aya(z) jsou obéfeSenimi abudeme hledat podminky, za
kterych je funkce
y(z) = Cryi(z) + Caya(z)
obecnym feSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskavame
y'(z) = Cryy(z) + Cayy(a)
a dosazeni pocatecnich podminek y(a) = 3, y'(«) = v vede k nadedujici soustavé linearnich rovnic
sneznamymi C4, Co
B = Ciyi(a) + Coya(a),
7 = Ciyi(a) + Cays(a).
Jak je znamo z linearni algebry, tato soustava ma prave jedno fe3eni pro libovolnou volbu Cisel 3, v pravé
tehdy, kdyZ matice soustavy, tj. matice (Z}Ez; Z?Egi) , jeregularni. Tato maticejeregularni pravétehdy,
J1 2

kdyZz jeji determinant je nenulovy a to nastane pravé tehdy kdyz jeden sloupec neni nasobkem druhého.
Timto motivujeme nasledujici definice.

(7.2)

Definice (linearni (ne-)zavislost funkci). Budte y; ay- funkce definované naintervalu I. Rekneme, ze
funkcey; ays jsou naintervalu I linearné zavidg, jestlize jednaz nich je naintervalu I nasobkem druhg,
tj. jestlize existuje reané Cido k£ € R svlastnosti

y1(x) = kya(x) provsechnax € I,
nebo

ya(x) = ky1(x) provsechnazx € I.
V opatném pripadé fikame, ze funkce yy, y2 jsou naintervalu I linearné nezaviseé.

Definice (Wronskian). Budte y; (z) ay2(x) dveé libovolnafeSeni homogenni rovnice (6.4). Wronskianem
funkci y1 (x), y2(z) rozumime determinant

yi(z)  ya(z)

yi(x) yh(x)| ~ y1(2)ys(x) — i (2)y2(). (7.2)

Wly1, y2l(z) =

Véta 7.1 (lineérni (ne)zéavislost). Budte y; (z) a y2(x) dvé feSeni rovnice (6.4) na intervalu I. Tato
FeSeni jsou linearné nezavisla prave tehdy kdyz je jejich Wronskian rtizny od nuly na intervalu 1.

Véta 7.2 (obecné fedeni homogenni LDR). Jsou-li y; a yo dvé netrivialni linearné nezavisla reseni
rovnice (6.4) naiintervalu I, je funkce y definovana vztahem
y(x, C1, Ca) = Cry1(z) + Caya(x), Ci1eR, Cr eR, (7.3)
obecnymeSenimrovnice (6.4) na intervalu I.

Definice (fundamentélni systém fedeni). Dvojici funkci y; ay» z pfedchozi véty nazyvame fundamentalni
systém FeSeni rovnice (6.4).
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8. Homogenni LDR 2. Fadu s konstantnimi koeficienty

Budeme studovat rovnici tvaru
v +py +qy =0, (LH2)
kde p, g € R. VEmnéme si nejprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé strany rovnicey = ¢**, kde
z jeredlné €ido, po vypoctu derivaci a po vytknuti faktoru e** ziskavame
y' oy +ay =¥ (22 +pz +q).
Protoze exponencialni faktor napravé stranéje vzdy nenulovy, bude vyraz napravé strané roven nule pokud
bude splnéna podminka
224+ pz4+q=0. (8.1)
Pouze v tomto pripadé bude uvazovana funkce fesenim rovnice (LH2).

Definice (charakteristickarovnice). Kvadratickarovnice (8.1) s neznamou z se nazyva charakteristicka
rovnice pro rovnici (LH2).

Véta 8.1 (fundamentélni systém feSeni LDR s konstantnimi koeficienty). Uvazujme DR (LH2) a jgji
charakteristickou rovnici (8.1).

e Jsou-li 21, zo € R dvarliznérealné kofeny charakteristické rovnice (8.1), definujme
o=

e Jeli z; € R dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice (8.1), definujme a
=]

e Jsou-li z; 0 = a+ i ¢ R dva komplexné sdruZzené kofeny charakteristické rovnice (8.1),
definujme‘ y1(x) = e** cos(fx) ‘a‘ ya(x) = e sin(Bx) ‘

Potom obecnéfeseni rovnice (LH2) je
y(w,C1, Ca) = Cry1(x) + Caya(z), CieR, G eR.

9. Nehomogenni LDR 2. fadu

Nyni se budeme vénovat feSeni nehomogenni diferencalni rovnice.

Véta 9.1 (dlsledek principu superpozice). Soucet libovolného partikularniho feSeni nehomogenni
linearni diferencialni rovnice a obecného f'eSeni asoci ované homogenni rovniceje obecnymfeSenim plivodni
nehomogenni rovnice
Podl e predchozi véty tedy k vyFeSeni linearni nehomogenni rovnice staci nalézt jedno (partikularni) Feseni
této rovnice a obecné FeSeni asociované homogenni rovnice.

Priklad 9.1. Jednim z FeSeni rovnice
y// _|_ y — 6
jezcelajisté funkce y(x) = 6. (Vidime pfimo po dosazeni.) Obecné feSeni je tedy
y(z) = Cycosz + Cysinz + 6
VyFeSeni asociované homogenni rovnice je bohuzel prakticky mozné pouze v nékterych specianich pripa-
dech, jako je napriklad rovnice s konstantnimi koeficienty
y' +py +ay = f(2) (L2)
(urovnic skonstantnimi koefici enty feSime asociovanou homogenni rovnici pomoci charakteristickérovnice
aVéty 8.1)
Jak najit partikuléarni reseni?
e Metoda variace konstant — podobna jako u LDR prvniho fadu. Konstanty v obecném feSeni
nahradime funkcemi, které jsme schopni ngjit (po vyreSeni soustavy rovnic a dvoji integraci).
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e Metoda kvalifikovaného odhadu — pokud je prava strana do jisté miry speciani, je mozno
partikularni FeSeni uhodnout. Je-li prava strana rovnice polynom, exponencialni funkce nebo
sinus €i kosinus (pfipadné soucin i soucet uvedenych funkci) je mozno odhadnout “ hruby tvar”
partikularnihofeseni (az nang akékonstanty) atento potom pouzejemné“doladit” tak, abychom
obdrzeli skutecné feSeni nasi rovnice.

Véta 9.2 (odhad partikularnino FeSeni). Necht' prava strana rovnice (L2) ma tvar f(z) =
e’ (Pn (x) cos(Bx) + Qum(x) sin(ﬂx)), kde P, (x) je polynom stupné n a Q,,(z) je polynom stupné
m.

e Oznatme k = max{n, m} V&t3i ze stupiti obou polynomtl. Pokud néktery z polynoml na pravé
strané nefiguruje, dosazujeme za jeho stupen nulu.

e Uvazujme charakteristickou rovnici pro asociovanou homogenni rovnici, tj. rovnici (8.1). Pokud
(obecné komplexni) €islo o+ 45 neni kofenemtéto rovnice, polozmer = 0. Pokud je €islo a+i8
jednoduchym korenem této rovnice, polozme » = 1 a pokud dvojnasobnym, polozme r = 2.

Partikularni FeSeni je mozno nalézt ve tvaru

yp(x) = e**2” (ﬁk(:t) cos(Bz) + Qi () sin(Bx)) , 9.1

kde P, () a @k(;v) jsou polynomy stupné nejvyse k. Tyto polynomy je mozno najit metodou neurcitych
koeficientll bez pouZiti integrovani.

Poznamka 9.1. e Pokud se exponencialni ¢ast na pravé strané nevyskytuje, je « = 0 aproto je

e*” = 1 aexponenciani ¢len se neuplatni. Napfiklad u diferencialni rovnice
y" + 2y + 3y = (22 +4) cos(z) + (z — 2) sin(x)

hledame partikularni fegeni ve tvaru y, = (az? + bz + ¢) cos(z) + (dz® + ex + f)sin(z).
VSmnéme si, Ze v partikularnim feSeni u funkce sin(x) figuruje kvadraticky polynom, i kdyz
na pravé strané rovnice je pouze polynom linearni. To proto, Ze oba polynomy v obecném tvaru
partikularniho Fedeni maji stejny stupen, ktery je roven vetSimu ze stupiti polynomu na pravé
strané rovnice.

e Pokud se goniometricka ¢ast na pravé strané nevyskytuje, je 5 = 0. Odsud potom plyne, Ze
cos(fBx) = 1, sin(Bz) = 0 aani goniometricka €ast, ani polynomy Q(z) a Q(x) se neuplatni.
Napriklad u diferenciélni rovnice

y'—y=(z+1)e"
hledame partikularni feSeni ve tvaru y = z(az + b)e”

e Pokudjepolynom Q(x) roven nule, vyskytuje se napravé stranéjenom funkcekosinus. Podobné
plati pro polynom P(x) a sinus. | v téchto pripadech se v3ak v partikularnim FeSeni mohou
vyskytnout obé funkce cos(Sx) i sin(Sz). Napriklad partikularni FeSeni rovnice

Yy’ —y = xsin(z)
hledame ve tvaru y, = (ax + b) cos(x) + (cz + d) sin(x) (uvazujemei Cast s funkci sinus i
presto, Ze se funkce sinus na prave strané rovnice vilbec nevyskytuje). Z tvrzeni véty totiZ nijak
nevyplywva, zeje-li Q(x) = 0, plati totéz i pro Q(z).
Poznamka 9.2. Vétu o odhadu partikularniho feSeni je mozno pouZit napfiklad pro rovnice

y' +y =sin(z), v +3y +y= IS%I(I), y' 4+ 3y =—4, y'+2y +y=(2*+3)cos(x)
(v druhérovnici jea« = —1), dle neni mozno ji pouZzit napriklad na nasledujici rovnice
y" + 4y’ + 3y = sin(x) + 22 cos(2z), (9.2

v ' +y —3y=Inx

(u prvni rovnice vadi odliSny argument u obou goniometrickych funkci, u druhérovnicevadi funkceln(z)).
Kromévyse uvedenévéty je moznov literatufe ngjit i vétu umoziujici ngjit metodou neurcitych koeficientd
najit FeSeni rovnice, kde pravastrananeni pfimo vetvaru poZzadovanémve Vété 9.2, ale je souctem nékolika



9. NEHOMOGENNI LDR 2. RADU 26

rliznych vyrazli v tomto tvaru. Tento postup umozni najit metodou neurcitych koeficientli i partikularni
feSeni rovnice (9.2).



KAPITOLA 3

Autonomni systémy

1. Uvod

Definice (autonomni systém). Necht f a g jsou spojité funkce dvou proménnych. Soustava dvou diferen-
cidlnich rovnic ,
z' = f(z,y),

1.1
Y =g(z,y), &

d . o . o . . . .
kde’ = T se nazyva dvourozmeérny autonomni systém. Jeho FeSenim rozumime kazdou dvojici funkci

x(t), y(t), které maji derivace na uvazovaném intervalu apo jejich dosazeni do (1.1) pfejdou ob&rovnice
Vv identity. Proménnat se nazyvacas.

Definice (poatetni Gloha). Necht ¢, 2o a yo jsou libovolna realna &isla. Uloha najit Fedeni soustavy
(1.2), které v bodé ¢ splfiuje pocatetni podminky

I(to) = X0
{y(to) = Yo 42

se nazyva pocatecni Gloha.

Poznamka 1.1 (posun v €ase). Je-li dvojice funkci =(t), y(t) feSenim soustavy (1.1) aje-li ¢ libovolné
reAlné &islo, plati totéZ i pro dvojici funkci z(t + ¢), y(t + ¢). Cas to, ve kterém formulujeme potategni
podminky, |ze tedy volit libovolng, Zpravidiaklademe bez Ujmy na obecnosti ¢y = 0.

Definice (stacionarni feSeni). Necht 2™ ay™ jsou redlnacida, ktera splnuji

flz*,y*) =0,

g(z*,y") = 0.
Pak dvojice konstantnich funkci (t) = «*, y(t) = y* je FeSenim systému (1.1). Toto FeSeni se nazyva
stacionarni reseni.

2. Trajektorie

Definice (tragjektorie autonomniho systému). Necht dvojice funkci (), y(t) je FeSenim systému (1.1).
MnozinaT bodl v roviné (z, y) definovanarelaci

T ={(z,7): =(t) =z ay(t) = j prongakét € R}
senazyvatrajektorie systému (1.1). Rovinu, do které zakreslujemetraj ektorie, nazyvamefazovou rovinou.
Trajektorie stacionarniho feSeni je tvofenajedinym bodem (z*, y*) anazyvéa se stacionarni bod.

Poznamka 2.1 (geometrické vlastnosti trajektorii). Zakresime-li trajektorii ngakého FeSeni autonomniho
systému, ztracimeinformaci o Case. Méame pouzeinformace, kterych hodnot (x, y) feSeni nabyvaji v tomtéz
okamziku, ovdem nemameinformaci o tom, zajak dlouhoFeSeni do tohoto stavu dospéje. Abychom alespon

27
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méli zachycenu informaci o tom, ktery stav predchéazi a ktery nasleduje, zpravidlatrajektorie orientujeme
podle sméru toku Casu.
Prochézi-li trajektorie bodem (z*, y*), jedna se o trajektorii odpovidajici FeSeni pocatetni tlohy

xz(0) = z*

y(0) =y~
Tato trajektoriemav bode (2", y*) te€nu danou smérovym vektorem (f (z*, "), g(z*, y*)). Podobnéjako
u smérového polediferencialni rovnice, zakresleni smérovych vektorli tetnych k trajektoriim | ze uskutecnit
jen ze znalosti funkci f a g a odsud je zpravidla mozné s udélat zékladni predstavu o tvaru trajektorii.
Systém téchto vektorl spolu se zakreslenymi vybranymi trajektoriemi se nazyvafazovy portrét autonomnino
systému. Jedna se ajakousi obdobu smérového pole diferencialni rovnice.
Vzhledem k jednoznatnétesitelnosti se dvé rliznétrajektorie nikde neprotingi. Maji-li proto dvétrajektorie
spolecny alespon jeden bod, jsou zcela totozné!
Ve fazové roviné mohou existovat oblasti, které maji tu vlastnost, ze kazda trajektorie ktera vstoupi do této
Naopak, oblasti které maji tu vlastnost, Zze pokud se v nich trajektorie vyskytujev jistém Case, vyskytuje se
v nich i ve vSech dfivgsich €asech, se nazyvaji negativné invariantni.
Poznamka 2.2 (trajektorie jako integralni kfivky). Nacast trajektorie T, kde kazdému « odpovidajediné

y, 1ze pohliZet jako na graf funkce y = y(z). Vzhledem k tomu, Ze podle pravidla pro derivaci slozené a
inverzni funkce plati v diferencialni symbolice

dy _dy dt _dy 1§
- - dez — dx’
dz dt dx dt <7 <7

vyhovuje uvaZzovana cast trajektorie diferencialni rovnici
dy _ g(z,y)

dz — fa,y)
Tato rovnice definuje jednoznatné trajektorie (az na smér toku Casu) podobné, jako systém (1.1). Pozna
meneime, Ze v bodech z-nulklin (viz dale) je prava stranarovnice nespojitaav singularnich bodech miize
byt poruSenajednoznatnost feSeni. Jako dlisledek této vlastnosti dostavame nas edujici vétu.

Véta 2.1 (invariantnost trajektorii vzhledem k nasobeni funkci). Bud' u(z, y) funkce kladna a diferen-
covatelna na mnozné 2. Autonomni systémy

a' = f(z,y)u(z,y)

y' = g(z,y)u(z,y)
a (1.1) maji v Q stejné fazove portréty.

Poznamka 2.3. Pokud je ve Vété 2.1 funkce .. zaporna, tvrzeni véty zlistava v platnosti v téméf stejném
znéni, pouze je ve fazovém portrétu nutno otoCit smér vSech trajektorii.

Poznamka 2.4 (klasifikace trajektorii). Predpokladejme, ze kazdatrajektorie systému (1.1) je prodiouzena
maximalné obémasmery, tj. pro ¢ — +oco. Rozeznavame pouze tfi nasledujici typy trajektorii
(i) Stacionarnibody. Tyto body odpovidaji stacionarnim FeSenim.
(i) Uzavienétrajektorie (cykly). Tyto trajektorie odpovidaji periodickym feSenim. Uvnitf kazdého
cyklu lezi aespon jeden stacionarni bod.
(ili) Trajektorie, které samy sebe nikde neprotingi a pro ¢ — +oo tyto trgjektorie maji jednu
z nadledujicich vlastnosti.
(@) Traektorie maji alespon jednu slozku neohranicenou.
(b) Trajektorie konverguji k nékterému ze stacionarnich bodui.
(c) Trajektorie konverguji k nékteremu z cykl{.
(d) Trajektorie konverguji k mnoziné tvorené konetnym poctem singularnich bodl a jinymi
trajektoriemi, které vedou z jednoho stacionarniho bodu do druhého.

/



3. STACIONARNI BODY 29

V praxi se s poslednim typem trajektorii vétSinou nesetkavame a kazda trajektorie, ktera je ohranicena a
neni stacionarnim bodem ani cyklem zacina a kon¢i bud ve stacionarnim bodg, se odmotava z néakého
cyklu (resp. namotavana ngaky cyklus).

Poznamka 2.5 (nulkliny). Kfivka slozena z bodl (z,y) v roving, které spliuji f(x,y) = 0 se nazyva
z-nulklina. V bodech této nulkliny plati ' = 0 a veli¢ina = se tedy v okoli této nulkliny neméni (resp.
meéni velice pomalu). Z geometrického hlediska matato kfivkavlastnost, ze kazda trgjektorieji protinave
svislém sméru (zdola nahoru nebo shora dol ).

Podobng, kfivkaslozenaz bodli (x, y) v roving, které spliji g(x, y) = 0 se nazyvay-nulklina. Tato kfivka
ma tu vlastnost, ze kazda trgjektorie ji protina ve vodorovném sméru, protoze v bodech y-nulkliny plati
y = 0.

Poznamka 2.6 (spojita zavisost na pocatecnich podminkéach). Mala zména pocatecnich podminek vy-
volava relativné malou zménu vys edného feSeni autonomniho systému. Z tohoto diivodu dvé trajektorie,
které prochéazi dvémadostatecné blizkymi body, maji v okoli tohoto bodu priblizné stejny smér, svyjimkou
okoli stacionarnich bodd.

3. Stacionarni body

Poznamka 3.1 (klasifikace stacionarnich bodtl). Podle chovani trajektorii v okoli stacionarnich bodi
rozdélujemetyto stacionarni body do nékolikanavzgem disjunktnich skupin. Necht (z*, y*) jesingularnim
bodem systému (1.1).

Uzel: Stacionarni bod (z*, y*) se nazyvauzel, jestlize vdechny trajektorie (x(t), y(t)) z ngjakého
okoli tohoto bodu konvergujiprot — oo nebot — —oo k (z*, y™*) tak, Ze nedochézi k oscilacim
kolem limitni hodnoty.

Ohnisko: Stacionarni bod (z*, y*) se nazyvaohnisko, jestlize vSechny trajektorie z ngjakého okoli
tohoto stacionarni bodu do tohoto bodu konverguji bud pro ¢ — oo nebo prot — —oc ato tak,
ze kolem tohoto bodu osciluji se zmendujici se amplitudou.

Sedlo: Stacionarni bod (x*,y") se nazyva sedlo, jestlize v kazdém jeho okoli existuje pouze
konecny poCet trgjektorii, které prot — +oo konverguji k tomuto bodu.

Sti'ed a bod rotace: Stacionérni bod (z*, y*) se nazyvabod rotace, jestlize kazdéjeho okoli obsa-
huj e nekonetné mnoho trajektorii, které jsou cykly. Pokud v n&jakém okoli existuji pouze cykly,
nazyva se tento bod navic stfed.

e Uzel nebo ohnisko nazyvame stabilni, jestlize vSechny trajektorie do ngj konverguji prot — oo,
tj. v&echny trajektorie z ngakého okoli sméfuji do tohoto bodu. V opatném pripadé tento bod
nazyvame nestabilni.

e Pro stabilni uzel a ohnisko existuji oblasti ve fazové roviné které maji tu vliastnost, ze vsechny
trajektorie prochazejici nékterou z téchto oblasti konverguji prot — oo do tohoto stacionarniho
bodu. Takové oblasti se nazyvaji oblasti atraktivity stacionarniho bodu.

Definice (Jacobiho matice). Matice

of of
J(@,y) = dg Jg

se nazyva Jacobiho matice soustavy (1.1).

Definice. Charakteristickou rovnici matice A rozumimekvadratickou rovnici det(A—AI) = 0 sneznamou

A, 1j. charakteristickou rovnici matice A = <Z Z) jerovnice

M — (a+d)X\ +ad — be = 0.
Kofeny této rovnice (reané nebo komplexni) nazyvame viastni €isla matice A.
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Vlastni hodnoty, typ stac. bodu pribéh trajektorii

)\1,2 cR

A=A >0 nestabilni uzel /\> <\/
AL > 0> A sedlo < \/>
0>A1 > A2 stabilni uzel /\> <\/

TABULKA 1. Klasifikace stacionarnich bodl podie vlastnich hodnot, realné vlastni hodnoty

Véta 3.1 (klasifikace stacionarnich bodt pomoci vlastnich Cisel Jacobiho matice). Predpokladejme, ze
nula neni vlastnim ¢islem Jacobiho matice pro dvourozmeérny autonomni systém (1.1).
e Jsou-li obé viastni Cisla realna kladna, je stacionarni bod nestabilni uzel.
Jsou-li obé viastni €isla realna zaporna, je stacionarni bod stabilni uzel.
Jsou-li viastni €isla redlna a maji-li opacna znaménka, je stacionarni bod sedlo.
Jsou-li viastni ¢isla komplexné sdruzena s kladnou realnou €asti, je stacionarni bod nestabilni
ohnisko.
e Jsou-li vlastni Cisla komplexné sdruzena se zapornou realnou Casti, je stacionarni bod stabilni
ohnisko.
e Jsou-li viastni Cisla komplexné sdruzena s nulovou redlnou €asti, je stacionarni bod ohnisko
nebo bod rotace.

Poznamka 3.2. ZjednoduSené Feceno, kdykoliv se mezi vlastnimi hodnotami Jacobiho matice v bodé S
objevi vlastni hodnota se z&pornou reélnou ¢asti, existuje trajektorie konvergujici do bodu S. Pokud ma
nékteré vlastni hodnota kladnou realnou €ast, existuje trajektorie vychéazejici z bodu S. Pokud maji vlastni
hodnoty nenulovou imaginarni ¢ast, dochézi v okoli bodu S k oscilacim.

Jinamoznost, jak urcit typ stacionarnich bodt, je obsazenav nasledujici vété. V této vété D znali determi-
nant Jacobiho matice v bodgé (z*, y*), tj. a A stopu® Jacobiho matice v tomto bodé, tj.

A =TI y) = Gy + )

lStopa Ctvercovée matice je soucet Cisel v hlavni diagonale.



vlastni hodnoty

3. STACIONARNI BODY
Vlastni hodnoty, typ stac. bodu pribéh trajektorii
M2 €R
R(A12) >0 nestabilni ohnisko
R(M2) <0 stabilni ohnisko
R(M,2)=0 ohnisko nebo bod rotace
nebo kter&koliv
Z predchozich moznosti
TABULKA 2. Klasifikace stacionarnichbodl podievlastnich hodnot, komplexnésdruzené
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Véta 3.2. Necht' (z*,y") je stacionarni bod soustavy (1.1) a J(«*,y") hodnota Jacobiho matice
v tomto bodé. Pomoaci €isel D a A |ze rozhodnout o kvalité stacionarniho bodu (z*, y*) podle nasledujici

tabulky.
‘ D <0 ‘ H sedlo ‘
D>0|A>0|A%*>4D nestabilni uzel
A? < 4D nestabilni ohnisko
A<0|A*>4D stabilni uzel
A? < 4D stabilni ohnisko
A=0 bod rotace nebo ohnisko




KAPITOLA 4
Dvojny integral

1. Supremum a infimum

Definice (dolni zavora). Bud A neprazdna zdola ohrani¢ena mnozinareanych &isel. Cislo m se nazyva
dolni zavora mnoziny A, jestlize m < a provsechnaa € A

Priklad 1.1. e Dolni zavorou intervalu (0, 1) jsou napfiklad Cisla—1, —, 0.

o, o1 .
e Dolni zavorou nejsou C|sla5, 6 ani e.

Definice (infimum). Bud A neprazdnazdola ohranigenamnozinareanych &sel. Cislo inf (A) se nazyva
infimummnoziny A, jestlize je nejvétSi dolni zavorou mnoziny A.

Priklad 1.2. Intervaly (0, 1), [0, 1], (0, 1] maji vSechny infimum rovno €islu 0.

Definice (horni zavora). Bud A neprazdna shora ohranitenamnozinareanych &isel. Cislo M se nazyva
horni zdvora mnoziny A, jestlize M > a provSechnaa € A

Definice (supremum). Bud A neprazdna shora ohranigena mnozina reanych &isel. Cislo sup(A) se
nazyvasupremummnoziny A, jestlize je nggmensi horni zavorou mnoziny A.

Priklad 1.3. Intervaly (0,1), [0, 1], (0, 1] maji vSechny supremum rovno ¢islu 1.
2. Dvojny integral na obdélniku

Definujme funkci na obdélniku R = [a,b] x [e,d] ohranienou funkci f(z,y). Obdénik rozdéme na
podobdélniky p1, po, ..., p, 00bsazich Apy, Aps, ..., Ap,. Toto déleni oznatme D.

V obdélnicku p; najdeme supremum M; ainfimum m; funkce f(z, y). Sestrojme horni a dolni integrélni
souet prisludny déleni D podle vzorcl p

k
S(D) = ZMiApi ... horni soucet
=1
k
s(D) = ZmiApi ... dolni soucet
=1

e Supremum mnoZziny vech dolnich souttti nazyvamedolni dvojnyintegral aznatime / / f(z,y) da dy.
R

o InfimummnozZiny vech hornich souétli nazyvamehorni dvojnyintegral aznatime / / f(z,y)dzdy.
R

Definice (dvojny integral). Jestlize jsou si horni a dolni integrél rovny, pak jejich spoleCnou hodnotu

znacime
//R flz,y)dedy (2.1

anazyvame dvojny integral funkce f v R. O funkci f fikame, Ze je namnoZiné R integrovatelna.

Vypocet dvojného integralu provadime s vyuzitim nasledujici véty o pfevodu dvojného integralu na dvoj-
nasobny (dva“obycen€’ integraly).

32
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Véta 2.1 (Fubini). Necht R = [a, b] X [c, d] je uzavieny obdélnik v R? a f funkce definovana a spojita
na R. Pak plati

/RﬂLdemZ/ﬂ/.fxydydx—/ / fxydx

Priklad 2.1. Vypoctéte / / (x 4+ y) da: dy pFes obdélnik vyznateny na obrazku.
Q

1y
UV

8

AN

“3

//Q(x‘f'y)dxdy:/i[/j(x—i—y)dx} dy:/f[a;-ﬂﬂy}zdy

:/12[§+3y—(g+0y)}dy=/12(g+3y)dy
2

9 4212 9 4,9 1
_[? L .__(_ ._)
{2y+32}1 5 23573133

—9+6-6=09

Véta 2.2 (Dusledek Fubiniovy véty). Plati-li ve vété 2.1 rovnost f(z,y) = g(z)h(y), plati

/ [ @) dzdy - / (@) da / " hy) dy.

3. Dvojny integral v obecné ablasti

Definice (dvojny integral v obecné oblasti). Bud €2 uzavienaohrani¢enaoblast. Bud I dostatetné velky
obdélnik, takovy, ze ) C R. Definujme na R funkci g predpisem

_Jf@y) (zy) €
g(z,y) = {0 jinak
Potom definujeme integral funkce f namnoziné ) predpisem

/ [ ) dedy = / /R 9(z,y) dz dy.

V dal8im budeme pro jednoduchost pfedpokladat, ze oblasti pres které integrujeme maji hranici tvofenu po
Castech hladkou uzavfenou kfivkou.

y

4
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Véta 3.1 (Fubini). Necht' f je funkce spojita v uzaviené oblasti
Q={(z,y) eR*:a <z <bap() <y <y@)}

//Qf(w,y)dwdy=/;[/;:)f(w,y)dy ar

Potom

a

Véta 3.2 (Fubini). Necht' f je funkce spojita v uzaviené oblasti
Q={(z,y) eR*:a<y<baply) <z <P(y)}

J[ revaa=[[f fj)f(x,w dr] dy

@

Potom

Priklad 3.1. Vypoctéte / / 2y dx dy pfes mnozinu vyznatenou na obrazku.
Q

2y dy) dx

1—x2

vl )

1—x2—(1—x)2])dx

/\/ 1—x2

1—x

0 z = 2w—2x2)dx
.Tmin:O, 2 1
oo = 1) = [« -3,
Ymin = 1 — 1z, _ 2 1
ymax:\/l_x2 a _g_g

Véta 3.3 (linearita integralu). Bud' f;, f> funkce integrovatelnév Q a c1, co libovolna realna cida.
Plati

//Q[C1f1(:v,y)+c2f2(fc,y)] dedy = ¢; //Q fl(fv,y)dxdy+Cz//Qf2(;E,y)d;Edy

Véta 3.4 (aditivitavzhledem k oboru integrace). Necht' je oblast {2 rozdélena na dvé ablasti ©2; a €25,
které maji spolecné nejvySe hranicni body. Plati

//Qf(”"”’y)dxdy:/m f(way)dwder/Qz f(z,y) dedy

’
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4. Polarni souradnice

Dosud jsme pouZivali pouze kartézské souradnice: dvojici €isel udavajici vzdalenost bodu od osy y a od
osy z, kterajednoznatné uréuje polohu bodu v roving'. V praxi je nékdy vyhodngj& pouZiti jiny zplisobjak
pomoci dvojice Cisel charakterizovat polohu bodu v rovingé —takové soufadnice potom nazyvamek¥ivocaré
soufadnice.

tak, Ze uréime vzdalenost » bodu od potatku soustavy soufadnic O athel ¢, ktery sviraspojnice bodli O a
A skladnou Casti osy .

A
........................ '.
. Co r € [0,00), ¢ € [0,2m)
: T =7rcose
Y : = rsin
LY : e’ v
@)

OBRAZEK 1. Polarni souradnice

Chceme-li prevést dvojny integré do poléarnich souradnic, provadime v ném vlastné substituci = = r cos ¢
ay = rsin . Pfitom se transformuji i diferencidly dx a dy avysedny vzorec matvar

/ f(a:,y)da:dy:/ flrcosp,rsing) - rdedr.
Q Q

V diferencialnim poCtu poléarni soufadnice pouzivame predevsim tam, kde ma problém radialni symetrii.
Napriklad pfi studiu ochlazovani nebo kmitll kruhovych desek &i valcovitych soucastek. V integralnim
poctu tyto soufadnice pouzijeme zejména v pripadé, kdy integrujeme pres kruznici nebo jgji ast (napr.
mezikruZi ¢i kruhovavyset). V takovém pripadé maji totiZ integraly které vzniknou po aplikaci Fubiniovy
VEty pevné meze avypocet druhého integralu je zpravidlajednodussi. V nasedujicim prikladé pro srovnani
vypoctemetentyZ integral v polarnich i v kartézskych soufadnicich.

Priklad 4.1. Vypoctéte / / x dx dy, kde Q je Ctvrtinajednotkového kruhu, leZici v prvnim kvadrantu.
Q

Vypocet v polarnich soufadnicich:

1 /2 1 ) /2
rdxdy = / ( rcosy T dcp) dr = / [7’ sin w} dr
/\/Q 0 0 —_—— 0 0

funkce Jakobian

1 1
:/ [T‘2Sinﬁ—7°sin0} dr:/ [7‘2} dr
0 2 0
_[r?’}l_l 0 1
S L3Jo 3 -

lMyélenka pouZivat takové soufadnice pochazi od filozofa Reného Descarta, ktery jednou pozoroval mouchu na stropé a
uvédomil si, Ze pro jednoznatné stanoveni polohy mouchy na stropé stai zadat jeji vzdaenost od dvou navzajem kolmych stén.
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Vypocet v kartézskych soufadnicich:

(=)

= substituéni metodou . . .

Il
|
|
—
—_
I
8
[\v]
~—
[\
[E——

Wl =
w

5. Obecné krivocar é soufadnice

| kdyz poléarni souradnice jsou zdaleka nejpouzivangSimi kfivoCarymi soufadnicemi, v praxi je nékdy
vhodné ¢i nutné volit i jiné soufadnice. Mame-li korektné definovany obecné kfivocaré soufadnice u a v,
jsou transformacni vztahy mezi témito kfivoCarymi soufadnicemi akartézskymi soufadnicemi z, y vetvaru

x = g(u,v)
Y= h(uv 1))

kde g, h jsou dostatecné hladké funkce dvou proménnych. Pro pfevod dvojného integralu z kartézskych
souradnic do soufadnic u, v je nutno vypoCitat nasledujici determinant

dg(u,v)  9Og(u,v)

J(u,v) = Oh zzj,v) oh &},U) #0
ou v

zvany Jakobian.
Véta 5.1 (prevod dvojného integralu do kfivocarych souradnic). Plati

//Qf(%y)dfdy://Qf(g(u,v),h(u,v))|J(u,u)|dudu

Poznamka 5.1. Vybeér kfivocarych soufadnic se fidi tvarem mnoziny Q. SnaZime se o to, aby vyjadreni
této mnoziny bylo v novych soufadnicich co nejjednodussi.

6. Fyzikalni aplikace
e Obsah mnoziny M vypoctemejako

/| aean

e Hmotnost mnoZiny M vypoctteme jako

m:// o(x,y)dxdy,
M

kde o (x, y) je plosna hustota (hmotnost vztazena na jednotku povrchu).
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e T&ZiSte hmotné mnoziny M jev bodé [z, yr], kde

T = — //:vaxydxdy,
m
yr = — //ya(af,y) dz dy
m
am je hmotnost mnoziny.

e Moment setrvacnosti hmotné mnoziny M vzhledem k ose je

7= [[ oty deay,

kde p(z,y) je vzdalenost bodu (z,y) od osy otateni. Napriklad pro osu z je p(z,y) = y apro
osu y je p(z,y) = x. Pro osu prochazejici kolmo pocatkem je p(z,y) = /2 + y2.

V dimenzovani nabytku se setkéate s velicinami kvadrati cky moment priifezu (coz je moment
setrvatnosti pro o(x, y) = 1) amodul priifezu, ktera s kvadratickym momentem (izce souvisi.



KAPITOLA 5

Numerické reseni diferencalnich rovnic

V této kapitole si uvedeme nékteré zakladni metody numerického FeSeni diferenci@nich rovnic. Uvédo-
mme si, Ze zatimco neni mozné numericky obdrzet obecné feSeni, feSeni pocatecni Glohy Ize numericky
aproximovat pomeérné snadno: hlavni mySenkou je, ze zatneme v bodé zadaném pocatecni podminkou a
v okoli tohoto bodu nahradime integralni kfivku jeji te€nou. Tim se dostaneme do dalSiho bodu, odkud
opét integralni kFivku aproximujeme teGnou. Smérnici te€ny zjistime z diferencialni rovnice, bud pfimo z
derivace (Eulerova metoda), nebo ponékud rafinovangji, kdy bereme v Gvahu i konvexnost €i konkavnost
afakt, ze se derivace méni s ménicim se = i y. Sta€i tedy mit zvolen krok numerické metody (interval,
na kterém aproximaci teCnou pouzijeme) a vystupem metody bude aproximace integralni kfivky pomoci
lomené Cary (po Castech linearni funkci).

1. Metody skonstatnim krokem

Regime potatetni Ulohu pro diferencialni rovnici prvniho fadu rozieenou vzhledemk derivaci: { (z0)
Y(Zo) = Yo

y/ = f(xvy)

Regeni aproximujeme po &astech lomenou &arou (viz obrazky 2 a 3), vodorovnavzdalenost mezi jednotli-
vymi uzly se nazyvakrok, oznaCujemejg h, ma-li dalsi ¢ast lomené Cary smérnici k, dostaneme dal&i bod
Tiy1 =x; +h
{ Yiv1 = yi + kh
Uvedemesi naukazku metody s pevnym krokem, kdy neménimekrok, ale pouze smér linearni funkce, ktera
aproximuje integralni k¥ivku. Podle toho, jak v jednotlivych krocich volime smérnici aproximacni funkce,

rozlisujeme nékolik metod.

Eulerova metoda: Jako smérnici teCny pouzijeme hodnotu smérového pole v bodg, ze kterého
vychazime: k = ky := f(x;,y:)

RK: (metodaRunge-Kuttadruhého Fadu) Jako smérnici teCny pouzijeme hodnotu smérového pole
v bodg, do kterého bychom se dostali po provedeni plilky kroku Eulerovou metodou. Podivame

se tedy, kam bychom se dostali Eulerovou metodou, podivame se jak po cesté vypada smérové

h h
pole a podle toho zvolime vychozi smér: k = ko := f | z; + 5 Vi + k1§

RK4: (metoda Runge-Kutta ctvrtého Fadu) Zde se jedna o ponékud rafinovangjsi variantu pred-
choziho. Hlavni my3lenka spoCiva v tom Ze podobné jako u metody druhého Ffadu udélame
fiktivné plil kroku smérem &; podle Eulerovy metody a ze smérového pole v bodé do kterého se
dostaneme ziskame smér k- . Poté podobné provedeme opét fiktivné plil kroku smérem &, a ze
smérového pole v bodg, do kterého se dostaneme, ziskame smér k3. Kone€né, smérem k3 prove-
demefiktivné cely krok aziskame smér k4. Ze vdech téchto smérli vypotitame vazeny primér ve
kterémjsou k- a k3 zastoupeny dvojnasobnouvahou oproti &, ak4 aziskame smér pro provedeni

o e a a 1
dalSiho kroku metody. K predeslym vzorctlim tedy pridavame: k = E(kl + 2ko + 2k3 + kyq),

pomoci vztahti

h h
kdeks := f <$z + §7yi+k2§> aky := f(x; + h,y; + ksh)

L3ak bylo zminéno, potatetni podminkaje pro numerickou aproximaci dlleZita, udavatotiz bod, ze kterého zatiname. Numericky
proto najdeme pouze partikularni feSeni, najit obecné feSeni numericky se nam nepodari

38
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OBRAZEK 1. Jeden krok pro kazdou z metod a pocatetni Ulohu ¢’ = gy?’ — <—x) ,

2
y(0.2)=1.4
_ 2 Tpi1 =T, +h # PresnéieSeni RK

o1 ‘RK4 /

1.6 / /"

- 'EJIer/

- A

1.2 7 P
B R S R R R R .

0 0.2 o

OBRAZEK 2. Numerické FeSeni potatetni Glohy i’ = = + v, y(0) = 1

e Stejné se postupuje i pro systém libovolného poctu linearnich rovnic prvniho Fadu. Napriklad

pro autonomni systéem {

z = f(x,y)
Y =g(z,y)

x(0) = g
y(0) =wo

, pocatetni podminku { " aEulerovu metodu s

tivi=1t;+h

Yir1 = Yi + hg(xi, yi

krokem h dostavame { Tip1 =z + hf(zi, ).

)
e Diferenciéni rovnici druhého fadu v + p(z)y’ + q(z)y =

y2 = y' prepsat nasystém

f(z) mbzeme substituci y; = y,
Vi =y
vz = f(@) = p(@)y2 — q(@)p
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OBRAZEK 3. Numerické FeSeni potatetni tlohy ' = = + 4%, y(0) = 1




