Vizualizace funkci

Robert Mat¥ik

2. unora 2015

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

P¥i vizualizaci funkci volime vhodny zpiisob zejména v zavislosti na poctu vstupnich a vystupnich
dat, tj. na poltu proménnych a na tom, jedna-li se o skaldrni funkci (vysledkem je &islo), nebo
vektorovou funkci (vysledkem je uspofddand n-tice &isel).

Funkce jedné proménné

e f:R—R

e y = f(x), v rovin& x,y kreslime usporadané dvojice bodi [z, y]
e vystupem je zpravidla kFivka v roviné

e zkusit online
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Funkce dvou proménnych, graf

e f:RZ R

z = f(z,y), v 3D obrazku kreslime uspo¥adané trojice bodi [z, vy, 2]
vystupem je zpravidla plocha v prostoru

zkusit online (Sage)

zkusit online (matplotlib)
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http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=%23%20graf%20je%20mo%C5%BEno%20ot%C3%A1%C4%8Det%20a%20p%C5%99ibli%C5%BEovat%20my%C5%A1%C3%AD%0Ay%3Dvar%28%27y%27%29%0Aplot3d%28x%5E2-y%5E2%2C%20%28x%2C-1%2C1%29%2C%20%28y%2C-1%2C1%29%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=var%28%27y%27%29%0Afrom+sympy.plotting+import+plot3d%0A%0Asurface3D+%3D+plot3d%285*x*y*exp%28-x**2-y**2%29%2C+%28x%2C-2%2C2%29%2C+%28y%2C-2%2C2%29%2C+xlabel%3D%27x%27%2C+ylabel%3D%27y%27%2C+show%3DFalse%29%0Asurface3D.show%28%29

Funkce dvou proménnych, vrstevnice

o f:R2 R

e 2z = f(z,y), pro dané C' v roviné& kreslime uspotadané dvojice bodi [z,y], pro které plati
flay)=C

e vystupem je (pro riznd C') soustava kFivek v roving

e zkusit online (Sage)

e zkusit online (matplotlib)

Vektorova funkce jedné proménné (rovinna kfivka)

F:R—R?

F(t) = [f(t), 9(t)], t € [a, 0]

pro kazdé ¢ z intervalu [a, b] kreslime ve 2D bod [f(¢), g(t)]
vystupem je (zpravidla) k¥ivka v rovin&

zkusit online (Sage)

zkusit online (matplotlib)


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=x%2Cy+%3D+var%28%27x%2Cy%27%29%0Af%28x%2Cy%29%3Dx%2By%5E2-x%5E2-y%5E3%0Acontour_plot%28+f%28x%2Cy%29+%2C+%28x%2C-4%2C4%29+%2C+%28y%2C-4%2C4%29%2C+fill%3DFalse%2C+labels%3DTrue%2C+contours%3D50%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=import+pylab+as+pl%0Aimport+numpy+as+np%0A%0Adef+f%28x%2Cy%29%3A%0A++++return+%281+-+x+%2F+2+%2B+x**5+%2B+y**3%29+*+np.exp%28-x**2+-y**2%29%0A%0An+%3D+256%0Ax+%3D+np.linspace%28-3%2C+3%2C+n%29%0Ay+%3D+np.linspace%28-3%2C+3%2C+n%29%0AX%2CY+%3D+np.meshgrid%28x%2C+y%29%0A%0Apl.axes%28%5B0.025%2C+0.025%2C+0.95%2C+0.95%5D%29%0A%0Apl.contourf%28X%2C+Y%2C+f%28X%2C+Y%29%2C+8%2C+alpha%3D.75%2C+cmap%3Dpl.cm.hot%29%0AC+%3D+pl.contour%28X%2C+Y%2C+f%28X%2C+Y%29%2C+8%2C+colors%3D%27black%27%2C+linewidth%3D.5%29%0Apl.clabel%28C%2C+inline%3D1%2C+fontsize%3D10%29%0A%0Apl.xticks%28%28%29%29%0Apl.yticks%28%28%29%29%0Apl.show%28%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=%23%20Parametricky%20zadana%20krivka%0A%0At%3Dvar%28%27t%27%29%0Aparametric_plot%28{[}cos%28t%29%2C%20sin%28t%29{]}%2C%20%280%2Cpi%29%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=%23+Nacteni+knihoven+pro+praci+s+matematikcymi+funkcemi%0D%0Afrom+numpy+import+%2A%0D%0A%0D%0A%23+Definice+jednotlivych+komponent+vektorove+funkce+jedne+promenne%0D%0Adef+f%28t%29%3A+%0D%0A++++return+sin%28t%29%0D%0A%0D%0Adef+g%28t%29%3A+%0D%0A++++return+cos%28t%29%0D%0A%0D%0A%23+Vykresleni+obrazku%0D%0Aimport+matplotlib.pyplot+as+plt%0D%0A%0D%0Afig+%3D+plt.figure%28%29%0D%0Aax%3Dfig.add_subplot%28111%29%0D%0Aax.set_aspect%28%27equal%27%29+%23+stejne+meritko+na+obou+osach%0D%0A%0D%0At+%3D+linspace%280%2C+2%2Api%2C+100%29++%23+rozsah+parametru+t+pro+kresleni%0D%0Aplt.plot%28f%28t%29%2C+g%28t%29%29%0D%0A%0D%0Aplt.show%28%29
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Vektorova funkce jedné proménné (prostorova kfivka)

F:R—R?

F(t) = [f(t),9(t), (D)), t € [a, ]

pro kazdé ¢ z intervalu [a, b] kreslime ve 3D bod [f(t), g(t), h(t)]
vystupem je (zpravidla) k¥ivka v prostoru

zkusit online (Sage)

zkusit online (matplotlib)


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=%23+Parametricky+zadana+krivka%0A%0At%3Dvar%28%27t%27%29%0Aparametric_plot3d%28%5Bt*cos%28t%29%2C+t*sin%28t%29%2Ct%5D%2C+%280%2C6*pi%29%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=%23+Nacteni+knihoven+pro+praci+s+matematikcymi+funkcemi%0D%0Afrom+numpy+import+%2A%0D%0A%0D%0A%23+Definice+jednotlivych+komponent+vektorove+funkce+jedne+promenne%0D%0Adef+f%28t%29%3A+%0D%0A++++return+sin%28t%29%2B0.04%2Asin%2810%2At%29%0D%0A%0D%0Adef+g%28t%29%3A+%0D%0A++++return+cos%28t%29%2B0.04%2Asin%2810%2At%29%0D%0A%0D%0Adef+h%28t%29%3A+%0D%0A++++return+cos%28t%29%0D%0A%0D%0A%23+Vykresleni+obrazku%0D%0Aimport+matplotlib+as+mpl%0D%0Afrom+mpl_toolkits.mplot3d+import+Axes3D%0D%0Aimport+matplotlib.pyplot+as+plt%0D%0A%0D%0Afig+%3D+plt.figure%28%29%0D%0Aax+%3D+fig.gca%28projection%3D%273d%27%29%0D%0At+%3D+linspace%280%2C+pi%2C+100%29++%23+rozsah+parametru+t+pro+kresleni%0D%0Aax.plot%28f%28t%29%2C+g%28t%29%2C+h%28t%29%29%0D%0Aplt.show%28%29

Z- v °
]- 5
s o
< s
<o
— ~./ s
-5 T~ 0
o T 2 ¥
s, g s
C s T~ o

o [F:R2 5 R3
L4 F(U,’U) = [f(uvv)ag(uav)a h(U,U)], (VRS [uminaumax]: Ve [Uminavmax}
e pro kazdé [u,v] takové Ze Upmin < U < Upax @ Umin < U < Upax kreslime ve 3D bod

[f (u, ), g(u, v), h(u, v)]
e vystupem je (zpravidla) plocha v prostoru
e zkusit online (matplotlib, jednodilny hyperboloid)

e zkusit online (matplotlib, Kleinova lahev)
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http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=import+mpl_toolkits.mplot3d.axes3d+as+axes3d%0D%0Aimport+matplotlib.pyplot+as+plt%0D%0Afrom+numpy+import+%2A%0D%0A%0D%0Adef+surf%28u%2C+v%29%3A%0D%0A++++x+%3D+cos%28v%29%2Acosh%28u%29%0D%0A++++y+%3D+sin%28v%29%2Acosh%28u%29%0D%0A++++z+%3D+sinh%28u%29%0D%0A++++return+x%2C+y%2C+z%0D%0A%0D%0Au%2C+v+%3D+linspace%28-pi%2F2%2C+pi%2F2%2C+80%29%2C+linspace%280%2C+2%2Api%2C+80%29%0D%0A%0D%0Aux%2C+vx+%3D++meshgrid%28u%2Cv%29%0D%0Ax%2C+y%2C+z+%3D+surf%28ux%2C+vx%29%0D%0A%0D%0Afig+%3D+plt.figure%28%29%0D%0Aax+%3D+fig.gca%28projection+%3D+%273d%27%29%0D%0Aplot+%3D+ax.plot_surface%28x%2C+y%2C+z%2C+rstride+%3D+2%2C+cstride+%3D+2%2C+linewidth%3D0.3%29%0D%0A%0D%0Aplt.show%28%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=import+mpl_toolkits.mplot3d.axes3d+as+axes3d%0D%0Aimport+matplotlib.pyplot+as+plt%0D%0Afrom+numpy+import+%2A%0D%0A%0D%0Adef+surf%28u%2C+v%29%3A%0D%0A++++%22%22%22%0D%0A++++http%3A%2F%2Fpaulbourke.net%2Fgeometry%2Fklein%2F%0D%0A++++%22%22%22%0D%0A++++half+%3D+%280+%3C%3D+u%29+%26+%28u+%3C+pi%29%0D%0A++++r+%3D+4%2A%281+-+cos%28u%29%2F2%29%0D%0A++++x+%3D+6%2Acos%28u%29%2A%281+%2B+sin%28u%29%29+%2B+r%2Acos%28v+%2B+pi%29%0D%0A++++x%5Bhalf%5D+%3D+%28%0D%0A++++++++%286%2Acos%28u%29%2A%281+%2B+sin%28u%29%29+%2B+r%2Acos%28u%29%2Acos%28v%29%29%5Bhalf%5D%29%0D%0A++++y+%3D+16+%2A+sin%28u%29%0D%0A++++y%5Bhalf%5D+%3D+%2816%2Asin%28u%29+%2B+r%2Asin%28u%29%2Acos%28v%29%29%5Bhalf%5D%0D%0A++++z+%3D+r+%2A+sin%28v%29%0D%0A++++return+x%2C+y%2C+z%0D%0A%0D%0Au%2C+v+%3D+linspace%280%2C+2%2Api%2C+80%29%2C+linspace%280%2C+2%2Api%2C+80%29%0D%0Aux%2C+vx+%3D++meshgrid%28u%2Cv%29%0D%0Ax%2C+y%2C+z+%3D+surf%28ux%2C+vx%29%0D%0A%0D%0Afig+%3D+plt.figure%28%29%0D%0Aax+%3D+fig.gca%28projection+%3D+%273d%27%29%0D%0Aplot+%3D+ax.plot_surface%28x%2C+y%2C+z%2C+rstride+%3D+2%2C+cstride+%3D+2%2C+linewidth%3D0.3%29%0D%0A%0D%0Aplt.show%28%29

2D vektorové pole v roviné (1/2)

F:R? 5 R?

F(z,y) = [f(z,y), 9(x,y)]
pro kazdé x, y kreslime ve 2D vektor (f(x,y), g(x,y)) umist&ny potatkem do bodu [z, y]

zkusit online (Sage)
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2D vektorové pole v roviné (2/2)

e pro kazdé z, y kreslime ve 2D k¥ivku, kterd ma tu vlastnost, Ze vektory vektorového pole jsou
te¢né k té€mto krivkam
e zkusit online (matplotlib)

3D vektorové pole (v prostoru)

° f_‘: R3 — R3
o F(x,y,2)
= [f(z,y,2),9(,y,2), h(z,y,2)]


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=x%2Cy%2Cz%3Dvar%28%27x+y+z%27%29%0Aplot_vector_field%28%28-y%2Cx%29%2C+%28x%2C-1%2C1%29%2C+%28y%2C-1%2C1%29%2Caspect_ratio%3D1%29
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=python&in=import+numpy+as+np%0Aimport+matplotlib.pyplot+as+plt%0A%0AY%2C+X+%3D+np.mgrid%5B-3%3A3%3A100j%2C+-3%3A3%3A100j%5D%0AU+%3D+-Y%0AV+%3D+X%2Bexp%28Y%29%0Aspeed+%3D+np.sqrt%28U*U+%2B+V*V%29%0A%0Aplt.figure%281%2C%286%2C6%29%29+%0Aplt.streamplot%28X%2C+Y%2C+U%2C+V%2C+density%3D0.5%29%0Aplt.axes%28%29.set_aspect%28%27equal%27%2C+%27datalim%27%29%0Aplt.show%28%29%0Aplt.savefig%28%22streamplot.png%22%2Cformat%3D%22png%22%29
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e pro kazdé z, y, = kreslime ve 3D vektor (f(x,y, 2), g(z,y, 2), h(x,y, z)) umistény potitkem
do bodu [z, vy, 2]
e zkusit online (Sage)


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=x%2Cy%2Cz%3Dvar%28%27x%20y%20z%27%29%0Aplot_vector_field3d%28%28x*cos%28z%29%2C-y*cos%28z%29%2Csin%28z%29%29%2C%20%28x%2C0%2Cpi%29%2C%20%28y%2C0%2Cpi%29%2C%20%28z%2C0%2Cpi%29%29




Derivace, parcialni derivace a operatory matematické
fyziky

Robert Mat¥ik

jaro 2014, aktualizace pro jaro 2015

Tento text je tisté€nou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Derivace

Derivace je matematicky prostfedek ktery umoziiuje sledovat, méfit a porovndvat rychlosti zmén
fyzikdlnich veli¢in. P¥irozené se tak objevuje pFi formulaci a popisu téméF vSech dynamicky
probihajicich fyzikélnich jevi. (Fyzikdlni popis svéta tak je prezentovany stfedo3kolskou fyzi-
kou je Castou pouze jakousi aproximaci ve které jevy probihaji konstantni rychlosti - nap¥iklad bez
derivaci umime studovat pouze rovnomérny nebo rovnomérné zrychleny pohyb).

Poznamka. Viude v nasledujicim textu budeme ptedpokladat, Ze funkce a derivace které zde
vystupuji jsou dostate¢né hladké a rovnosti plati na dostate¢né péknych mnozinach. V praktickych
aplikacich byvaji tyto predpoklady zpravidla trividlné splnény, proto je pro Usporu mista nebudeme
vypisovat. Zajemce najde pouceni v odborné literature.

Obycejna derivace

e Derivace funkce y = f(z) je definovdna vztahem

f'(z) = lim

h—0

flx+h) - fx)
h
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a statniho rozpottu Ceské republiky.
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e Jednd se o veli¢inu udavajici, jak rychle se méni funkcni hodnoty funkce pfi zménach
vstupnich dat.

e Alternativni oznaceni je j—x.

e Derivace f(z) je smérnice te¢ny ke grafu funkce y = f(x) v bodg& [z, f(x)].
e Linearni aproximaci funkce y = f(z) v bod& xq je

f(@) = f(xo) + ['(wo)(z — 20)

Slovy: funkZni hodnota ted (v z) je funk&ni hodnota p¥ed chvili (v z,) plus celkovd zména,
kterd je sou¢inem rychlosti zm&ny (f'(xo)) a &asu, za ktery se zmé&na uddla (z — ).
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Obrazek 1: Derivace a te€na (linedrni aproximace)

Parcialni derivace

e Pro funkce dvou proménnych rozlisujeme parcialni derivace podle jednotlivych promé&nnych.

or  h>0 h
dy k>0 h

e Jedna se o stejnou veli¢inu jako u obycejné derivace, ale vZdy jenom vzhledem k jedné
proménné. Parcidlni derivace a%f tedy udava, jak rychle se méni f p¥i zménach veliciny x.



e V definici a p¥i vypoltu parcidlni derivace podle x je proménna y konstantni. Geometricky
to je moZno interpretovat tak, Ze studujeme k¥ivku, ktera vznikne na ¥ezu grafu funkce

z = f(z,y) rovinou y = konst.
e Schwarzova véta (smiSené druhé derivace jsou stejné)
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Obrézek 2: Parcidlni derivace funkce f v bod& [2, —2] jsou derivace k¥ivek vzniklych na Fezech

rovinami z =2 ay = —2.

e Derivace slozené funkce f(z,y), kde z = z(u,v), y = y(u,v):
of _ofor 970y
ou  Oxou Oy ou

e Derivace slozené funkce f(x,y, 2), kde x = z(t), y = y(t), z = z(t):
af _ojar _ofdy ofd
dt — Orxdt Oydt Ozdt

e Linedrni aproximaci funkce z = f(z,y) v bod& xg, yo je

vy SGao) + LG gy 4 S,y

e Totalnim diferencidlem funkce z = f(x,y) v bodé& z, yo je

df = af(l‘myo)dx i af(g(; yO)dy.

ox

Funkce f se v tomto kontextu nazyva kmenova funkce diferencidlu.

3



e Mame-li vyraz
M (z,y)dz 4+ N(z,y)dy,

potom k tomuto vyrazu existuje kmenova funkce pravé tehdy kdyZ plati

0 0
—M =—N :
3y (2,y) = 5-N(z,y)
Gradient
e Gradient je definovan pro skaldrni funkce
e Gradient funkce dvou proménnych f(x,y):
of of
i = (51 3)
e Gradient funkce tfi proménnych f(x,y, 2):
of of of
df=—=—,—,=—
grad f (81:’ dy’ 0z
e Formalné vétsinou zapisujeme gradient
v/,

kde vystupuje operdtor nabla definovany vztahem V = (a%? a%, %) nebo V = (8%, a%)

(v zavislosti na po¢tu proménnych funkce f). “Nasobeni” 8% s funkci f pFfitom chdpeme jako

parcidlni derivaci g—ﬁ.
e nakreslit online

Gradient a linearni aproximace funkce

V nasledujicich vzorcich operator “." oznauje skalarni soucin vektorli. Vztahy jsou uvedeny pro
funkci dvou promé&nnych, ale uplné stejn& plati pro funkce libovolného poctu proménnych.

e Linearni aproximaci funkce z = f(z,y) v bod& xq, yo je

f(z,y) = f(xo,90) + V (20, 50) - (x — 20,y — H0)

e Tena rovina ke grafu funkce z = f(z,y) vedena bodem [z, yo, 20|, kde 2o = f(x¢, yo) ma
rovnici

z—20 = Vf(xo,v) - (x — 0,y — o)


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=sage&in=f%28x%2Cy%29%3Dx%5E2*y-x*y%5E3%0Amezex%3D%28x%2C1%2C4%29%0Amezey%3D%28y%2C-1%2C2%29%0Ahladiny%3D40%0Ahtml%28%22%3Ch2%3EVrstevnice+a+gradient+funkce+%24+f%28x%2Cy%29%3D+%25s+%24%3C%2Fh2%3E%22%25+latex%28f%28x%2Cy%29%29%29%0A%0AP%3Dcontour_plot%28f%2Cmezex%2Cmezey%2C+contours%3Dhladiny%2C+cmap%3D%27jet%27%2C+fill%3DFalse%29%0AP%3DP%2Bplot_vector_field%28f.gradient%28%29%2Fnorm%28f.gradient%28%29%29%2C+mezex%2C+mezey%29%0A%0Ashow%28P%2C+figsize%3D10%2C+aspect_ratio%3D1%29
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Obréazek 3: Gradient je kolmy na vrstevnice

e Pro z = 0 = 2 dostdvdme z predchoziho: Necht f(zg,1y0) = 0. Te€nd rovina k vrstevnici
funkce f(z,y) na drovni nula, tj. ke k¥ivce 0 = f(z,y), vedena bodem [z, yo|

0=V f(xo,%) - (x — 20,y — Yo)

nakreslit online
e Totdlnim diferencidlem funkce z = f(x,y) v bod& z, yo je

df(zo,y0) = V f(z0,y0) - (dz, dy).
e P¥ibliznd zmé&na Az funkéni hodnoty funkce f(z,y) p¥i zm&né& nezdvislych prom&nnych z
(:EOa ?JO) na (xD + AZ’, Yo + Ay) .je
Az =V f(z0, %) - (Az, Ay)

Divergence

e Pro vektorovou funkci ﬁ(as,y, 2) = (F,,F,, F,), kde F;, i € {x,y,z} jsou funkce t¥
proménnych z, y a z definujeme divergenci vztahem

- -~ OF, O0F, OF
VE =VE = x y z
div \Y% o + ay + 9%

(6}


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=sage&in=%23+funkce+a+tecna+v+bode+%5Bx0%2Cy0%5D%0D%0Af%28x%2Cy%29%3Dx%5E2%2Ay-x%2Ay%5E3-2%0D%0Ax0%2Cy0%3D2%2C1%0D%0A%23x0%3D2.4%0D%0A%23y0%3Dfind_root%28f%28x0%2Cy%29%2C0%2C1%29%0D%0A%0D%0Atecna+%3D+f.gradient%28%29%28x0%2Cy0%29.dot_product%28vector%28%28x-x0%2Cy-y0%29%29%29%3D%3D0%0D%0A%0D%0A%23+obrazek+vrstevnic%2C+vrstevnice+na+urovni+nula%2C+tecny+a+gradientu%0D%0AP%3Dcontour_plot%28f%2C%28x%2C1%2C3%29%2C%28y%2C0%2C2%29%2C+labels%3DTrue%2C+contours%3Drange%28-4%2C4%2C1%29%2Ccmap%3D%27jet%27%29%0D%0AP%3DP%2Bimplicit_plot%28+tecna+%2C%28x%2C0%2C3%29%2C%28y%2C0%2C3%29%2Ccmap%3D%27hsv%27%2C+linewidth%3D3%29%0D%0AP%3DP%2Bimplicit_plot%28+f%28x%2Cy%29+%3D%3D+0+%2C%28x%2C0%2C3%29%2C%28y%2C0%2C3%29%2C+linewidth%3D3%29%0D%0AP%3DP%2Barrow%28%28x0%2Cy0%29%2Cvector%28%28x0%2Cy0%29%29%2Bf.gradient%28%29%28x0%2Cy0%29%2Fnorm%28f.gradient%28%29%28x0%2Cy0%29%29%29%0D%0A%0D%0AP.show%28aspect_ratio%3D1%2Cxmin%3D1.5%2Cymax%3D1.5%29
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Obrdzek 4: Teéna k vrstevnici

e Pro vektorovou funkci dvou promé&nnych ﬁ(x,y) = (F;, F,) definujeme divergenci analo-
gicky, pouze chybi tfeti ¢len

e Vektorové pole, jehoZ divergence je rovna nule, se nazyvd nezfidlové pole. Silo¢ary
nezfidlového pole nikde nezadinaji ani nekonéi a jsou to uzavrené k¥ivky.

e online vypocet a obrazek

Rotace

e Pro vektorovou funkci t¥i promé&nnych ﬁ(x, Y, z) = PZ—l—Qj-l—RE definujeme operator rotace
symbolicky vztahem

j

9 X<l

oz dy
P(z,y,z) Qz,y,2) R(zy,2)

rotF(z,y,2) = V x F(z,y, 2)
7
0

Flo =

e Vysledkem rotace je tedy vektor, jehoZ komponenty jsou rot ﬁ(m, Y, z) = (@ —9Q or _ ok 09 _ oP

e Vektorové pole, jehoZ rotace je rovna nulovému vektoru se nazyva nevirové pole a ve fyzice
ma dilezité postaveni - je v ném moZno zavést potencidl a potencidlni energii.


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=sage&in=x%2Cy%2Cz%3Dvar%28%27x+y+z%27%29%0A%0Af%28x%2Cy%2Cz%29%3D%28-y%2Cx%2By%2C0%29++++%23+nenulova+rotace+i+divergence%0A%23f%28x%2Cy%2Cz%29%3D%28-y%2Cx%2C0%29++++++%23+nulova+divergence%0A%23f%28x%2Cy%2Cz%29%3D%28x%2Cy%2C0%29+++++++%23+nulova+rotace++%0A%0Axmin%2C+xmax%2C+ymin%2C+ymax+%3D+-1%2C+1%2C+-1%2C+1%0A%0Adivf%3D%28diff%28f%5B0%5D%2Cx%29%2Bdiff%28f%5B1%5D%2Cy%29%2Bdiff%28f%5B2%5D%2Cz%29%29.simplify_full%28%29%0Acurlf%28x%2Cy%2Cz%29%3D%28+-diff%28f%5B1%5D%2Cz%29%2Bdiff%28f%5B2%5D%2Cy%29%2C+-diff%28f%5B2%5D%2Cx%29%2Bdiff%28f%5B0%5D%2Cz%29%2C+-diff%28f%5B0%5D%2Cy%29%2Bdiff%28f%5B1%5D%2Cx%29+%29%0A%0Ahtml%28r%22%24%5Cbegin%7Baligned%7D+%5Cvec+F%26%3D+%25s+%5C%5C+%5C%0A+++%5Cmathop%7B%5Cmathrm%7Bdiv%7D%7D%5Cvec+F%26%3D+%25s+%5C%5C+%5C%0A+++%5Cmathop%7B%5Cmathrm%7Brot%7D%7D%5Cvec+F%26+%3D%25s+%5Cend%7Baligned%7D%24%22%25%0A+++%28latex%28f%28x%2Cy%2Cz%29%29%2C+latex%28divf%28x%2Cy%2Cz%29%29%2C++latex%28curlf%28x%2Cy%2Cz%29%29%29%29%0A%0Aplot_vector_field%28%28f%5B0%5D%28x%2Cy%2C0%29%2Cf%5B1%5D%28x%2Cy%2C0%29%29%2C+%28x%2Cxmin%2Cxmax%29%2C+%28y%2Cymin%2Cymax%29%2C+aspect_ratio%3D1%2C+color%3D%27blue%27%29
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Obrazek 5: Neztidlové pole
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Laplaceiiv operator

e Laplacelv operator A, je definovan jako divergence gradientu skalarni funkce

Af =div(VYf)
e V kartézskych soutadnicich a trojrozmérném prostoru tedy plati
o? o? 0?
A pum—
T= ! ! T !

Laplaceliv operator je mozno formalné zapsat pomoci skaldrniho soudinu dvou operatorli V

Af=div(Vf)=V-(Vf)=(V-V)f =Vf

Oznaceni symbolem A je stejné jako zména funkce f a je nutné tyto dva vyznamy symbolu
A nezaméiiovat. Chceme-li se vyhnout nedorozuméni, je mozno pro oznaceni Laplaceova
operétoru pouZivat V2 namisto A.

Laplaceliv operator vystupuje v problémech tykajicich se elektrického nebo gravitaéniho
potencialu, difuze, nebo kmiti a Sifeni vin.

Popis pole

Ndsledujici popis je pro jednoduchost a konkrétnost proveden pro gravitaéni pole. Je v3ak plné
obecny, pokud odpovidajicim zplisobem nahradime p¥islusné veli¢iny a charakteristiky objektd.

e Skalarni pole

— Gravitalni pole je Gpln& popsano potencidlem (skalarni veli¢ina udévajici potencialni
energii télesa o jednotkové hmotnosti)

— Intenzita gravitatniho pole je gradientem potencidlu vyndsobenym &islem —1. (In-
tenzita gravitaéniho pole je sila plsobici v daném misté pole na objekt o jednotkové
hmotnosti.)

e Vektorové pole

— Gravitaéni pole je tplné popsano intenzitou gravitaéniho pole.
— Totélnim diferencidlem gravitaéni intenzity je (aZ na vyndsobeni faktorem —1) po-
tencial.



Derivace, parcialni derivace a jejich vyuZiti v matematice

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Proc je gradient kolmy na vrstevnice?

Bud z = f(x,y) funkce dvou proménnych a V f(z, y) jeji gradient. Odvodime vztah mezi vrstevni-
cemi a gradientem.

e UvaZujme bod [x¢, yo, f(z0,yo)] na grafu funkce f(x,y) a vrstevnici prochazejici bodem
[0, yo]. Tuto vrstevnici napieme jako parametrickou k¥ivku

x = x(t)
y = y(t)
e SloZena funkce
F(t) = f(z(t), y(t))
je podél nasi k¥ivky konstantni (k¥ivka je vrstevnici a podél vrstevnice jsou konstantni funk&ni

hodnoty)

o Plati qF
pal—|
dt
(derivace konstantni funkce je nula)

o Plati
W _opdr ordy

dt Oz dt Oy dt

(derivace slozené funkce vice prom&nnych)

Podpofeno projektem Prilifezovd inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfevatské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zakladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prostfedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.



http://user.mendelu.cz/marik/am

o Plati
O_dF_ of of dr dx
dt \oz oy dt’ dt
=V f(z,y) - (2'(t), v (1))
(derivace konstanty z pFedeslého bodu, definice sklarniho soudinu, definice gradientu,
zkracené oznaleni pro derivace funkce jedné proménné)

e Vektory V f(x,y) a (2/(t),y'(t)) jsou kolmé (jejich skaldrni soucin je nula). Zbyva zjistit, jak
vypadd vektor (z'(t),y'(t)).

Derivace parametrické krivky

e Bud
xr = x(t)
y=y()
z=2(t), t€ (tminstmax)

parametrickd kfivka ve 2D nebo 3D.

e KF¥ivku miiZeme povaZovat za trajektorii hmotného bodu pohybujiciho se v Case t.

e Velitina 2'(t) je xz-ova komponenta rychlosti (udava jak rychle se m&ni sou¥adnice z). Totéz
plati pro ostatni nezavislé proménné.

e Vektor (2/(t),y'(t),2'(t)) je vektor rychlosti.

e Vektor rychlosti je vZdy je teény k trajektorii.

e Vektor (2/(t),y/(t),7'(t)) je te€nym vektorem k trajektorii (kreslime jej pof¥irozen& s
pocateénim bodem v (z(t),y(t), z(t))).

e TotéZ plati pro rovinné k¥ivky, miZete si vyzkouset online pro vlastni kFfivku.

Vztah mezi gradientem a vrstevnicemi

Z prechoziho plyne

e Gradient je kolmy na vektor (2'(t),y'(t))
e Vektor (2/(t),y'(t)) je tedny k vrstevnici

Tedy gradient v daném bod€ je kolmy na vrstevnici prochdzejici timto bodem.


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&lang=sage&in=%23+Parametricky+zadana+krivka%0At%3Dvar%28%27t%27%29%0A%0Ax%28t%29%3D%28t%29*cos%28t%29%0Ay%28t%29%3D%28t%29*sin%28t%29%0Atmin%2Ctmax%3D0%2C2*pi%0Apocet%3D20%0A%0A%23x%28t%29%3Dt%0A%23y%28t%29%3Dcos%28t%29%0A%0A%23+graf+krivky%0AP%3Dparametric_plot%28%5Bx%2C+y%5D%2C+%28tmin%2Ctmax%29%2C+color%3D%27red%27%2C+thickness%3D3%29%0A%0A%23+smerove+vektory%0Afor+i+in+range+%281%2Cpocet%29%3A%0A++++t0%3Dtmin%2Bi%2Fpocet*%28tmax-tmin%29%0A++++deltax%3Ddiff%28x%28t%29%2Ct%29.subs%28t%3Dt0%29.n%28%29%0A++++deltay%3Ddiff%28y%28t%29%2Ct%29.subs%28t%3Dt0%29.n%28%29%0A++++posun%3Dvector%28%28deltax%2Cdeltay%29%29%0A++++P%3DP%2Barrow%28+%28x%28t0%29%2C+y%28t0%29%29%2C+vector%28%28x%28t0%29%2Cy%28t0%29%29%29%2Bposun%2Fnorm%28posun%29%2C+zorder%3D3+%29%0A++++%0A%23+vykresleni+obrazku%0Ashow%28P%2Caspect_ratio%3D1%29
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Obrézek 2: Gradient je kolmy k vrstevnicim



Implicitné definovana funkce

M&jme funkci f(z,y) dvou prom&nnych a jeji vstevnici na drovni C
fla,y)=C. (1)

Tato rovnice za jistych okolnosti mizZe definovat y jako funkci proménné xz. Pokusime se najit
derivaci této funkce. K tomu uvaZujme bod (xg, yo) leZici na této vrstevnici, tj. f(zo,y0) = C.

e Rovnice te¢né roviny v bod& (z¢,yo) je
z = f(wo,y0) + V f(0,%0) - (* — 70,y — Yo).

e Rez grafu rovinou z = f(xg,yo) je vrstevnice na drovni C, ¥ez tetné roviny je tetna k
vrstevnici v roviné z = C'. Rovnice této tecny je

C = f(Q:anO) + Vf('TO?yO) : (iL‘ — X0, Y — y0)7
t].
0= Vf(xo,yo) : (I‘ — X0, Y — yO)?

3D GRAF; DETAIL VE 2D;

Obrdzek 3: Teéna k vrstevnici

Animace



Implicitné definovana funkce (pokracovani)
e Normdlovy vektor te¢ny je

0 0
Vf(ﬁoayo) = <a_£(x07y0>7 8_5(%’%)) )

y x 7y Y T x07y(]

a po znormovani prvni kompenty dostavdme smérovy vektor te¢ny ve tvaru

d
1 — a—i(xmyo)
Y o .
3—5(350, Yo)
Druhd komponenta tohoto vektoru je derivaci funkce, ktera je ddna implicitn& rovnici (1). To
v8e za podminky, Ze prvni komponenta normdlového vektoru je nenulova.
e Pozndmka: bez (jmy na obecnosti vétSinou p¥i definici implicitni funkce bereme C' = 0.
Vskutku, pokud definujeme g(z,y) = f(x,y)—C, potom je moZno rovnici vrstevnice funkce

f na drovni C ptepsat do tvaru
g9(z,y) =0.

3D GRAF;
DETAIL VE 2p:

Obrdzek 4: Teéna k vrstevnici



Implicitné definovana funkce (zavér)

Véta o implicitni funkci: UvaZujme funkci f(x,y) dvou proménnych, spliiujici v néjakém bodé&
(xo,Y0) podminku f(xg,yo) = 0 a majici v okoli bodu (x,yo) spojité parcidlni derivace. Rovnice

flz,y) =0

vrstevnice na trovni O popisuje kFivku prochazejici bodem (zg, o).

o Plati-li

0
8_5(1:0’%) # 0,

Je rovnici f(x,y) = 0 v okoli bodu (x¢,yo) implicitné uréena pravé jedna spojita funkce
y = g(x) (tj. vrstevnice je v okoli bodu (¢, yo) grafem néjaké spojité funkce g).
e Funkce g z pfedchoziho bodu ma v z, derivaci

3D GRAF;

Obrdzek 5: Teéna k vrstevnici

Separace proménnych

Nékteré funkce dvou proménnych je mozno zapsat jako souin dvou funkci jedné proménné,
napriklad ¢(z,y) = sin(z? + l)h‘Ty U nékterych funkci toto mozné neni, napfiklad funkce

6



o(x,y) = 2% — y?. Pomoci parcidlnich derivaci je mozno podat jednoduchou charakterizaci
vSech funkci, majicich vySe uvedenou vlastnost.

Véta: Necht funkce dvou proménnych o(x,y) je nenulovd na konvexni oblasti G a m3 zde
spojité vSechny parcidlni derivace do Fadu dva, v&etné. Funkci o(x,y) je moZno zapsat ve tvaru
o(z,y) = f(x)g(y), kde f a g jsou vhodné funkce jedné proménné pravé tehdy, kdyZ je na mnoZiné
G nulovy vyraz

Pp(x,y)  O0p(z,y) Op(z,y)
(,0(51/’, ) -

0yox ox oy
tj. pokud na mnoZiné G plati
o 2
dp | =0
oy  Ox0y

Naznadime &ast dilkazu. Pokud plati

o(x,y) = f(x)g(y),
je
Ino(z,y) = In(f(x)) + In(g(y))-
Derivaci podle x dostdvame

ey [(x)
oz, y)  flx)

ProtoZze prava strana nezdvisi na y, dostdvame derivovanim podle y

2 p(x, Op(z, Op(z,
( ai,(axy)> o(z,y) — ( @éxy)> ( @é()yy)> »

©*(z,y) a

Vyraz v Citateli je uveden v tvrzeni véty.

Lokalni extrémy funkce vice proménnych

Podobné jako pro funkce jedné proménné definujeme i pro funkce vice proménnych lokalni
extrémy nasledovné: funkce ma v daném bod€ lokalni minimum, pokud v néjakém okoli
tohoto bodu neexistuje bod s mensi funkéni hodnotou a podobné, funkce ma v bodé lokalni
maximum, pokud v okoli tohoto bodu neexistuje bod s vy3si funkéni hodnotou.

Funkce jedné proménné urcité nemd v bodé lokdIni extrém, pokud mad v tomto bodé& kladnou
derivaci (protoze potom funkce roste), nebo pokud ma v tomto bod& zépornou derivaci (protoze
potom funkce klesd). Derivce v bod& kde nastdvé lokaIni extrém tedy musi byt bud’ nulova nebo
nesmi existovat. Stejnd myslenkovd Gvaha se dad provést pro k¥ivky vzniklé na Yezech funkce dvou
proménnych a proto plati nasledujici véta.

Véta (Fermatova): JestliZe funkce vice proménnych ma v n&jakém bodé& sviij lokalni extrém, pak
kaZda parcialni derivace, ktera v tomto bodé existuje, je nulova.




ROVINA X=KONST. ROVINA Y=KONST.
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Obrazek 6: Pokud je néktera z parcidlnich derivaci nenulovd, extrém nenastava

ROVINA Y=KONST.

ROVINA_X=KONST.
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Obrézek 7: V bod& kde nastava extrém je kazda parcialni derivace ktera existuje nulovd, tj. kfivka

na fezu ma vodorovnou te¢nu



ROVINA_X=KONST. ROVINA Y=KONST.
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Obrazek 8: Nulovost parcidlnich derivaci nemusi sta&it k existenci lokalniho extrému - funkce miize

mit sedlovy bod

Lokalni extrémy funkce vice proménnych (pokracovani)

Zakon Sifeni chyb (chyba nepfimo méFené veliciny)

e V praxi ¢asto mé¥ime neptimo veli¢inu f tak, Ze mé&fime veli¢iny x, xs, ..., x, a hodnotu

veli¢iny f ur&ime pomoci vzorce f(xy, o, ..., x,).
o Me&¥eni kazdé z veli¢in je zatizeno chybou. Je-li chyba veli¢iny x; rovna Ax;, zplsobi tato
odchylka to, Ze chyba veli¢iny f bude (v souladu se vzorcem pro linedrni aproximaci)

priblizné
of Aa:z

Af =

e Celkovou chybu veli¢iny f miZeme urdit se¢tenim chyb zplsobenych jednotlivymi veli¢inami
x;. Castéji se v8ak pouziva nasledujici vzorec

2 2 2
Ao e 2] V(ii an) o (Zan) v (2an,)

oznalovany zakon Sifeni chyb.
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Zakladni myslenky vedouci k rozsifeni integralniho poctu

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Jak vypocitat drahu pohybujiciho se télesa?

e Pro rovnomérny pohyb plati s = vt.

e Co kdyz pohyb neni rovnomérny? Draha je aditivni veli¢ina. M{izeme tedy pomoci s = vt
vypoditat drahu za kaZdou jednotlivou vtefinu a tyto ¢astecné vypocty selist.

e Pfedchozim postupem dostaneme presnou drdhu vzdy kdyZ bude rychlost v ramci kazdé
vtefiny konstantni. M{zZe se béhem pohybu ménit, ale jenom v kaZdou celou vtefinu.

e Pokud se rychlost méni vice nez bylo povoleno v pfedchozim bodé, mizeme postup z
predchoziho bodu opakovat s tim, Ze do vypoltu s = vt za v dosadime néjakou typickou
rychlost béhem kazdé vtefiny. Vysledek pochopitelné nebude zcela pfesny.

e Postup z pfedchoziho bodu je moZzné vylepsit tak, Ze bereme kratsi ¢asové okamZiky. Teore-
ticky mlzeme délku ¢asového okamziku stahnout k nule.

e \ySe popsany princip je zdkladem urcitého integrdlu. UmozZiuje poditat aditivni veli¢inu
kterd je za konstantnich parametr(i sou¢inem dvou jinych veli¢in a v pfipadg, Ze parametry
pfestanou byt konstantni.

Podpofeno projektem Priifezovd inovace studijndch pro-
gramid Lesnické a drfevatské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole&ného zdkladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥isp&ni finan&nich prosttedkd EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.
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Nejcastéjsi aplikace integralu

e Obsah obdélnika je sou€inem délek stran. Pokud se “vyska obdélnika méni” jako funkce f
proménné x, je obsah plochy pod grafem funkce

S = /ab f(z)dx

e Draha s pohybujiciho se télesa je integral rychlosti. Pokud se v €ase od t; do t; téleso
pohybuje promé&nlivou rychlosti, v(t), urazi za tento asovy interval drahu

t1
s:/ v(t)dt.
to

e Aritmeticky primér kone¢ného poctu bodi je veli¢ina, kterd je z jistého Ghlu pohledu
uprostfed souboru bodi. Je-li bodl nekone¢n& mnoho, nahrazujeme aritmeticky primér
pojmem st¥edni hodnota. St¥edni hodnota funkce f(z) na intervalu (a,b) je &islo

1 b
n=i= | S

tj. &islo spliiujici rovnici

b
b-an= [ fla)ds

Moment setrvacnosti

e Veli¢ina moment setrvacnosti ma stejny vyznam pro rotalni pohyby, jako hmotnost pro
pohyby posuvné.

e Tak jako je téZké téleso namdahavé uvést do pohybu, nebo jej v pohybu zastavit, téleso s
velkym momentem setrvacnosti je obtizné roztodit, nebo roztocené téleso uvést do klidu.

e V ptipadé nosnikd souvisi moment setrvalnosti s odolnosti nosniku vi¢i deformaci
namahanim.

e Té&lesa s velkym momentem setrvaénosti se nazyvaji setrvaéniky.



f(x) =konst

§=(b=a)f(x)

f(z) #konst

5':/: f(z)dx

Obréazek 1: Uréity integral




Moment setrvacnosti (pokracovani)

e Moment setrvaénosti jednoho bodu o hmotnosti m je roven

J = mr?,

e

kde r je vzdalenost od osy otaceni.
e Moment setrvacnosti je aditivni veli¢ina. Pro koneny po¢et hmotnych bod{ ji mizeme urcit
jako soulet od prispévkl od jednotlivych bodi.
e Pro nekoneény pocet hmotnych bodi miZeme provést podobnou tUvahu s délenim na malé
¢asti jako u integralu a rychlosti. Je nutné si v8ak uvédomit, Ze mohou nastat velmi odligné
situace:

téleso je tyCovitého tvaru, v tomto pfipadé si vystacime s klasickym ur&itym integrdlem
téleso md hmotnost rozlozenu podél linedrnich dtvarl (je z dratd, tramd, kulatin)
téleso ma hmotnost rozloZenu v &asti roviny (tj. je to kus desky)

téleso ma hmotnost rozloZzenu v n&jaké dvourozmérné ploe (tj. nap¥. kus skofepiny,
vytvarované desky)

— téleso ma hmotnost rozloZenu v celém svém objemu (tj. klasické trojrozmérné t&leso)

e Pro kazdy vyse uvedeny pfipad je nutno vyvinout novy druh integralu (k¥ivkovy,
dvojny, plo3ny, trojny).



K¥ivkovy integral

Robert Mat¥ik

jaro 2014
Tento text je tiSténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

K¥ivkovy integral

Jedna se o rozsiteni Riemannova integrédlu, kdy mnoZinou ptes kterou integrujeme nenf tsecka, ale
k¥ivka. Pro jednoduchost budeme uvaZovat dvourozmérnou k¥ivku v roviné z, .

Rozezndavdme dva druhy k¥ivkovych integrali. Prvni z nich pouzivdme, pokud pracujeme se
skaldrnimi veli¢inami, jako napftiklad kvadraticky moment. Druhy z nich pouzivdme pokud pracu-
jeme ve vektorovém poli, napfiklad p¥i vypoltu prace vykonané po kfivce.

Parametrické rovnice k¥ivky

Nejprve predstavime matematicky aparat pro popis kfivek. Rovinné kfivky nejéastéji popisujeme
vektorovou funkci jedné proménné, resp. dvojici skalarnich funkci.

F:R—R?
F(t) = [p(t), v ()], t € [, ]
oo lr=et)
y=1v(t), telap
Graf k¥ivky dostaneme tak, Ze pro kazdé t z intervalu [« /3] kreslime ve 2D bod [p(t), ()]
Funkce ¢(t), ¢(t) nazyvame parametrizace k¥ivky C
Pro danou kfivku C' v roviné xy, nejsou jeji parametrické rovnice dany jednozna¢né.

Podpofeno projektem Prilifezovd inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfevatské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zakladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prostfedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.
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Obrézek 1: K¥ivkovy integral prvniho druhu

Obrézek 2: K¥ivkovy integral druhého druhu

F(X.Y)



Obrazek 3: Dvé rlizné parametrizace jednotkové kruznice

K¥ivkovy integral prvniho druhu

Pokud uvaZujeme drat o linedrni hustoté F' a délce s, je hmotnost dratu rovna souinu m = F's.
UvaZujme drét, ktery neni homogenni, leZi podél rovinné kfivky C' a jeho specifickd hmotnost se
méni a bod& (z,y) je dana funkci F(z,y). Celkovou hmotnost miZeme odhadnout takto:

o Myslenkové rozdélime drat na malé kousi¢ky a kazdém z nich odhadneme linedrni hustotu
konstantou. MiZeme napfiklad pouzit minimalni hodnotu hustoty v tomto kousi¢ku.

e Vynasobenim délkou kazdého kousi¢ku obdrZzime jeho hmotnost a se¢tenim pres viechny
kousky dostaneme dolni odhad pro hmotnost dratu. Tento odhad bude tim presngsi, &im
jemné&jsi déleni pouZijeme.

e /Zjemnovanim déleni se tyto odhady zp¥esiuji.

V limitnim procesu, kdy se délka vSech kousi¢ki blizi k nule, dostdvame objekt, ktery se nazyva
krivkovy integral prvniho druhu, oznaluje
/Fds
c

a fyzikalné vyjadfuje hmotnost dratu z vySe uvaZované tlohy. Pokud poc¢dte¢ni a koncovy bod
kfivky C' splyvaji, piSeme téz
fF ds
c

a integral nazyvame integralem po uzaviené krivce.

Animace
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Obrézek 4: K¥ivkovy integral prvniho druhu. Vyska plochy je uréena zadanou skalarni funkci.

Pfevod na Riemanniiv integral

Zname-li parametrické rovnice k¥ivky C,

~Jr=(t)
¢= {y = ¢(t)’ te [a,ﬁ],

je moZno kf¥ivkovy integral prvniho druhu funkce F'(z,y) po k¥ivce dané t&mito parametrickymi
rovnicemi zapsat nasledovné

B8
/C Fds = / Flo(t), b(0) Ve (0) + 92(0) dt.

Podobné& ptevadime na Riemanniv integral i k¥ivkovy integrdl prvniho druhu po prostorové kfivce
x = ()
C=qy=1()
z=£(t), tela,p],

délkovy element obsahuje vyraz

VR (t) + 92(t) + E3(t)

Aplikace kfivkového integralu prvniho druhu

e Pro nezdpornou funkci F' vyjadfuje integral

/Fds
C

4



As ~ hp'(t)At]

Y

t=t g% —
~ [o'(t)At]

@s ~ o/ (@'(1)2 + ww@

Obrézek 5: Aproximace délky oblouku k¥ivky pomoci funkci z parametrického vyjadfeni k¥ivky

obsah svislé plochy nad rovinnou k¥ivkou C, shora omezené funkci F'(z,y).

e Integrél z funkce F'(z,y) = 1 resp F'(x,y, z) = 1 podél kiivky C' udavé délku k¥ivky C' v
roviné nebo v prostoru.

o Jeli F(z,y) = 7(x,y), kde 7(z,y) je linedrni hustota materidlu v bod& (z,y), udava
integral celkovou hmotnost.

o Je-li F(z,y) = 7(x,y), uddvd integral linedrni moment a je-li F(x,y) = 2%7(x,y) udéva
moment setrvacnosti vzhledem k ose .

v vy

N

Z konstrukce k¥ivkového integralu i z jeho fyzikalni interpretace je snadné nahlédnout, Ze k¥ivkovy
integral nezavisi na orientaci k¥ivky - tj. je jedno, ktery koncovy bod volime jako po¢ate¢ni a ktery
jako koncovy.

K¥ivkovy integral druhého druhu

Pokud piisobime na t&leso silou I a premistujeme toto t&leso ve sméru plisobici sily po draze délky
s , kondme praci W = F's. Pokud p¥emistovani neprobihd ve smé&ru plisobici sily a ma-li sila smér
F' a posunuti §, je prace rovna skalarnimu souéinu F' - §.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Mechanick\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {a\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\accent 19 a\egroup \spacefactor \accent@spacefactor _pr\unhbox \voidb@x \bgroup \let \unhbox \voidb@x \setbox \@tempboxa \hbox {a\global \mathchardef \accent@spacefactor \spacefactor }\accent 19 a\egroup \spacefactor \accent@spacefactor ce

P¥edpokladejme, Ze na t&leso plsobi (obecn& nekonstantni) sila F a téleso se pohybuje podél
k¥ivky C' uréené polohovym vektorem 7(t). Pro vypolet prace mizZeme pouZit stejny trik jako
u k¥ivkového integrdlu prvniho druhu. Rozdélime drdhu na malé kousi¢ky a v rdmci téchto
kousi¢k(d povaZujeme F i A7 za konstantu. Tato aproximace bude tim presné&jsi, &im jemnéjsi
déleni pouZijeme.

V limit& dostdvdme veli¢inu, kterd se nazyva kfivkovy integral druhého druhu funkce F po k¥ivce C

a zapisujeme
/ F dF.
c

Je-li

F(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)J,
zapisujeme n&kdy k¥ivkovy integral (?7) ve slozkach

/CP(m, y)dx + Q(z,y)dy.

Obréazek 6: K¥ivkovy integral druhého druhu. Vyska plochy je v kaZdém bodé& k¥ivky urlena
skalarnim soucinem te¢ného vektoru jednotkové délky a vektorem zadaného vektorového pole.

Pfevod na Riemanniiv integral

Zname-li parametrické rovnice kfivky C, je mozno kf¥ivkovy integral druhého druhu funkce po
k¥ivce dané parametrickymi rovnicemi zapsat nasledovné

. B
| Far= [ [Plet.eund
QU0 (1)]



Protoze p¥i pohybu télesa po kfivce jednim smérem se prace kona a p¥i pohybu opaénym smérem
spotfebovava, je nutné, aby k¥ivka figurujici v kfivkovém integralu druhého druhu byla orientovana
- tj. abychom prohlasili, ktery bod je poddtecni a ktery koncovy. VZdy budeme predpokladat, Ze
kfivka je orientovana v souladu se svym parametrickym vyjadrenim, tj. Ze pocate¢ni bod kfivky
(??) odpovidd hodnot& parametru ¢t = « a koncovy bod odpovidd hodnoté parametru ¢t = f3.

t=to+ At
AT ~ P/ (t)At -]
t =t 4 N
~ @'(t)At-1
Law (q)'m,w'(t))az)

Obrézek 7: Aproximace posunuti pomoci funkci z parametrického vyjad¥eni k¥ivky

Aplikace kfivkového integralu druhého druhu

/ﬁdf.
C

vyjadfuje praci kterou vykona sila F pFi premisténi télesa podél k¥ivky C'.
e Je-li kfivka C' uzavfena, piseme
]{ Fdr.
c

Fyzikalné se jednd o praci kterou vykona sila F p¥i pfemisténi télesa po uzaviené kfivce.
Tato prace se téZ nazyva cirkulace vektorového pole po kfivce C'. Pokud je moZno v poli
zavést potencidlni energii a pokud tedy prace zavisi jenom na pocatecni a koncové poloze,
musi tato prace byt nulova. To je dlsledkem véty kterou si uvedeme pozdéji.

e Integral



e P¥i odvozeni kfivkového integrdlu druhého druhu jako vykonané prace hraje roli vlastné
jenom ta sloZka silového pole, ktera pfi posunu ve sméru k¥ivky kona praci, tj. slozka, ktera
je te€na ke kfivce. Pokud pouZijeme naopak normdlovou komponentu, dostaneme veli¢inu
vyjadfujici tok vektorového pole kfivkou C'. Vysledny vzorec vyjadfujici tento tok je

/c —Q(z,y)dx + P(x,y)dy.

e Je-limnoZina ) “dostate&n& p&knd" (nap¥. souvisld, bez d&r, s potdstech hladkou hranici 02
kterd se nikde neprotind, detaily uvedeme pozdéji u Greenovy véty), potom kazdy z integréli

f xdy a j{ ydx
o9 o9

udava (az na pfipadné znaménko) obsah mnoZiny €. Na tomto principu funguji planimetry.

' [] (planimetr_1. jpg)
' [] (planimetr_2. jpg)
' [] (planimetr_3. jpg)

Vlastnosti k¥ivkovych integrali

e Oba integrily jsou aditivni vzhledem k oboru integrace. Pokud je nutné pfi
parametrizaci kfivku rozdélit na koneény polet navzdjem disjunktnich &asti, miZeme
vypocitat integral na kazdé ¢asti samostatné a vysledky sedist.

e Kr¥ivkovy integral prvniho ani druhého druhu nezavisi na konkrétni parametrizaci kfivky.
e KrFivkovy integral prvniho druhu nezavisi na orientaci kfivky.
e Kf¥ivkovy integrdl druhého druhu p¥i zméné orientace kfivky méni znaménko.

v s =

Zavéreéné informace

Parametrizace usecky

e Hleddme parametrické rovnice orientované lsetky AB, kde je dan polatetni bod A =
[z4,ya] a koncovy bod B = [xp, y35].

LeZi-li bod X na useéce AB, potom vektor AX m4 stejny smé&r (v&etn& orientace) jako
vektor AB a nejvyse stejnou délku.

Platitedy AX = tAB pron&jakét € [0,1], tj. X—A = t(B—A) aodsud X = A+t(B—A).
V soutadnicich zapsano, parametrické rovnice usecky jsou

r=x4+t(rp —x4)
y=ya+tlyp —ya), tel0,1]

e Pro usecku v prostoru plati totéz, pouze pribyva tfeti souradnice.



Online vypocet kfivkového integralu

e Mathematical assistant on web - i s postupem a grafem k¥ivky
e Kf¥ivkovy integrél prvniho druhu, numericky pomoci Sage
o Kf¥ivkovy integral druhého druhu, numericky pomoci Sage


http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=lineintegral
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=var%28%27t%27%29%0A%23%23%23+zadani+funkce%0Af%28x%2Cy%2Cz%29%3Dx%5E2%0A%0A%23%23%23+rovnice+pro+krivky%0Ax%28t%29%3Dcos%28t%29%0Ay%28t%29%3Dsin%28t%29%0Az%28t%29%3D0%0A%0A%23%23%23+meze+pro+parametr%0Atmin%2Ctmax%3D0%2C2*pi%0A%0A%0A%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%0A%0Anumerical_integral%28+f%28x%3Dx%28t%29%2Cy%3Dy%28t%29%2Cz%3Dz%28t%29%29+*+sqrt%28diff%28x%28t%29%2Ct%29%5E2%2Bdiff%28y%28t%29%2Ct%29%5E2%2Bdiff%28z%28t%29%2Ct%29%5E2%29%2C++++tmin%2Ctmax%29%5B0%5D
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=var%28%27t%27%29%0A%23%23%23+zadani+funkce%0AFx%28x%2Cy%2Cz%29%3D-y%0AFy%28x%2Cy%2Cz%29%3Dx%0AFz%28x%2Cy%2Cz%29%3D0%0A%0A%0A%23%23%23+rovnice+pro+krivky%0Ax%28t%29%3D2*cos%28t%29%0Ay%28t%29%3Dsin%28t%29%0Az%28t%29%3D0%0A%0A%23%23%23+meze+pro+parametr%0Atmin%2Ctmax%3D0%2C1%2F4*pi%0A%0A%0A%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%23%0A%0A%23numerical_integral%28+f%28x%3Dx%28t%29%2Cy%3Dy%28t%29%2Cz%3Dz%28t%29%29+*+sqrt%28diff%28x%28t%29%2Ct%29%5E2%2Bdiff%28y%28t%29%2Ct%29%5E2%2Bdiff%28z%28t%29%2Ct%29%5E2%29%2C++++tmin%2Ctmax%29%5B0%5D%0A%0Adosazeni_krivky%3Dmap%28+lambda+p%3Ap%28x%3Dx%28t%29%2C+y%3Dy%28t%29%2C+z%3Dz%28t%29%29%2C+%28Fx%2CFy%2C+Fz%29%29%0Agradient%3Dmap%28+lambda+p%3Ap.diff%28t%29%2C+%28x%28t%29%2Cy%28t%29%2Cz%28t%29%29+%29%0A%0Anumerical_integral%28vector%28dosazeni_krivky%29.dot_product%28vector%28gradient%29%29%2C++++tmin%2C+tmax%29%5B0%5D

Zakladni integralni véty z vektorové analyzy

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Uvod

V nasledujicich vétach si ukaZzeme nékteré souvislosti mezi studovanymi pojmy. Tyto souvislosti
existuji, pokud objekty se kterymi pracujeme jsou dostate¢né& pékné - funkce jsou dostatelné
hladké, oblasti maji dostate¢né hladkou hranici a neobsahuji diry apod. Pro tplnost uvedeme nebo
zopakujeme potfebné pojmy. N&které pojmy pro ndzornost uvedeme ponékud volnéjsi interpretaci,
jejich presné&jsi zavedeni je mozno nalézt v literature.

Vektorové pole F se nazyvd potencidlové, pokud existuje skalarni funkce ¢ s vlastnosti
V= F'. Funkce ¢ se nazyvd kmenova funkce vektorového pole.

K¥ivka C' se nazyva uzaviend, pokud jeji po¢ateéni a koncovy bod splyvaji.

e Kfivka se nazyva jednoducha, pokud sama sebe neprotind (s p¥ipadnou vyjimkou stejného
potatetniho a koncového bodu u uzavienych kFivek).

K¥ivka se nazyva regularni, pokud funkce z jejiho parametrického vyjad¥eni jsou hladké
(maji spojité derivace) a v kazdém bodé& je aspofi jedna z té&chto funkci nenulova.

Pokud plati pro libovolné dvé regularni k¥ivky C' a C1, které leZi v 2 a maji stejné pocateéni

body a stejné koncové body, plati
/ Fdi = / Fdr,
c C

fikame, Ze integrdl v €2 nezavisi na integracni cesté. Vektorové pole ve kterém kfivkovy
integral nezavisi na integraéni cesté se nazyvd konzervativni pole.
Oblast se nazyva jednoduSe souvisla, pokud je souvisla a neobsahuje otvory.

Podpofeno projektem Prilifezovd inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfevatské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zakladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prostfedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.
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Véta o nezavislosti integralu na integracni cesté

Véta (o nezavislosti integralu na integraéni cest&): UvaZujme vektorovou funkci F, k¥ivku C
a oblast ) vIR®. Ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni za pFedpokladu hladkosti funkci, reguldrnosti
kfivek a jednoduse souvislé oblasti €.

a. Integrdl [, Fd7 nezdvisi v Q) na integraéni cesté.
b. KFivkovy integral fc Fdr po libovolné uzaviené kfivce C' v () je roven nule.

c. Rotace rot F' vektorového pole F Jje v Q) rovna nulovému vektoru.
d. Existuje funkce ¢ s vlastnosti Vo = F' na ().

Pokud jsou pFedchozi podminky spinény (platnost jedné z nich vynuti platnost i vSech ostatnich),
Jje mozZno krivkovy integral vypocitat podle vzorce

/C Far = p(B) — p(4)

kde A a B jsou pocate¢ni a koncovy bod ktivky C' a ¢ je kmenova funkce vektorového pole F.

Podle této véty je tedy vektorové pole v prostoru konzervativni pravé tehdy, kdyz je jeho rotace
nulova a to je pravé tehdy, kdyZ pro toto pole existuje kmenovd funkce a je tedy moZno zavést
potencial (zdporné& vzatd kmenovd funkce).

Poznamky k vété o nezavislosti kfivkového integralu na inte-
gracni cesté

Vétu je mozno formalné vyslovit i pro jiny nez trojrozmérny prostor. Pokud je pole v pfedchozi vété

—

pouze v roving, tj. F' = (F,, F}), doplnime t¥eti komponentu pro vypocet rotace nulou. ProtoZe

rot F = (%iyz — %) k, prechdzi podminka na nulovost rotace v ndm jiz znamou nutnou a
postalujici podminku
or, O0F,
oy Or
pro to aby vyraz
F,dx + F,dy

byl totalnim diferencialem.

Pokud pracujeme v prostoru vyss$i dimenze, podminka na rotaci je nahrazena jinou, kompliko-
vanéjsi podminkou. V3echny dal$i body véty o nezdvislosti na integraéni cesté v3ak zlstavaji
v platnosti beze zmény.

Podminka hladkosti funkci na jednodue souvislé oblasti je podstatnd. Napftiklad pole v =
—ﬁ—iygi + ﬁj ma rotaci rovnu nule ve v3ech bodech, kde je definované, tj. v celém prostoru
kromé& osy z. Pfimym vypoétem je mozno ukdzat, Ze kfivkovy integrdl po jednotkové kruznici

v roviné z = 0 je roven 2.



Zavislost a nezavislost integralu na integracni cesté

rot]_f:— !

SRS O N N N NN

Obrézek 1: K¥ivkovy integral v nekonzervativnim poli (obsahy jsou riizné)

e online vypocet integralli z obrazk
e online vypocet rotace nekonzervativniho pole z obrazku
e online vypocet rotace konzervativniho pole z obrazku

Greenova véta

Greenova véta: Necht Q) C R? je jednoduse souvisld reguldrni oblast,jeji# hranici je po &dstech
reguldrni k¥ivka OS) orientovand tak, Ze pFi obihdni podél kFivky 02 je oblast Q2 vlevo. Necht
vektorovd funkce F(z,y) = P(z,y)i+Q(x,y)] je hladka uvnit¥ n&aké oblasti, obsahujici mnoZinu
Q a jeji hranici 0X). Plati

0Q(z,y) OP(x,y)
ﬁﬂ P(x, y)d:lH—Qxydy—//( oy )dxdy.

Cirkulace po hramcz o0 [rot(Pz—i—Qg_")}Z

online vypotet - pro mnoziny typu Q = {(z,y) € R? : a <z < b, u(z) <y < v(z)}
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Obrézek 2: K¥ivkovy integrdl v konzervativnim poli (obsahy jsou stejné)

Pouzijeme-li pro funkci F vystupujici v Greenové vété t¥idimenziondlni rozgiteni (t¥eti komponenta
nulovd), vidime, Ze vpravo v dvojném integralu figuruje tfeti komponenta rotace rot F. Je to
soucasné jedina nenulovd komponenta vektoru rotace, zbylé dvé komponenty vektoru rotace jsou
rovny nule.

Pokud zvolime funkce P a @ tak, %e plati 4= — 924 — 1 potom vpravo vychézi obsah

mnoZiny €2 a Greenova véta umoZiiuje najit obsah mnoZiny () pouze z informace podél hranice! Na
tomto principu funguji planimetry.

Varianta Greenovy véty pro tok k¥ivkou

Nahradime-li formalné vektorové pole PZ—I—Q} vektorovym polem —Qf+P;’, dostdvame nasledujici
vztah mezi dvojnym integrdlem divergence vektorového pole pfes oblast €2 a k¥ivkovym integrdlem
vyjadfujicim tok vektorového pole Pi+ (Qj protékajici pfes hranici OS2

CO(z. \da . _ OP(x,y) = 0Q(z,y)
b Q(x,y)dzr + P( ,y)dyj //Q( o T o

~
Tok ptes hranici 00 div(Pi4+QJ)

) dxdy

Vyse popsané dvé varianty Greenovy véty nam ddvaji moznost najit fyzikalni interpretaci operator(
divergence a rotace. Podil dvojného integralu funkce f pres oblast €2 a obsahu této oblasti je roven
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stfedni hodnot& funkce f na mnoZiné €). P¥i limitnim p¥echodu, kdy rozméry mnoZiny €2 jdou
k nule, dostaneme pfimo funk&ni hodnotu funkce f. Toto ndm umoZiiuje dostat se do integrandi
na pravych stranach vztahi.

Rotaci je tedy moZno chdpat jako limitu podilu cirkulace vektorového pole po uzaviené kfivce a
obsahu mnoZiny uvnit¥ této kfivky, kdy v limitnim procesu stahujeme délku k¥ivky k nule. Zejména
pokud je prace po libovolné uzaviené kfivce nulova, je nulova i rotace.

Podobné divergenci je moZno chapat jako limitu podilu toku uzavienou kfivkou a obsahu mnoZiny
ohraniené touto kfivkou, kdyZ rozméry uvaZované oblasti jdou k nule. Zejména pokud pole
neobsahuje Z3dné zdroje ani spotfebite, pak tok dovnit¥ k¥ivky je stejny jako tok ven (co do
uzavieného prostoru vtele, to i vytele ven), je divergence rovna nule.



Dvojny integral

Robert Mat¥ik
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Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Dvojny integral

Pro dvojny integrdl pouZijeme podobnou myslenkovou konstrukci jako u
k¥ivkového integralu prvniho druhu, pouze misto dratu s danou linedrni hustotou budeme uvazovat
rovinnou ohrani¢enou desku s danou plo$nou hustotou.

e Pokud je hustota desky konstantni, je moZno jeji hmotnost ziskat jednodu$e jako soudin
plo$né hustoty a obsahu.

e Pokud se hustota desky m&ni a v obecném bodé (z,y) je dana funkci f(x,y), mizeme
myslenkové rozdélit desku na malé kousky, v ramci kazdého malého kousku hustotu apro-
ximovat konstantou, vypoditat hmotnost kazdého kousku jako soulin hustoty a obsahu a
v8echny hmotnosti sedist.

e Ziskana veli¢ina je aproximaci celkové hmotnosti.

V limitnim pfechodu kdy rozméry vSech kousk( na néz je deska délena jde k nule dostdvame

dvojny integral
//Q f (@, y)dady,

kde 2 je oblast v rovin& (x,y) definovana uvaZovanou deskou.

0

o Podpofeno projektem Priifezovd inovace studijndch pro-
e N — gram( Lesnické a dtevarské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zdkladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za pfisp&ni finan&nich prosttedkd EU

a statniho rozpottu Ceské republiky.
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Vypocet dvojného integralu

V zavislosti na tom, jakymi nerovnostmi mnoZinu {2 definujeme, mizZeme pro vypolet dvojného
integralu pouZzit nasledujici véty. Tyto véty udavaji, jak je mozZno dvojny integral pfepsat jako
dvojndsobny integrdl. Maji ndzev Fubiniovy véty.

Necht f je funkce spojitd v uzavFené oblasti

Q={(z,y) eR*:a<az<bap(x) <y< )}

¥(x)

Potom ,
J[ sz =[] s naua

Vypocet dvojného integralu (pokracovani)

Necht f je funkce spojitd v uzaviené oblasti

Q={(z,y) eR*:a<y<bayply) <z <9y}

Potom .
//Q f(z,y)dzdy —/a [[p(y) f(x,y)dg;] dy.






Vypocet dvojného integralu (zavér)

Necht R = [a, b] x [c, d] je uzavFeny obdéInik vIR? a f funkce definovand a spojitd na R. Pak plati

J[ swasay= [ [ revpas]as
= /cd[/abf(:v,y)dx}dy.

Plati-li dokonce rovnost f(x,y) = g(x)h(y), pak

J[ sy = [ gla)da / by

Ol === ==
o

Matematické aplikace dvojného integralu

e Obsah 1(£2) mnoZiny Q) vypotteme jako integral

() = / /ﬂ dady.



e Integralni stfedni hodnota funkce f(x,y) definované na mnoZziné () je

[ o f(z,y)dzdy
(%) ’
kde 1(Q) = [[, dzdy je obsah mnoZiny €.

Fyzikalni aplikace dvojného integralu

m— / /M oz, )dady,

kde o(z,y) je ploSna hustota (hmotnost vztaZenad na jednotku povrchu).
e Linearni momenty hmotné mnoziny M vzhledem k osam y a x jsou rovny

//an(:c,y)dxdy
/ /M yo(z, y)dady.

e Moment setrvaénosti hmotné mnoziny M vzhledem k ose je

Jz//MpQ(fcay)U(%y)dfvdy,

kde p(x,y) je vzdalenost bodu (x, y) od osy ota&eni. Nap¥iklad pro osu x je p(x,y) = y a pro
osu y je p(z,y) = x. Pro osu prochdzejici kolmo po&atkem je p(z,y) = /22 + 2.

e Hmotnost mnoZiny M je

Fyzikalni aplikace dvojného integralu (pokracovani)

a2 %

mnoziny.

e Kvadraticky moment pri¥ezu (coZ je moment setrvalnosti pro o(z,y) = 1, anglicky
second moment of area) je veli¢ina, kterd hraje podstatnou roli v mechanice (nabytek,
stavby) p¥i dimenzovéni (polic, nosnych ty&i, nosniki).

e Vzorce pro obsah z-ovou soufadnici t&Zisté (zr), y-ovou soufadnici t&Zisté (yr), kvadraticky
moment vzhledem k ose z (1) a kvadraticky moment vzhledem k ose v (1,) (pro mnoZinu
M s plo¥nou hustotou 1) jsou

1

T = —// xdzdy, I, = // y2dady
S M
1

yr = —// ydzdy, I, = // rdady
S ) M



Polarni soufadnice

Dosud jsme pouzivali pouze kartézské soufadnice: dvojici &isel uddvajici vzdalenost bodu od osy ¥ a
od osy x, kterd jednozna¢né uréuje polohu bodu v roviné. V praxi je nékdy vyhodnéjsi pouzit i
jiny zpusob jak pomoci dvojice &isel charakterizovat polohu bodu v

roviné - takové soufadnice potom nazyvame kFivocaré soutadnice.

Z k¥ivocarych soutadnic jsou nejdileZitéjsi polarni soufadnice. P¥i jejich pouZiti polohu bodu A
zaddvame tak, Ze ur¢ime vzdélenost r bodu od potatku soustavy soufadnic O a dhel ¢, ktery svird
spojnice bodl O a A s kladnou &3sti osy .

X =TCOS @
y=rsin@ A

Vi

Dvojny integral v polarnich soufadnicich

Chceme-li prevést dvojny integral do polarnich soufadnic, provadime v ném vlastné substituci
x =rcosp ay = rsiny. Pfitom se transformuji i diferencidly dx a dy. P¥i zmé&né dhlu o dop
a zméné& vzdalenosti o dr ma odpovidajici &ast roviny rozméry dr a rdyp a jeji obsah je rdpdr (viz
obrézek). Plati tedy, Ze obsah elementarni oblasti dS = dzdy se transformuje na dS = rdedr.
Podil 3%; udava, kolikrat se zméni obsah elementarni oblasti pfi zméné soufadnic a nazyva se
jakobian. V pfipadé polarnich soufadnic je jakobian jak vidime roven r a plati tedy

//Q f(z,y)dzdy = //Q f(rcos g, rsin p)rdedr.



V diferencidlnim poctu polarni soufadnice pouzivame predeviim tam, kde ma problém radialni
symetrii. Nap¥iklad pFi studiu ochlazovani nebo kmitfi kruhovych desek &i valcovitych soucastek.
V integrdlnim poctu tyto soufadnice pouzijeme zejména v ptipadé&, kdy integrujeme ptes kruznici
nebo jeji &ast (nap¥. mezikruZi &i kruhova vyset). V takovém pfipad€ maji totiz integraly které
vzniknou po transformaci dvojného integridlu na dvojndsobny pevné meze a vypolet druhého
integralu je zpravidla jednodussi.

dS ~ rdedr

dS = dxdy

Dldy

D —
dx




Retézovka (catenary)

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Retézovka - kfivka lan a fetézu provésSenych vlastni vahou

Budeme se zajimat o to, jaky tvar vlivem gravitace zaujmou volné visici ohebna lana a fetézy. Tento
tvar vidime &asto kolem sebe, napfiklad tento tvar zaujmou elektrické draty (zejména kdyZ jsou
sloupy daleko od sebe a na dratech je namraza). Stejny tvar zaujmou mosty, které maji hmotnost
rozlozenu podél délky. Lano na némZ visi kot& zaujme tvar fetézovky az se koté pusti. Teprve
potom bude splnéna podminka, Ze lano nese pouze svou vlastni hmotnost.

Zavéseny most (tohle neni fetézovka)

Jednodussim dkolem je zkoumat nejprve most zavéSeny na lané. Nejedna se o Fetézovku, protoze
lano nese dalsi zatéz.

e Hmotnost nosného lana a svislych lan je zanedbatelnd vzhledem k hmotnosti vozovky.

e Délka svislych lan, na kterych je vozovka zavéSena, je zvolena tak, aby namdahdni bylo
rovnomérné rozlozeno.

e Je potfeba zvolit délku svislych nosnych lan aby hlavni nosné lano mé&lo (pfi rovné vozovce)
tvar, ktery je pro né “pfirozeny”. Potom nebude vozovka zbyte¢né namahana ve vertikdlnim
sméru.

Podpofeno projektem Prilifezovd inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfevatské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zakladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prostfedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.
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Proc je dobré znat feSeni problému zavéseného mostu?

Problém Spatn& navrZzeného mostu v malém méFitku a malém rozsahu skod: Na napnutém lané visi
tezky gumovy pas slouZici pro déti jako skluzavka nebo opora pFi $plhani nahoru.

e Nosné lano ma tendenci se prohnout, dirky na uchyceni tuto tendenci nerespektuji a jsou
vyvrtané vsechny v jedné fadé.

e Krajni dirky jsou tedy nejvic namdhané a v tomto misté dojde k poruse materidlu.

e Podél jaké kfivky se mély udé&lat otvory pro uchyceni?
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Zjednodusena formulace problému zavéSeného mostu

Jaky tvar zaujme lano zanedbatelné hmotnosti, které nese zdtéZ rovnomérné rozloZenou ve
vodorovném sméru?

h

Fyzikalni podstata: Osu = volime vodorovng, polatek je volen v nejnizsim bodé lana. Na &ast
lana mezi timto nejnizs§im bodem a obecnym bodem z plsobi tyto sily:

e Tahovd sila T' v bodé x = 0. Tato sila ma smér te¢ny k lanu, tj. vodorovny.

e Tahova sila F' v obecném bodé z. Tato sila md také te¢ny smér k lanu. Smérnice p¥imky, ve
které sila plsobi, je tedy rovna derivaci funkce, kterou hledame.

e Tihova sila, zplisobena gravitaci. Tato sila je sou¢inem hmotnosti m a tihového zrychleni
g. Podle predpokladu je hmotnost rozloZena konstantné. Definujeme-li tedy linedrni hustotu
7 mostu jako hmotnost jedné délkové jednotky, je hmotnost mostu délky x dana vztahem
m=TI.

11



UvaZovany Usek je v klidu, celkova sila, kterd na néj plsobi je tedy nulovd. To znamend, Ze
vektorovy soudet vSech t¥i sil je nulovy vektor a po pfesunuti tedy vektory tvofi strany pravothlého

trojuhelnika. Z tohoto trojuhelnika plyne tan o = % = 77 = pw, kde p = 7 je konstanta.

Matematické formulace: Najdéte rovnici kfivky spliiujici rovnici iy = px.

ReSeni: Zndme-li derivaci funkce, pivodni funkci najdeme integrovanim.

1
y(x) = /y’(x)dx = /,u:pdx = u§:172 +C.

Nosné lano musi mit parabolicky tvar.

Konetné k fetézovce (sestaveni diferencialni rovnice)

UvaZujme stejnou situaci jako na predhozim slidu, ale hmota je rozloZzena rovhomérné podél
délky lana. Jediné, co se na predchozi tloze méni, je vztah pro tihu. Hmotnost uvazovaného tseku
lana je sou&inem linedrni hustoty 7 a délky tohoto tseku, dané vztahem [ +/1 + [y/(¢)]?d¢. Plati

tedy
y = a/o V 1+ [y (t))2de.

Matematicka formulace: Naleznéte funkci spliiujici
= a / NEmOR D
0

Regeni- Derivovanim dostavame
y' = a1+ [y (x)].

Vskutku, je-li funkce F(x) primitivni funkci k funkci /1 + y"2(x), je podle Newtonovy—Leibnizovy
véty integral napravo roven rozdilu F(z) — F(0). Derivovanim podle x obdrZzime F'(z), coZ neni
nic jiného nez \/1 + y"?(z), protoze F je podle pfedpokladu primitivni funkci. Ukolem je tedy najit

funkci, kterd spliiuje rovnici
y// = a+/1 + y/2

Substituce z(z) = ¢/(x), 2'(x) = y"(x) pFevadi tuto rovnici na rovnici
2 =av1+ 22

Toto je rovnice, kde nezndmou je funkce z(x) a v rovnici vystupuje i derivace z’(z). Takové rovnice
nazyvame diferencialni rovnice

12



Rozfe$eni diferencialni rovnice

Separaci promé&nnych obdrzime

dz
V14 22

= adx

a po integraci

ln(z+m) =axr+C.

Odsud
24+ V1 + 22 = @ tC
V1422 =et0 _ 5
1+ 22 _ e2(az+C) . 2z€az+C + 22
2Z6ax+C _ e2(aa:+C) -1
1
5= 5 [60436-!-0 _ e—(ax+C):|
Plati tedy
1
/ = [Lox+C _ —(ax+C)
y=3le e ]

a integraci obdrZzime

1
L [eax—l-c + e—(aw+0)] = —cosh(az + C)
a

y:204

Lano zaujme tvar hyperbolického kosinu.
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Dalsi fetézovky okolo nas

e Pavudina
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http://en.wikipedia.org/wiki/Gateway_Arch

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
e Pro kolo s hranatymi koly jsou fetézovky idedlnim povrchem
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Video na Youtube
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http://www.youtube.com/watch?v=LgbWu8zJubo

Diferencialni rovnice prvniho ¥adu

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu

Oby¢ejna diferencialni rovnice je rovnice, kde vystupuje neznama funkce a jeji derivace. Setkavame
se s ni naptiklad vSude tam, kde rychlost riistu nebo poklesu veli¢iny souvisi s jeji velikosti.
Napfiklad rychlost s jakou se méni teplota horkého télesa je funkci teploty samotné. Rychlost
tepelné vymény mezi dvéma té&lesy je totiz imé&rna rozdilu jejich teplot (Newtonlv zdkon).

Definice. Oby&ejnou diferencidlni rovnici prvniho ¥adu rozfe¥enou vzhledem k derivaci (stru¢néji
téZ diferencialni rovnici, DR) s nezndmou y rozumime rovnici tvaru

y' = p(z,y) (ODE)
kde ¢ je funkce dvou proménnych.

(anglicky ordinary differential equation, ODE)

Dalsi formy zapisu:

dy
o o(x,y)
dy = (2, y)dz

dy — p(z,y)dz =0

Podpofeno projektem Priifezovd inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfeva¥ské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zikladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za pfisp&ni finan&nich prosttedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.
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Ptiklady diferencialnich rovnic

Z fyzikdlniho hlediska diferencidlni rovnice popisuje mechanismus vyvoje systému.

Tepelna vyména

Rychlost tepelné vymé&ny mezi dvéma télesy je imérnd rozdilu jejich teplot (Newtoniv zdkon).
Tento proces je tedy moZno modelovat diferencidlni rovnici

y =—k(y—T)

teplota y horkého télesa se méni (rychlost zmé&ny je derivace y') tak, Ze klesa (znaménko minus)
rychlosti imérnou (konstanta k) teplotnimu rozdilu mezi teplotou télesa a teplotou okoli (¢len

y—T).

Vyvoj populace

Udava-li y velikost urité populace, K nosnou kapacitu prosttedi, h(y) intenzitu lovu a r (1 — %)
specifickou miru ristu populace (rychlost s jakou se velikost populace zvét3uje vztaZena na jednot-
kové mnoZstvi populace, pficemz tato rychlost klesd s tim, jak se velikost populace pfiblizuje k
nosné kapacité prosttedi), je mozno populaci modelovat rovnici

y =1y <1 - %) — h(y).

Podle velkosti koeficientl v této rovnici délime Zivolichy na r-stratégy a K-stratégy, toto déleni
odrdzi, jak se snaZi druh preZit.

Cauchyova uloha, pocate¢ni podminka

Diferencialni rovnice udava scéna¥ vyvoje systému. K jednoznaénému predpovézeni budouciho
stavu je ovdem nutno znat nejenom, jaky mechanismus ovliviiuje vyvoj systému, ale také stav
soucasny.

Definice. Necht xq, yo jsou redlnd &isla. Uloha najit Yeseni rovnice

v =lz,y), (ODE)
které spliiuje zadanou pocate¢ni podminku

y(xo) = yo (1€)
se nazyva potateéni (téZ Cauchyova) tloha.

Reseni Cauchyovy tlohy nazyvame téZ partikuldrnim ¥eSenim rovnice. Graf libovolného parti-
kularniho FeSeni se nazyva integralni k¥ivka.

(anglicky initial condition, IC, initial value problem, IVP)
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http://cs.wikipedia.org/wiki/%C5%BDivotn%C3%AD_strategie

Geometricka interpretace ODE

ProtoZe derivace funkce v bodé udava smérnici tecny ke grafu funkce v tomto bodg, Ize rovnici

y' = p(z,y) (ODE)

chdpat jako ptedpis, ktery kazdému bodu v roviné ptiradi smérnici te¢ny k integralni k¥ivce, kterd
timto bodem prochazi. Sestrojime-li v dostate¢ném po&tu (napfiklad i ndhodné zvolenych) bodii
[z, y] v roving vektory (1,¢(x,y)), obdrzime smérové pole diferencidlni rovnice — systém
linedrnich elementd, které jsou te¢né k integralnim k¥ivkam.

Potatedni podminka y(zg) = yo geometricky vyjadfuje skutelnost, Ze graf p¥islu¥ného YeSeni
prochdzi v roving& bodem [x¢,yo]. Ma-li tato po&atedni dloha jediné ¥edeni, neprochdzi bodem
[0, yo] Zaddna dal3i k¥ivka. M&-li kazdd polate¢ni tloha jediné Feleni (coZz bude pro nés velice
Casty pFipad), znamena to, Ze integrélni k¥ivky se nikde neprotinaji.

Vrstevnice funkce ¢(x, y) maji tu vlastnost, Ze derivace integrélnich k¥ivek podél kazdé z vrstevnic
je konstantni. Proto tyto kfivky nazyvame isokliny.

2.5 |= i

2.0|= -

0.5 |= i

0.0 = -

0.0 05 1o \5 2.0 2.5 30

Obrédzek 1: Smérové pole diferencidlni rovnice

Obecné a partikularni feseni

Re¥enf diferencidlni rovnice je nekonetn& mnoho. Zpravidla je dokdZeme zapsat pomoci jediného
vzorce, ktery obsahuje n&jakou (alespoii do jisté miry libovolnou) konstantu C'. Takovy vzo-
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3.0(=

25|-

2.0|=

> 15|=-

1O |=

0.5 |=

0.0 |= o - -

0.0 o5 \C \5 2.0 2.5 3.0

Obréazek 2: Smérové pole diferencidlni rovnice, integraini k¥ivky, isokliny

rec se nazyva obecné FeSeni rovnice. Pokud neni zaddna pocate¢ni podminka a mluvime o
partikularnim ¥eseni, mame tim na mysli jednu libovolnou funkci spliiujici diferencidlni rovnici.

P¥iklad: Obecnym ¥eSenim diferencidlni rovnice
y' = 2xy
je
2
y=Ce", (CelR

Zadna jina YeSeni neexistuji, v8echna FeSeni se daji zapsat v tomto tvaru pro néjakou vhodnou
. Y vy . % 2 N v oo/ Ny TR
konstantu C'. Partikuldrnim ¥eSenim je napfiklad y = 5e* . ReSenim pocate¢ni ulohy

y =2xy, y(0)=3
je
y = 3e

N4

Online ¥esite ODE (symbolicky):

e Wolfram Alpha
e Mathematical Assistant on Web
e Sage


http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+y%27%2Bx*y%3Dx%2Fy
http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=ode&ode2=y%27%2Bx*y%3Dx%2Fy
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=y%3Dfunction%28%27y%27%2Cx%29%0A%0A%23+rovnice+y%27%3Dy%2Fx%2B1%0Arovnice+%3D+diff%28y%2Cx%29+%3D%3D+y%2Fx+%2B+1%0A%0A%23+%3Fe%3Fen%3F%0Adesolve%28rovnice%2C+y%29.show%28%29%0A%23+%3Fe%3Fen%3F+v+rozn%3Fsoben%3Fm+tvaru%0Adesolve%28rovnice%2C+y%29.expand%28%29.show%28%29

Numerické feseni IVP

.

Reseni pocatedni ulohy Ize numericky aproximovat pomérné snadno: zatneme v bodé zadaném
pocate¢ni podminkou a v okoli tohoto bodu nahradime integralni k¥ivku jeji te¢nou. Tim se
dostaneme do dalSiho bodu, odkud opét integralni k¥ivku aproximujeme te¢nou.

,
|

Smérnici te¢ny zjistime z diferencidlni rovnice, bud p¥imo z derivace (Eulerova metoda), nebo
ponékud rafinovangji, kdy bereme v Gvahu i konvexnost &i konkavnost a fakt, Ze se derivace méni
s ménicim se z i y (metoda Runge—Kutta). Sta&i tedy mit zvolen krok numerické metody (délku
intervalu, na kterém aproximaci te¢nou pouZijeme) a vystupem metody bude aproximace integralni
kfivky pomoci lomené &ary.

Online fesite ODE (numericky):

e dfield
e Sage

B30|=

25|=

2.0|=

0.0 |= -

0.0 0.5 \O \5 2.0 2.5 3.0

Obrézek 3: Metoda Runge Kutta s velmi dlouhym krokem (modrou barvou, jde jasné vid&t aproxi-
mace lomenou &arou). Pfesné Feeni je nakresleno ¥edou barvou.


http://math.rice.edu/~dfield/dfpp.html
http://user.mendelu.cz/marik/akademie/sagecell.php?short=1&in=f%28x%2Cy%29%3Dy*%28x-y%29%0A%0Aymin%2C+ymax+%3D+0%2C+2%0A%0Aics1%3D%5B0%2C0.1%5D%0Aics2%3D%5B0%2C1%5D%0A%0AP2%3Ddesolve_rk4%28f%28x%2Cy%29%2Cy%2Cics%3Dics1%2Civar%3Dx%2Cend_points%3D%5B0%2C3%5D%2Coutput%3D%27slope_field%27%29%0AP1%3Ddesolve_rk4%28f%28x%2Cy%29%2Cy%2Cics%3Dics2%2Civar%3Dx%2Cend_points%3D%5B0%2C3%5D%2Coutput%3D%27plot%27%2C+color%3D%27red%27%29%0A%0A%28P1%2BP2%29.show%28ymax%3Dymax%2Cymin%3Dymin%29

ODE se separovanymi proménnymi

Definice. Diferencidlni rovnice tvaru

y = f(x)g(y) (S)

kde f a g jsou funkce spojité na (né&jakych) otevienych intervalech se nazyva obyZejna diferencialni
rovnice se separovanymi promé&nnymi.

P¥iklad: Rovnice
Y +ay+ay’ =0
je rovnici se separovanymi proménnymi, protoZe je moZno ji zapsat ve tvaru

, —_—

y = —xy(y+1).

Rovnice
P2 9
y=x -y
neni rovnice se separovatelnymi promé&nnymi.

Test separovatelnosti proménnych: Diferencialni rovnice
Yy =(z,y)
je rovnici se separovanymi prom&nnymi pravé tehdy, kdyz existuji funkce f(z) a g(y) takové, Ze

o(z,y) = f(x)g(y).

Pokud je ¢ nezdporna a dostate¢né& hladkd na néjaké oteviené konvexni mnoZing, je rovnice rovnici
se separovanymi proménnymi pravé tehdy, kdyZ plati

0
© P
9
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Reseni ODE se separovanymi proménnymi
1. Ma-li algebraicka rovnice g(y) = 0 ¥eSeni ky, ko, ..., ky, jsou konstantni funkce y = k;,
Yy = ko, ..., y =k, ¥eSenimi rovnice.

2. Pracujme na intervalech, kde g(y) # 0. FormaIn& nahradime derivaci y' podilem diferenciali
dy
dz

Y~ f@)e).

3. Odseparujeme proménné



4. Ziskanou rovnost integrujeme

/%:/f(x)dﬁa

5. Pokud je zaddna pocateni podminka, je moZné ji na tomto misté€ dosadit do obecného
feSeni a urcit hodnotu konstanty C'. Tuto hodnotu poté dosadime zpét do obecného Feseni
a obdrZime ¥eSeni partikuldrni.

6. Pokud je to mozné, prevedeme YeZeni (obecné nebo partikuldrni) do explicitniho tvaru
(vyjadfime odsud ).

Existence a jednoznacnost feSeni

Véta o existenci a jednoznai&nosti feseni: Je-Ii g(yo) # 0, je FeSeni polatecni ulohy

y' = f(@)g(y),  y(xo) =0

které obdrZime pomoci postupu z pFedchoziho odstavce, definované a jednoznalné urcené
v néjakém okoli bodu x.

Vzorec pro feseni IVP pro rovnici se separovatelnymi proménnymi: Partikularni feSeni
pocate¢ni ulohy
v =f@)g(y),  ylwo) =10

lze psat téz pf¥imo ve tvaru urditého integralu

foam= [ s

Linearni diferencialni rovnice prvniho ¥adu

Definice. Necht funkce a, b jsou spojité na intervalu I. Rovnice
Y + a(z)y = b(z) (LDE)

se nazyva obycejnd linedrni diferencialni rovnice prvniho ¥adu (zkrdcené& piseme LDE). Je-li navic
b(x) = 0 na I, nazyvd se rovnice homogenni, v opacném pFipad& nehomogenni.

Véta o fesitelnosti LDE. Jsou-Ii funkce a, b spojité na intervalu I, xo € I a yy € R libovolné,
ma kaZda pocatecni uloha pravé jedno FeSeni definované na celém intervalu 1.



Definice. Bud' dina linedrni diferencidlni rovnice. Homogenni rovnice, kterd vznikne z rovnice
nahrazenim pravé strany nulovou funkci, tj. rovnice

/
y +a(x)y=0
se nazyva homogenni rovnice, asociovana s nehomogenni rovnici (LDE)

Homogenni LDE ma vZdy (bez ohledu na konkrétni tvar funkce a(z)) konstantni ¥eSeni y = 0, jak
Ize ovéFit pfimym dosazenim. Toto FeSeni se nazyva trividlni Feseni.

Operatorova symbolika a linearita operatoru

Definujeme-li na mnoZiné viech funkci diferencovatelnych na intervalu I operator L vztahem

Llyl(z) = y'(z) + a(z)y(x)

pro kazdé x € I, je mozno LDE a s ni asociovanou homogenni rovnici zapsat v kratkém tvaru
Lly] = b(z) a L[y] = 0.

Operator L spliiuje pro viechna redlna &isla Cy, Cs a viechny diferencovatelné funkce y; (), ya(x)
vztah
L[Cry1 + Cays] = C1L{yr] + Co L[y

Vskutku:

LICyn + Cop) () = (Coy(2) + Comn(0)) + () (Capn(2) + Cop(a))
= Cuyl (@) + Copilx) + a(@) Cya () + a(2) Caya(a)
= C1 (4 (@) + a@)p (@) + G (sh(2) + al@)(@))
= CiL{y:](z) + C2 L[y (2).

Operatorova symbolika a linearita operatoru (pokracovani)

Dusledkem vztahu
L[Cyy1 + Coya] = C1L[y1] + CoL[ys],

tj. dlisledkem skuteénosti Ze linedrni operdtor zachovava linedrni kombinaci funkci jsou vztahy
L[Cy] = CLy]
(proCy=0,C1 =C,y; =y) a

Llyy + ya] = L{y1] + Llyo]

8



(pro Cy = Cy = 1).

Tedy linearni operator aplikovany na souet je moZno zapsat jako soulet linedrnich operator(
aplikovanych na jednotlivé s¢itance a dédle je mozno z operatoru vytdhnout ven multiplikativni
konstanty. To jsou obraty dob¥e znamé p¥i vypoctu derivaci a je mozné je pouzit i p¥i dosazovani do
linedrniho operatoru.

Nasobek feSeni homogenni LDE je feSenim téze LDE

Bud' y,0(x) ¥efenim rovnice
Lly] =0,

tj. necht plati L]y,] = 0. Bud C' € R libovolné redlné &islo.
Nasobek feseni hom. LDE je také feSenim.

Ukazeme, Ze y; = Clypo() je YeSenim téZe rovnice, tj. Ze plati L[y;] = 0. Toto v3ak plati, nebot

Lly1] = L[Cypo] = CL[ypo] = C -0 =0.

Mame-li jedno ¥eSeni homogenni linedrni diferencialni rovnice, vyndsobenim konstantou dostaneme
dal$i ¥eSeni téZe rovnice. Jesté ukazeme, Ze pokud FeSeni které nasobime neni trividlni, dostaneme
timto zplisobem dokonce vSechna ¥eseni.

C-nasobek nenulového feseni hom. LDE je obecnym feSenim.

Ukazeme, Ze je-li yyo(x) nenulovym ¥edenim rovnice L[y] = 0, je obecnym FeSenim této rovnice
y(x) = Cypo(x), C eR.

Vskutku, podle pfedchoziho se jednd o feSeni a stali ukazat, Ze zde jsou zahrnuta v8echna mozna
FeSeni. Stali ukazat, Ze pro libovolnou po&atedni podminku y(xo) = yo, kde xg, 50 € R je moZno
partikularni ¥eSeni IVP dostat vhodnou volbou konstanty. Toto je v8ak trividlni, protoZe funkce

y(r) = LypO(a:)
ypo(fo)

ma pozadované vlastnosti.

Obecné feseni homogenni LDE

UvaZujme homogenni LDE

Y +a(z)y = 0. (HLDE)
P¥epsanim do
y = —alz)y



a primym dosazenim vidime, Ze
— Ja(x)dx
ypo =e f ( )
je FeSenim této rovnice. Obecné YeSeni rovnice (HLDE) je potom

y = Ce—fa(w)da:'

Jedno feSeni nehomogenni LDE staci

Je-li y, feSenim nehomogenni LDE
Y +a(x)y = b(x),
je obecnym YeSenim této rovnice
y(x) = Cypo(x) + yp(),
kde C'ypo(x) je obecnym FeSenim asociované homogenni LDE.
Vskutku, jestlize L]y,] = b(z) a L{yy(x)] = 0, potom
Lly] = L|Cypo + yp] = CLlypo] + Llyp] = C - 0+ b(z) = b(x).
Funkce y(z) tedy je feSenim.

Pokud potfebujeme splnit libovolnou poate¢ni podminku y(zo) = yo, kde xo, o € R, sta&i vzit
feseni
— y,(x
(l‘) _ Yo yp( 0)

ypo(x0> ypo(lﬂ) + yp(x)v

Jedno teSeni nehomogenni LDE sta&i (pokracovani)

Slovné:

e Vsechna FeSeni homogenni linedrni rovnice jsou nasobky jednoho libovolného nenulového

v

FeSeni této rovnice.

e Soucet jednoho libovolného FeSeni zadané nehomogenni a obecného Feseni asociované ho-
mogenni linedrni rovnice je obecnym FeSenim dané nehomogenni rovnice.

Stadi tedy najit dvé (do jisté miry specidlni) feSeni a z nich snadno sestavime obecné YeSeni zadané
rovnice.

Pt¥iklad: Rovnice

y+y=3 (*)
ma partikuldrni feSeni y = 3 (vidime hned po dosazeni). Asociovand homogenni rovnice
Yy +y=0
ma obecné feseni y = Ce™*. Obecné fedeni rovnice (*) tedy je
y=3+Ce™.
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Nehomogenni LDE — metoda variace konstanty

NeZ zatneme hledat FeSeni nehomogenni rovnice, prozkoumejme, jak se linedrni operator L chova
vzhledem k sou&inu funkci. Bud'te u = u(z) a v = v(x) funkce. Plati

Liu-v] = (uv)l + auv
= u'v 4w’ + auv
= v(u' + au> + uv'’
=vL[u] + uv'.

Tento vypolet ukazuje, Ze pokud L[u] = 0, tj. pokud je funkce u ¥eSenim asociované homogenni
diferencidlni rovnice, je moZno ¥edeni nehomogenni rovnice L[y| = b(x) hledat ve tvaru sou&inu
y(x) = u(x)v(x), kde funkce v(x) spliiuje vztah

b(x) = Lu - v]
= vL[u] + u’
=0+ u
v G
v'(z) = ——.

Odsud v&ak funkci v miZzeme nalézt jiz pouhou integraci a sou&in u(z)v(z) poté bude Fe¥enim ne-
homogenni rovnice. V praxi je také obvyklé, Ze si pamatujeme pouze hlavni myslenku — budeme
hledat Feseni nehomogenni rovnice ve tvaru soulinu néjaké funkce a FeSeni asociované homo-
genni rovnice — a provadime vSechny tvahy pro konkrétni funkce a, b v b&Zném neoperdtorovém
oznadeni.

Nehomogenni LDE - metoda variace konstanty (po-
kracovani)

Pokud v p¥edchozim volime u = ¢~/ *@dz je

a odsud

Partikuldrni YeSeni je



a obecné ¥eSeni LDE
Y +a(v)y = b(w)
je
y = Ce Ja@de 4 o= Jal /b(w)ef“(x)d“dm

Nehomogenni LDE — metoda integrac¢niho faktoru

Protoze plati
’
<y€f a(ac)d:p) _ y/ef a(z)dx + ya(x)ef a(z)dz

j& mozno rovinci
prepsat do tvaru

a odsud

Integraci dostavdme
yefa(ar)da: _ /b(x)efa(z)dxd$ +C

a explicitni tvar Feseni je

y = CeJal@dz 4 o= [al /b(:v)ef“(x)d”dx
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Linearni diferencialni rovnice druhého ¥adu

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Linearni diferencialni rovnice druhého fadu

Definice. Bud'te p, ¢ a f funkce definované a spojité na intervalu I. Diferencilni rovnice

y" +p(x)y +q(z)y = f(z) (LDE)

se nazyvd linearni diferencidlni rovnice druhého ¥adu. Re¥enim rovnice (nebo téZ integrilem rov-
nice) na intervalu I rozumime funkci, kterd md spojité derivace do Fadu 2 na intervalu I a po
dosazeni identicky splfiuje rovnost (LDE) na I. Uloha nalézt FeSeni rovnice, které spliiuje v bod&
xo € I potatecni podminky
y(o) = Yo, (IC)
y'(xo) = o,

kde yo a y(, jsou redlnd &isla, se nazyva potatedni tloha (Cauchyova dloha). Reseni podateni tlohy
se nazyva partikuldrni ¥eSeni rovnice.

Zkratky: LDE - linedrni diferencidlni rovnice, IC - pocate¢ni podminka, IVP - po¢ate¢ni tloha

Pt¥iklad: Kmity télesa o hmotnosti m pruzné pfipevnéného k nehybné podloZce spojem tuhosti
k jsou popsany diferencialni rovnici 4 + %y = 0. Zde navic pouzivame fyzikalni Gzus oznadovat
derivace podle ¢asu pomoci te¢ky a ne &arky. Symbol §j tedy zna&i druhou derivaci funkce y, kde y
bereme jako funkci &asu.

Efm"’m Ny F2 Podpofeno projektem Priifezovd inovace studijndch pro-
el & @ RO M 2 grami Lesnické a dfeva¥fské fakulty MENDELU v Brné

(LDF) s ohledem na discipliny spoletného zakladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prosttedki EU
a statniho rozpo¢tu Ceské republiky.


http://user.mendelu.cz/marik/am
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Resitelnost LDE druhého fadu

Y +p(x)y + q(x)y = f(x) (LDE)

Véta o existenci a jednoznacnosti feSeni LDE druhého ¥adu. KaZda pocatecni dloha pro
LDE druhého Fadu ma FeSeni, které je uréeno jednoznacné a toto Feseni je definované na celém
intervalu 1.

Definice (specialni typy LDE druhého ¥adu). Plati-li v rovnici (LDE) f(x) = 0 pro vSechna
x € I, nazyva se rovnice (LDE) homogenni, v opacném pFipadé nehomogenni.

Jsou-li koeficienty p(z) a q(xz) na intervalu I konstantni funkce, nazyvd se (LDE) rovnice s kon-
stantnimi koeficienty.

Definice (trividlni ¥eseni). Funkce y(x) = 0 je FeSenim homogenni LDE druhého Fadu vZdy, bez
ohledu na tvar koeficientii p, q. Toto FeSeni nazyvame trivialni YeSeni rovnice LDE.

Definice (asociovana homogenni rovnice). Nahradime-li v nehomogenni LDE pravou stranu
(tj. funkci f) nulovou funkci obdrZime rovnici

y' + @)y +q(z)y = 0.
Tato rovnice se nazyvd asociovand homogenni rovnice k rovnici (LDE).

Definice (obecné ¥eseni). VSechna FeSeni LDE druhého Fadu Ize vyjadFit ve tvaru obsahujicim
dvé nezavislé konstanty C, Cy € R. Takovyto predpis se nazyvad obecné YeSeni rovnice (LDE).

Operatorova symbolika

y" +p(x)y + q(x)y = f(x) (LDE)

Podobné jako linedrni diferencidlni rovnice prvniho ¥adu, i u (LDE) &asto pravou stranu rovnice
Casto zkracujeme do tvaru L[y|(x). Definujeme-li tedy

Llyl(z) = y"(x) + p(2)y'(z) + q(x)y(z),

je timto predpisem definovan operator, ktery kaZdé dvakrat diferencovatelné funkci p¥ifazuje levou
stranu rovnice (LDE). Rovnici (LDE) je potom moZno zapsat ve tvaru

Véta o linearité. Operdtor L|y| zachovava linedrni kombinaci funkci, tj. pro libovolné dvé funkce
Y1 a@ Yo a libovolné redlné konstanty C a Cy plati

L[Cyy1 + Coya] = C1L[y1] + CoLys].



Dusledky linearity

Jako specidlni p¥ipad vztahu
L[Cy1 + Coya] = C1 L[] + Co L.

dostdvame implikace

Lly) =0a Liy] = f(x) = Ly +1] = f(2),
Liyi] = Llys] = f(z) = Lly1 — 2] =0,
Ly = Llya] =0 = L[Ciys + Coyo] =

e Soucet FeSeni nehomogenni a asociované homogenni LDE je YeSenim plvodni nehomogenni
rovnice.

e Rozdil dvou ¥eseni nehomogenni LDE je feSenim asociované homogenni rovnice.

e KaZdd linedrni kombinace dvou FeSeni homogenni LDE je opét feSenim této rovnice.

Dasledky linearity prakticky

Vztah
L[Cyy1 + Coya] = C1L[y1] + Cy L[y

poslouZi (podoné jako u linedrnich rovnic prvniho ¥adu), abychom popsali strukturu mnoZiny viech
feSeni rovnice a dokazali tuto mnoZinu vytvofit jenom na zdkladé znalosti n&kolika prvki.

Rovnice

yV'ty=ua (1)
ma partikularni YeSeni y = .
Asociovand homogenni rovnice je

y' +y=0. (2)

Tato rovnice ma feSeni naptiklad y = sinx, y = cosx. Z linearity plyne

e Funkce y = C)sinz + Cy cosx je YeSenim rovnice (1) pro libovolnd redlna Cy, Cs.
e Funkce y = C)sinz + Cycosx + x je YeSenim rovnice (2) pro libovolnd redlnad C4, Cs.

o Je-li funkce y, feSenim rovnice (1), potom je y, — = ¥eSenim rovnice (2).



Kdy pomoaoci linearity ziskame obecné feSeni?

Budeme studovat homogenni LDE druhého ¥adu, tj. rovnici

Y+ p(x)y +q(x)y =0,

kterou maZzeme zkrdcené zapsat jako L[y|] = 0, kde operator L je linedrni diferencidlni operator
druhého ¥adu.

Motivace. Budeme ptedpokladat Ze funkce y;(x) a yo(z) jsou obé& FeSenimi a budeme hledat
podminky, za kterych je funkce

y(r) = Cry1(x) + Caya(x)

obecnym ¥eSenim. Derivovanim tohoto vztahu ziskavdme

Y (z) = Cryi(z) + Cays(2)

a dosazeni potéate¢nich podminek y(a) = 5, y'(a) = 7 vede k nésledujici soustav& linedrnich
rovnic s neznamymi C7, Cs

B = Ciyi(a) + Caya(a),
v = Cryi () + Cayh(v).

Jak je zndmo z linedrni algebry, tato soustava ma pradvé jedno YeSeni pro libovolnou volbu &isel

- . . : : ! Q@
B, v pravé tehdy, kdyZ matice soustavy, tj. matice (y,l( ) va(e)

(@) yy(a)

je reguldrni pravé tehdy, kdyZ jeji determinant je nenulovy a to nastane pravé tehdy kdyz jeden
sloupec neni nasobkem druhého.

> , Je reguldrni. Tato matice

Homogenni LDE 2. ¥adu (wronskian, linearné nezavisla
Feseni)
Y+ )y + g2y = f(z) (LDEO)

Definice (linearni (ne-)zavislost funkci). Bud'te y, a y» funkce definované na intervalu I.
Rekneme, Ze funkce vy, a ys jsou na intervalu I linedrné zavislé, jestliZe jedna z nich je na intervalu I
nasobkem druhé, tj. jestlize existuje realné Cislo k € R s vlastnosti

y1(z) = kyo(z) pro vSechna z € I,

nebo
yo(x) = kyy () pro vSechna x € I.



V opacném pripadé Fikame, Ze funkce vy, yo jsou na intervalu I linedrné nezavislé.

Definice (Wronskian). Bud'te y,(x) a yz(x) dvé& libovolnd Feseni homogenni rovnice (LDEQ).
Wronskianem funkci yi(x), yo(x) rozumime determinant

() ya(x)
() yo(x)

Wiys, y2l(z) =

Véta o linearni (ne)zavislosti FeSeni. Bud'te y,(x) a yo(x) dvé Feseni rovnice (LDEQ) na
intervalu I. Tato FeSeni jsou linedrné nezavisla pravé tehdy kdyZz je jejich Wronskian rizny od
nuly na intervalu 1.

Homogenni LDE 2. fadu (obecné Feseni)

V' @)y +aq()y = f(x) (LDEO)
Definice (obecné feSeni homogenni LDE) Jsou-li y, a y, dvé netrividlni linedrné& nezavisla
Feseni rovnice (LDEQ) na intervalu I, pak funkce y definovand vztahem
y(z, C1, Ca) = Cryn(x) + Caya(),
kde C1 5 € R, je obecnym FeSenim rovnice (LDEO) na intervalu I.

Definice (fundamentalni systém ¥eseni). Dvojici funkci iy, a yo, z pFedchozi véty nazyvdme
fundamentalni systém ¥eSeni rovnice (LDEO).

Homogenni LDE 2. fadu s konstantnimi koeficienty

Budeme studovat rovnici tvaru

y' +py +qy =0,
kde p, ¢ € R. VS§imnéme si nejprve nasledujiciho faktu: Dosadime-li do levé strany rovnice y = e**,
kde z je realné &islo, po vypoltu derivaci a po vytknuti faktoru e** ziskdvame

y'+py +qy = e (2* +pz+q).

ProtoZe exponencidlni faktor na pravé strané je vzdy nenulovy, bude vyraz na pravé strané roven
nule pokud bude splnéna podminka

24 pz+q=0.
Pouze v tomto p¥ipadé bude uvaZzovand funkce ¥eSenim rovnice (1).
Definice (charakteristicka rovnice). Kvadratickd rovnice

2 4pr+q=0
s nezndmou z se nazyva charakteristickd rovnice pro rovnici

Yy +py +qy=0.



Homogenni LDE 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty

Véta o obecném feSeni LDE s konstantnimi koeficienty. UvaZujme LDE

y' +py +qy=0, (1)

a jeji charakteristickou rovnici
2 +pz+q=0.

o Jsou-li z1, 29 € R dva riizné redlné koreny charakteristické rovnice, definujme

29T

o Jsou-liz1 5 = axif € R dva komplexné sdruZené kofeny charakteristické rovnice, definujme
y1(x) = e** cos(fx), y2(x) = e sin(fx).

Potom obecné Feseni rovnice (1) je

y(:)?, Ol, 02) = Oly1<l’) -+ Ogyg(:r), Ol c R, CQ € R.

Nehomogenni LDE 2. ¥adu

Véta o obecném ¥esni nehomogenni LDE. Soucet libovolného partikuldrniho FeSeni neho-
mogenni linearni diferencidlni rovnice a obecného Feseni asociované homogenni rovnice je obecnym
Fesenim pivodni nehomogenni rovnice

Nasledujici véta udava jednu z metod nalezeni partikularniho ¥eeni, pokud je diferencidlni rovnice
do jisté miry specidlni: ma konstantni koeficienty a polynomidlni pravou stranu.

Véta (metoda neurtitych koeficienti). UvaZzujme linedrni diferencidlni rovnici druhého Fadu

y' +py +qy = P(x),

kde p € R je konstanta, g € R\ {0} je nenulovd konstanta a P,,(x) je polynom stupné& n. Existuje
polynom stupné n, ktery je partikularnim FeSenim této diferencialni rovnice.

V praxi polynom ktery ma byt feSenim napiSeme s neurditymi koeficienty a dosazenim do rovnice
uréime potfebné hodnoty téchto koeficientl.



Dirichletova okrajova uloha, vlastni &isla

Nékdy je nutné Yesit diferencidlni rovnice druhého ¥adu s jinymi neZ poéate¢nimi podminkami.
UkdZeme si na jednoduchém prikladé odlinost od po&ate¢ni dlohy. Nasledujici dloha ma velké
uplatnéni p¥i studiu kmitavych pohyb.

Pro parametr A € R najdé&te FeSeni rovnice
y' + 2y =0 (*)

spliiujici podminky
y(0) =0 =y(1). (**)

Definice (okrajova tloha). Uloha najit Fesen diferencidlni rovnice (*), které spliiuje podminky
(**) se nazyvd (Dirichletova) okrajova tloha.

Odlignost Dirichletovy tlohy od (Cauchyovy) poate¢ni dlohy je v tom, Ze nezaddvdme funkeni
hodnotu a derivaci v jednom bodg, ale funkéni hodnotu ve dvou riiznych bodech.

Jedno z YeSeni Dirichletovy dlohy je trividlni ¥eSeni y(x) = 0. Ukazuje se, Ze netrividlni ¥eSeni
existuje jen pro nékteré hodnoty parametru .

Definice (vlastni funkce, vlastni hodnota). Hodnota A, pro kterou existuje netrividlni FeSeni
Dirichletovy okrajové tlohy se nazyva vlastni hodnota okrajové llohy a pFislusné reseni se nazyva
vlastni funkce okrajové dlohy.

Vypocet vlastnich hodnot

Je-li A > 0, je feSenim rovnice
y// + )\y — O (*)
funkce

y(z) = Cy sin(VAzx) 4+ Cy cos(VAz).
Z podminky y(0) = 0 dostdvame Cy = 0. Tedy

y(z) = Cy sin(VAz).

Z podminky y(1) = 0 dostdvame
0 = Cysin(V\),

kterd je spln&na pokud C} = 0, nebo VA =k, k € Z

Okrajova tloha

y'+ Ay =0, y(0)=0=y(1)
ma vlastni hodnoty \ = (km)% k € Z
Kmity struny



P¥i kmitani struny délky [ upevnéné na koncich se ukazuje, Ze proces je moZno modelovat okrajo-
vou ulohou
Y+ Ny =0,9(0) =0 = y(l).

Rovnice ma obecné feseni
y(x) = Cysin(Az) + Cy cos(Ax)

Z podminky y(0) = 0 dostdvame Cy = 0 a z podminky y(I) = 0 dostdvdme
y(z) = Cysin(Ax)
pokud
N =k (F5%)

a y = 0 jinak. P¥i podrobn&jsim popisu (jedna ze zdv&reénych pfednasek semestru) se ukazuje,
Ze X souvisi s hmotnosti struny, napétim ve strun& a frekvenci, kterou sly§ime. Podminka (***)
uruje spektrum slysitelnych frekvenci, na kterych miZe struna kmitat, vysledny pohyb (a zvuk) je
slozenim jednotlivych variant.

Neumannova a smiSena okrajova uloha

P¥i YeSeni Dirichletovy tlohy hledame ¥eSeni diferencidlni rovnice druhého ¥adu s pfredepsanymi
hodnotami ve dvou riiznych bodech

Tento poZadavek se uplatni p¥i studiu kmitl struny nebo tyée s pevnymi konci.

V praxi je moZné si predstavit i jiné podminky. Naptiklad v termodynamice se pouZivaji podminky
na hodnotu derivaci ve dvou riiznych bodech

Takové podminky se nazyvaji Neumannovy podminky a udloha najit ¥eSeni rovnice, které tyto
podminky spliiuje se nazyva Neummannova okrajova uloha, té2 Neumannova uloha.

Existuji i smiSené ulohy, napfiklad p¥i kmitani télesa s jednim upevnénym a jednim volnym koncem
je prirozené formulovat smiSenou okrajovou podminku

kde a je upevnény konec a b volny konec.



Obrazek 1: Array mbira - hudebni ndstroj se smiSenou okrajovou tlohou



Rovnice matematické fyziky

Robert Mat¥ik

jaro 2014

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

V této podkapitole se sezndmime se zakladnimi diferencidlnimi rovnicemi pouZivanymi v mate-
matické fyzice. Jedna se o rovnice zachycujici matematicky d&je okolo nds. ProtoZe se bude jednat
o rovnice, kde neznamé jsou funkce vice proménnych a v rovnicich vystupuji i derivace téchto
funkci, patfi tyto rovnice do kategorie parcidlnich diferencidlnich rovnic.parcialni diferencialni
rovnice Naprosta vétSina fyzikalnich zdkon( a procesii je matematicky formulovdna pravé po-
moci parcialnich diferencidlnich rovnic nebo jejich integrdlnich ekvivalenti a vztahy, které zndme
napfiklad ze stfedni Skoly, jsou aproximacemi FeSeni téchto rovnic. Tyto rovnice miZeme uvazovat
v jedné dimenzi (napfiklad &iteni tepla nebo kmitl v ty&i), ve dvou dimenzich (3i¥eni tepla v desce,
kmity membrany) nebo ve tfech dimenzich (3ifeni tepla nebo kmiti v télese).

Umluva: Abychom se vyhnuli nedorozuménim v pouzivani symbolu A, budeme timto symbolem
v nasledujici kapitole vzdy rozumét kone¢nou zménu. Laplaceliv operator budeme oznalovat
symbolem V2.

Pozorovani 1: Vsechny rovnice, se kterymi se setkdme v této kapitole jsou linedrni. Jsou tedy
zachovdny v8echny principy, které plynou p¥imo z linearity. Zejména tedy libovolna linedrni kombi-
nace libovolného poctu YeSeni homogenni rovnice je opét FeSenim.

Pozorovani 2: V rovnicich uvedenych v nasledujicich podkapitolach figuruji vzdy parcialni deri-
vace a jisté materidlové konstanty, dané povahou problému. Tyto konstanty jsou dilezZité z fy-
zikalniho hlediska, pfi matematickém studiu je vS8ak budeme pro vétsi prehlednost v nékterych
podkapitoldch vynechavat (poloZime je rovny jedné). Toto neni na tkor obecnosti, protoZe &iselné
velikosti konstant Ize mé&nit vhodnou volbou fyzikalnich jednotek. MiZeme napfiklad délku mé¥it
v tak obrovskych jednotkéch, e rychlost svétla ve vakuu bude rovna jedné. Ze je takova jednotka
velmi nepraktickd p¥i méfeni provadénd v bézném Zivoté neni pro matematické studium povahy
problému nijak podstatné.

Podpoteno projektem Prilifezovd inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfevatské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zakladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prostfedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.



http://user.mendelu.cz/marik/am

Rovnice kontinuity (bilance mnoZstvi stavové veli€iny)

Odvodime rovnici kontinuity pro dvé promé&nné, pro t¥i prom&nné nebo jednu promé&nnou je postup
analogicky. Necht z, y jsou prostorové promé&nné a t &as. UvaZujme skaldrni stavovou funkci
u(z,y,t) charakterizujici stav studovaného objektu v daném bod& a &ase. Napfiklad hustotu
plynu v oblasti mezi dvéma rovnymi deskami. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze vSechny
veli¢iny jsou dostate¢n& hladké a pouZijeme ponékud neformalni postup bez podrobnych dikaza.

Necht M je jednodude souvisld oblast v roviné. Rovnice kontinuity vyjadfuje, Ze ke zm&né& cel-
kového mnoZstvi veli¢iny u v oblasti M za jednotku &asu pFispiva tok veli€iny p¥es hranici OM
(dovnit¥ nebo ven) a p¥ipadné zdroje nebo spottebite uvnitf mnoZiny M. Je-li J(x,y,t) vektorova
funkce popisujici tok prostfedi popsaného veli¢inou u, o(z,y,t) je hustota zdroji (je-li o kladné)
a spottebiti (je-li o zaporné), dochazime k nasledujici bilanci pro rychlost zmény celkového
mnozstvi veli¢iny v mnoziné M:

mnozstvi veli¢iny v mnoziné M

a 7 S Y
Ot // U(fL‘, Y, t)dl’dy = // U(‘T7 Y, t)diCdy - % _SOQ(Ia Y, t)d$ + P1 ($7 Y, t)dyv
ot M M oM

N J/

TV
velikost zmé&ny za jednotku &asu celkova vydatnost zdrojd uvnit¥ mnoziny M tok p¥es hranici mnoziny M

kde ¢12(x,y,t) jsou jednotlivé komponenty vektoru F(z,y, z).

Rovnice kontinuity (integralni tvar)

PouZijeme-li na rovnici
mnozstvi veli¢iny v mnozin& M

o " B
ar // U(ﬂ?,y,t)d.fﬂdy = // U(.T,y,t)d.lfdy _f —QOQ(.CE,y,t)d.T + 901($7y7t)dy7
ot M M oM

N J/
—~ —~

velikost zmé&ny za jednotku &asu celkova vydatnost zdrojd uvnit¥ mnoziny M tok p¥es hranici mnoziny M

Greenovu vétu, dostavame

2// U(x,y,t)dwdyz// U(x,yi)dfcdy—// div g(, y, t)dzdy,
8t M M M

Pokud se oblast M neméni v ase, je mozné na levé strané presunout Casovou derivaci dovnitf¥
integralu a dostdvame dale rovnici zvanou rovnice kontinuity v integralnim tvaru

[ sutepasay = [[ (~aete.p.0 +ote.0.0)dsdy



Rovnice kontinuity (lokalni tvar)

Z rovnice kontinuity v integralnim tvaru

/ 2U(x,yﬂf)dwdy = // (— div gz, y, t) +0(I7y,t))dwdy
M 6t M

plyne (protoZe rovnost musi platit pro kaZzdou mnoZinu M) nutn&

ou

E:—divaﬁ—ka,
neboli

au+div_'—a

at SO_ )

coz je diferencidlni tvar rovnice kontinuity, ve kterém jsme pro struénost vynechali explicitni
vypisovani nezdvislych proménnych. Ve stejném tvaru rovnice plati i v linedrnim p¥ipad€ a trojdi-
menziondlnim p¥ipadé. Z integradlniho tvaru a z odvozeni ihned vidime, Ze se vlastné jedna o rovnici
vyjadfujici zakon zachovani veliginy u, kde ¢len %—’t‘ vyjadFuje &asovou zménu veli¢iny u, ¢ vyjadfuje
hustotu toku veli¢iny u, div & je divergence této hustoty toku a o je &len souvisejici s pfitomnosti
zdrojl nebo spot¥ebiti.

Rovnice kontinuity (specialni pFipady)

Specidlnimi pfipady rovnice kontinuity jsou rovnice kontinuity bez zdroji

Ou

T +divg =0,

staciondrni rovnice kontinuity pro popis stacionarnich jevi
divg=o
a stacionarni bezzdrojova rovnice kontinuity
divg =0,
kterou zndme ze stfedni Skoly v integralnim tvaru pro ustdlené proudéni nestlacitelné tekutiny

trubici s proménnym priifezem:
Sv = konst

a ktera ¥ika, Ze objem nestlacitelné tekutiny, ktery do trubice na jedné strané vtele je stejny jako
objem, ktery z ni vytece.



Difuzni rovnice (vedeni tepla)

Difuzni rovnice je kombinaci rovnice kontinuity a Fickova zdkona, ktery ¥ika, Ze v oznaleni
z predchozi kapitoly je smé&fuje vektor ¢ (difuzni tok, tj. mnoZstvi veli¢iny u které projde ele-
mentarni oblasti za jednotku &asu) z oblasti s vy33i koncentraci do oblasti s niZsi koncentraci a
velikost je Umérna gradientu veli¢iny u. Plati tedy

g =—DVu,

kde D je tzv. difuzni koeficient. Je-li tento koeficient konstantni (nezavisly na prostorovych
soufadnicich a na €ase), potom ma difuzni rovnice vhledem k identit&

div g = —V(DVu) = —DV(Vu) = —DV?u

konecny tvar
ou

ot

kde V? je Laplaceilv operdtor. Tuto rovnici je moZno najit v literatufe pod ndzvem rovnice vedeni
tepla, protoZe popisuje Sifeni tepla v prostfedi s teplotnim soudinitelem vodivosti D a hustotou
tepelnych zdroji o.

— DV%u = o,

Difuzni rovnice (rozmérova analyza)

Odhadnout nékteré aspekty chovani rovnice

ou

— DV%u =
N Vu=o

je mozné i bez znalosti FeSeni této rovnice, kterou je moZno vyresit pouze v nékterych specialnich
pfipadech. Napfiklad z toho, ze Cleny 3 8“ a DV?u musi mit stejné jednotky vidime, Ze jednotka
difuzniho koeficientu D je m?s~!. Proto je prirozené olekavat, Ze

e priimérna vzddlenost na kterou dodifunduje latka za ¢as ¢ je Umérna vyrazu v D

e primérny Cas za ktery latka dodifunduje na vzdalenost d je imérny vyrazu %.

Vinova rovnice (odvozeni v jedné dimenzi)

VInova rovnice je rovnice popisujici kmity strun (v jednorozmé&rném p¥ipad&), membran (ve dvou-
rozmé&rném p¥ipad&) nebo téles (v trojrozm&rném p¥ipadé). Odvodime rovnici kmitdni strun. Na
kmitajici struné uvaZujme v bodé x element o délce Ax. Vychylku z rovnovazného stavu oznaéme
u. D4le oznagme 7T silu, kterd v tomto bod& napina strunu - vnit¥ni napéti ve struné. Tento vektor
ma podél struny konstantni velikost a smé&r se méni podle zakFiveni struny. Ozna&ime-li ¢ Ghel mezi
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vektorem 7 a vodorovnym smérem, je tanp = g—; (derivace je smérnice te¢ny). Na levy konec

plsobi sila 7:, kterou pro dal3i pocitani rozlozime do vodorovného a svislého sméru. Doleva pilisobi
sila o velikosti T cos ¢ a dol sila T sin ¢. Podobng&, na pravy konec, kde je smérnice te¢ny p+ Ay
piisobi doprava sila T cos(¢+ Ap) a nahoru sila 7 sin(p + Ay). ProtoZe se element pohybuje ve
svislém sméru, podle Newtonova pohybového zdkona plati
0?u , .
Mom = T sin(¢ + Ayp) — T sin g,

kde m je hmotnost uvaZzovaného elementu. Je-li linedrni specifickd hmotnost struny p a délka
elementu v rovnovazné poloze (bez deformace) je pfiblizn& Az, je moZno vyjad¥it hmotnost jako
m = pAx a dostdvame po Upravé vztah

p Pu _ sin(p+ Ap) —sing
T o2 Az ’

CDVoen " 2oy e
Mo ma'ne sTeuny -

Pokud pravou stranu rovnice, tj.
sin(p + Ayp) —sin @
Ax

prepiSeme do tvaru
sin(p + Agp) —sinp Ap

Ay Ax
a v limité stahneme velikost uvaZovaného elementu k nule, dostdvdme vyraz znamy z definice
derivace ‘
Jsin(p) 0p . dp

—_— t). cos -_—.
Op Ox ! (%) ox
Potfebujeme nyni vyjadfit vyraz %‘f. Ze vztahu tan p = % derivovanim podle x dostavame

1 9p u
cos? p 0r  Ox?
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a za predpokladu malych vychylek nahradime v pfedchozich dvou vzorcich funkci kosinus jeji
linedrni aproximaci v okoli nuly:

cos(ip) ~ cos(0) + (cos(¢))/| (9= 0)
QD:
=1+sin(p)| ¢=1
=0
Tim se prava strana rovnice zjednodusi na % a ziskavame rovnici
Pu T Pu
o2 pox?
VInova rovnice
Rovnice
Pu T 0u
otz p Ox?

je rovnice popisujici kmitavy pohyb struny. Ve vicerozmé&rném p¥ipad€ je situace obdobna, pouze
na pravé strané dostaneme Laplaceliv operdtor a vysledna rovnice

Pu T,
5 = —Vu
ot p
se nazyva vlnova rovnice.
Po pfeznaceni je moZno vinovou rovnici zapsat ve tvaru
2
v 5y
— =c"V7u,
ot?

kde c je kladna konstanta.

Rovnice postupné viny

Necht f je libovolna dvakrat diferencovatelnd funkce jedné proménné a uvaZujme jednorozmérnou
vlnovou rovnici

Pu_ a0
a2~ < a2
a funkci dvou promé&nnych u(x,t) = f(z — ct). Potom plati
ou Pu .,
%:f(x—ct), @_f(x—ct),
ou , Pu 4,
E——Cf(I—Ct), w—cf(x—d),



odkud snadno vidime, Ze funkce u je ¥eSenim vinové rovnice Vrstevnice funkce u(x,t) jsou dany
rovnici x — ct = konst, coz odpovidd tomu, Ze bod o dané vychylce se za &as At posune o Ax =
cAt. Jednd se tedy o postupnou vinu, kterd se 3i¥i rychlosti ¢ doprava. Podobnég, funkce v(x,c¢) =
f(z+ct) je YeSenim této rovnice, které odpovida postupné ving, kterd postupuje rychlosti ¢ doleva.

Rovnice popisujici podélné kmity kmity ty¢e modulu pruznosti £ a hustoté& p md stejny tvar,
kde ¢ = v/ Ep je rychlost &iteni kmiti. Trojrozmé&rna analogie této rovnice je vhodnd pro popis
elastickych kmitd (chvéni) v télese.

Fourierova metoda (separace proménnych)

Jedna z nejjednodussich metod FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic spo&iva v tom, Ze se feSeni
rovnic snazime najit v n&jakém konkrétnim tvaru, ktery ndm umoZni rovnici redukovat na nékolik
rovnic jednodussich.

UvaZujme Sifeni tepla v ty¢i jednotkové délky bez vnit¥nich zdroji tepelné energie, popsané dife-
rencialni rovnici

ou  O*u

G
Pro jednoznaény popis dé&je je nutno zadat polatetni teplotu ¢(x) ve viech bodech tyle a
podminky, které udavaji, v jakém prostfedi se ty¢ nachdazi — napftiklad teplotu konci tyce. Pro jed-
noduchost uvazujme homogenni okrajové podminky u(0,t) = 0 = u(1,t) a potate¢ni podminku
u(z,0) = ().

Regeni u budeme hledat ve tvaru funkce

u(z,t) = X(x)T(t),

kde X a T jsou funkce jedné prom&nné. V tomto oznaleni plati 24 = X (z)T"(t) a

X"(x)T(t) a po dosazeni do rovnice a po vydéleni faktorem X (z)7(t) dostaneme

Pu _
ox?

(1) _ X"(2)
Tt  X(z)

Fourierova metoda (separace proménnych, pokracovani)

ProtoZe leva strana rovnice
"t  X"(z)

()  X(x)
zavisi pouze na t a prava strana pouze na x, musi byt ob& strany rovny stejné konstanté. Tuto

konstantu zapiSeme z dlivod(i které budou patrné pozdgji jako —\%. Z okrajovych podminek
naloZenych na funkci u plyne, Ze funkce X musi spliiovat

X(0)=0=X(1). (*)
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Funkce X a T tedy musi spliiovat rovnice
T =-XT, X"+XX=0

a okrajovou podminku (*).

Rovnice
T = -N°T
je linedrni a jeji obecné Fedeni je libovolny ndsobek funkce T'(t) = e~ Nt

Uloha najit funkci vyhovujici rovnici
X"+ XX =0

souvisi s vlastnimi hodnotami rovnice.

Okrajova uloha, vlastni cisla

Pro parametr A\ ¥eSme rovnici
X"+ XX =0

s okrajovymi podminkami
X(0)=0=X(1).

Rovnice je homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého ¥adu a m3 (podle toho jaké je ¥eSeni
charakteristické rovnice) ¥eeni bud exponencidlni funkce nebo goniometrické funkce. Podrobnym
rozborem lze ukazat, Ze v p¥ipadé linedrni kombinace exponencialnich funkci se nepodaf¥i splnit
podminky a charakteristickd rovnice tedy nesmi mit redlné kofeny. Proto jsme volili konstantu
v separaci prom&nnych ve tvaru —\2. Nyni jsou toti¥ ¥e$enimi charakteristické rovnice &isla i)\ a
feSenim rovnice je tvaru

X(x) = Cysin(Az) + Cy cos(Ax).
Z podminky X (0) = 0 dostdvame Cy = 0. Tedy

X (x) = Cysin(Az).
Z podminky X (1) = 0 dostdvdame 0 = Csin(A). Zajimd nds pouze netrividlni YeSeni a proto
nemizZeme pfipustit C; = 0. Plati tedy sin(\) = 0, neboli A = km, kde k je p¥irozené &islo. Vlastni

hodnoty jsou tedy tvaru
N = k2

a uvaZovana okrajova tloha pro libovolné pfirozené &islo k YeSeni
— . 2,2
X(z) = Csin(k*rz),

kde C je redlna konstanta.



Fourierova metoda (separace proménnych, superpozice
feseni)

ProtoZe feSeni rovnice

ou  O%*u

ot Ox
hleddme ve tvaru u(x,t) = X(z)T'(t), miZeme vysledky pfedchozich odstavcii shrnout do po-
znatku, Ze pro libovolnou konstantu C a libovolné pFirozené &islo k je funkce

Cypsin(krz)e .

ProtoZe rovnice je linearni, je YeSenim i libovolna linedrni kombinace téchto funkci. PouZijeme-li
vSechny funkce tohoto tvaru, dostdvdme Feseni

t) = Z Cpsin(kra)e ™,
k=1

ProtoZze mdme zaddnu polate¢ni podminku u(x,0) = ¢(x), potfebujeme najit konstanty Cj
takové, Ze plati

Z Crsin(k mz) = ¢(x).

k=1

Tuto dlohu budeme ¥esit v daldich odstavcich.

Fourieriiv rozvoj periodické funkce

Nekonelnd ¥ada goniometrickych funkci tvaru

)
> + Z a cos(k x) + by sin(k x))
k=1
mize pro konkrétni hodnoty koeficientl a;, b; konvergovat k n&jaké funkci f(z) a za jistych
podminek je tato funkce dostateéné pékna: je spojita, je moZno ji derivovat &len po &lenu apod.

P¥i FeSeni rovnic matematické fyziky feSime opa&ny problém: pro zadanou funkci f(z) na intervalu
[—7, m] chceme nalézt koeficienty a;, b; tak, aby na tomto intervalu platilo

o0

flz) = % + Z (ay cos(kz) + by sin(kx)) .



Koeficienty Fourierova rozvoje

Ukazuje se, Ze tento zapis funkce f pomoci goniometrickych funkci je mozny, pokud pouZijeme
nasledujici volbu koeficientl

w=1 [ flapa
ag = %/_7; f(z) cos(kx)dz
by = %/_Z f(z) sin(kx)dz.

Tyto vztahy je moZno zobecnit i na jiné intervaly nez [—m, ] a také pro jiné funkce neZ goniomet-
rické — je moZné pouZzit napfiklad systém vSech vlastnich funkci okrajové tlohy. V nasem pfipadé je
mozZné ukazat, Ze pokud plati

1
Cr = 2/ o(z) sin(krz)de,
0

potom na intervalu [0, 1] plati

Z Cysin(krz) = p(z).

k=1

Mame tedy koeficienty Cj, které je mozno pouzit pro koneény zapis feSeni nasi ulohy.

Fourierova metoda (separace proménnych, zavér)

Regen( rovnice vedenf tepla, které spliiuje zadané potitedni a okrajové podminky je
o
. _\2
u(z,t) = ZC’k sin(krz)e ™,
k=1

kde .
Cr = 2/ o(x) sin(krz)de.
0

Podobné, kmity struny jednotkové délky, popsané vinovou rovnici

Pu ,0%u
— = —
ot? Ox?’

s okrajovymi podminkami
u(0,t) =0 =wu(l,?)
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(struna upevnénd na koncich) a poate¢nimi podminkami

u(r,0) = o), (a,0) = b(x).

(poctateni poloha a rychlost viech bodi struny) jsou dany vztahem

WK

u(z,t) = (@, cos(kmt) + b, sin(knt)) sin(kmx),

B
Il

1
kde
1
ag = 2/ o(x) sin(krz)dx
0

by = 2/0 Y (x) cos(kmx)dx.

Transformace do kfivocarych souradnic, sféricky symetrické

rovnice

Poldrni soufadnice zname z kapitoly o dvojném integralu, vztahuji se k poloze bodu v roviné.
Nasledujici dva druhy soufadnic se vztahuji k poloze bodu v trojrozmérném prostoru.

Cylindrické souradnice jsou soufadnice v prostoru, kde proménné x a y vyjadfime stejné jako v
polarnich soufadnicich a proménnou z nechame stejnou jako v soufadnicich kartézskych.

Stérické souradnice jsou jakasi analogie dobfe znamych zemépisnych soufadnic, pouZivanych
Rozdil je pouze v tom, Ze thel udavajici zemé&pisnou délku mé&fime v intervalu [0, 27) (tj. nemame
analogii pro vychodni a zapadni délku) a thel udavajici zemé&pisnou &itku mé&¥ime v intervalu [0, 7],
kde severni pél ma soutadnici 0 a jizni pdl soufadnici 7 (rovnik ma soutadnici § a nemame analogii

pro severni $itku a jizni $itku).

Difuzni rovnice v polarnich souradnicich
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Zkusime odvodit difuzni rovnici pro pfipad poldrnich soutadnic. Pro jednoduchost uvazujme, Ze
problém je radidlné symetricky — tj. Ze vSechny hodnoty zavisi jenom na vzddlenosti od poéatku.
Zejména tedy, pocitdme-li tok elementarni ploskou na obrazku, je nenulovy tok pouze na strandch
A a B. Tok obé&ma bo&nimi stranami je nulovy. Pro zjednoduSeni napiSeme bilanci pfimo pro
elementarni plosku na obrazku.

e Obsah plogky je rdedr, mnoZstvi veliiny popsané hustotou u(r) je urdedr a rychlost
zmény tohoto mnoZstvi je rdgodr%.

e Je-li vydatnost zdroji dédna hustotou o(r), je celkové mnoZstvi veli¢iny které vznikne v ob-
lasti rovna ordpdr.

e Tok stranou je soucinem délky strany a intenzity toku. ®. Pro vyjadfeni celkového toku pres
hranici musime tok pres stranu A odetist od toku p¥es stranu B a vyuZitim definice parcialni

derivace dostdvame
tok pres B tok pres A

(e - N ——
O(r 4+ dr)(r + dr)de — ®(r)rdp
_ O(r+dr)(r+dr) — (I)(r)rdgodr

dr
0

=35 (r@(r)) dedr
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Difuzni rovnice v polarnich soufadnicich (sestaveni rovnice)

e Rychlost zmény mnozstvi veli¢iny u:

ou
dodr—
T"”at

o Celkové mnozstvi veli¢iny které vznikne v oblasti:

ordepdr

e Tok pres hranici:

% (T(I)(T)) dedr

Rovnice kontinuity a difuzni rovnice maji v poldrnich soufadnicich tvar, ktery nalezneme z celkové
bilance pro elementarni oblast vydélenim ¢lenem rdrdy a pouZitim Fickova zdkona ¢ = k%, tj.

8u+1 0 <r<I>(r)> .,

ot | ror
2 du 19,0
u u
5 tha(rgy) =o
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Matematicka vyro&i LS 2015

Robert Mat¥ik

2. unora 2015

Tento text je tisténou verzi prezentaci dostupnych z http://user.mendelu.cz/marik/am.

Vyro¢i vyznamnych osobnosti souvisejicich s predmétem Aplikovand matematika, kterd si
pfipomeneme béhem letniho semestru 2015.

Pouzité zdroje informaci:

wikipedia (¢eskd, slovenska, némeckd, anglicka),
http://www.converter.cz/fyzici
http://jaderka.fjfi.cvut.cz
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk

Tyden 16.2. a 22.2. (1/2)

Podpofeno projektem Prifezova inovace studijndch pro-
grami Lesnické a dfeva¥ské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zikladu (reg. &.
CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za p¥ispéni finan¢nich prosttedki EU
a statniho rozpottu Ceské republiky.



http://user.mendelu.cz/marik/am

Ernst Mach (18. tinora 1838 Brno Chrlice — 19. inora 1916) byl rakousky teoreticky fyzik, filozof,
dékan a rektor némecké &asti Karlovy univerzity.

Ernst Mach patfi k nejvyznamné&j$im osobnostem védy druhé poloviny 19. stoleti predeviim v
oblasti experimentdlni fyziky. Jeho jménem je oznatena ¥ada fyzikdlnich veli¢in a pojmd. Jako
védec proslul svou diikladnosti, preciznosti i manudlni zru¢nosti, svym klidem a jasnym, stru¢nym a
vystiznym formulovdnim myslenek. Jako pedagog a filozof byl autorem Fady uéebnic a p¥ehlednych
kompendii z oblasti fyziky, stal u zrodu této vé&dni discipliny v Cechéch v jeji novodobé podobg.

Na jeho polest ud&luje Akademie vé&d CR Cestnou oborovou medaili Ernsta Macha v oboru
fyzikalnich véd.

Machovo &islo je hojné uzivano v technické praxi - napt. v letectvi se jim jakoZto pomé&rem rychlosti
letu k rychlosti zvuku uddva rychlost letu. Vyrobil zafizeni, které umoZiiovalo fotografovat letici
kulku a zdroven zviditelnit i zvukové viny p¥i priletu projektilu nadzvukovou rychlosti. Ukézal, Ze



razova vina ma tvar kuzele.

Nikdo pred nim je$té nevystoupil s tak ostrou kritikou Newtonovych fyzikdlnich predstav. Kri-
tizoval zejména absolutni prostor a €as, nebo klasické pojeti hmotnosti. Tim inspiroval A.
Einsteina. Byt praotcem relativity ovdem kategoricky odmitl. K Einsteinové teorii mél dokonce
zasadni vyhrady.

Dal3i Machova kritika patfila atomové hypotéze. Vyvoj bohuZel ukazal, Ze se mylil. Podle jeho
vlastnich slov v3ak , chyby jednéch lidi byvaji nezfidka ve svych disledcich plodnéjsi neZ objevy
druhych®.

Wikipedia

Tyden 16.2. az 22.2. (2/2)



http://cs.wikipedia.org/wiki/Ernst_Mach

Karl Theodor Wilhelm WeierstraB (31. ¥ijna 1815 — 19. tnora 1897) byl némecky matematik,
¢asto nazyvan jako , otec moderni matematické analyzy".

Weierstrass podal pfesnou definici pojmu limita a spojitost, zabyval se problematikou konvergence
nekone&né Fady funkci, kompaktnosti metrického prostoru (posloupnost racionalnich &isel mize
konvergovat i k &islu, které nenf racionalni).

Weierstrass udal pfiklad matematické funkce, kterd je ve vSech bodech spojita, ale v Zzddném bodé&
nemd derivaci. Jeji graf tedy nejde nakreslit - ani jednim tahem, ani nijak jinak. Funkce se chova
jako fraktdl, nebot zv&tdené &sti grafu a plivodni graf jsou podobné. (Jiz d¥ive podal jiny p¥iklad
funkce s takovymi vlastnostmi &esky matematik Bernard Bolzano, Weistrastrassova funkce v3ak je
zndmé&jsi nez Bolzanova.)

Tyden 23.2. az 1.3.

Johann Carl Friedrich Gauss (30. dubna 1777 — 23. tnora 1855) byl slavny n&mecky mate-
matik a fyzik. Zabyval se mimo jiné geometrii, matematickou analyzou, teorii &isel, astronomif,
elektrostatikou, geodézii a optikou. Siln& ovlivnil v&tSinu z téchto obord.

Svymi souéasniky byl nazyvan knize matematikt. Mél spiSe samota¥skou povahu, nevyhledaval
zabavu ve spolegnosti, pracoval i bydlel na hvézdarné, mé&l malo p¥atel, ale vield pratelstvi. Takrka
necestoval ani po Némecku, ved| v8ak velmi rozsahlou korespondenci.

Gaussem vyvinutad metoda vypot&tu eliptickych obéznych drah planet mu umoZnila stanovit polohu
asteroidu Ceres s takovou presnosti, Ze byl 1. ledna 1802 na nebi nalezen témé¥ cely rok po tom,
co se ztratil teleskoplim pozorovatelii. Tento tspéch se stal neuvéfitelnou senzaci a uéinil Gausse
znamym po celé Evropé jako astronoma prvniho ¥adu v lidské historii!

Koluje spousta historek o jeho brzké genialité a o vSech se dd pochybovat. Znamym p¥ibéhem je
epizoda s ucitelem J. G. Bittnerem na zdkladni $kole, ktery svym z3kim zadal, aby se pokusili
spotitat soucet viech &isel od 1 do 100. Mlady Gauss odpovédél béhem chvilky, &imZ udivil nejen
Biittnera, ale i jeho asistenta Martina Bartelse. Gauss si uvédomil, Ze se¢tenim opacnych prvki z
fady Cisel dostane vzdy stejny vysledek: 1 4+ 100 = 101, 2 499 = 101, 3 + 98 = 101, atd., coZ
dohromady dava 50 x 101 = 5050.






Tyden 2.3. az 8.3. (1/2)

Pierre Simon de Laplace (23. bfezna 1749 - 5. bfezna 1827) byl francouzsky matematik,
fyzik, astronom a politik. Laplace je pravem povazovan za jednoho z nejvétSich védci
viibec. Zanechal monumentalni dilo jiz svym rozsahem. Zabyval se matematickou analyzou, teorii
pravdépodobnosti, nebeskou mechanikou.

Laplace je také vice neZ mnoho jinych velikanii védy spojovdn se zakofenénymi povérami a nazory,



které nikdy prokazatelné nehldsal. Je zejména Casto zcela neprdvem povazovan za naivniho pro-
pagatora predstavy absolutn& deterministického vesmiru, analogického kolosalnimu hodinovému
stroji, ktery by po zaddni v8ech rovnic a po¢atecnich podminek v8ech ¢&astic ve vesmiru umozioval
absolutné presné predvidat budoucnost. Jde v8ak o pouhou tradovanou povéru. Laplace zastéval
nazor pravé opacny.

Nebeska mechanika

e Laplace Napoleonovi dedikoval svou knihu o nebeské mechanice. TéZ se vypravi, ze Laplace
byl Napoleonem Zertem tazan, pro¢ se ve své knize o nebeské mechanice nikde nemluvi o
Bohu. Laplace pry odpovédél slavnou vétou: , Ob&ane prvni konzule, tuto hypotézu jsem
nikde nepotfeboval .

e Jeho prace pFispély vyznamné k tomu, Ze dnes umime pocitat zatméni Slunce a Mésice
(nebliz&i v Brn& bude 20.3.2015, od 9:38:10 do 11:58:45) nebo potitat drahy meteoritd.

Tyden 2.3. a2 8.3. (2/2)

George Gamow (4. bfezna 1904 — 20. srpna 1968) byl americky fyzik pivodem z Ukrajiny.
Zabyval se kvantovou mechanikou, atomovou a jadernou fyzikou, astrofyzikou a kosmologii. Kon-
cem 40.let také predpovédél, Ze by cely vesmir mélo rovnomérné vypliiovat chladné mikrovinné
zareni, které je pozistatkem prvotniho vybuchu. Jeho revoluéni myslenka: ,,Nas vesmir je vlastné
obrovska exploze, kterd pokracuje dodnes!” Jako prvni pfisel s teorii vzniku vesmiru, kterou jeho
odptirce Hoyle posmé&sné oznacil jako ,velky tresk".

George Gamow byl velkym popularizatorem moderni fyziky a védy viibec. V zimé roku 1938 napsal
kratkou, védecko-fantastickou povidku, v niz se pokousel popularné vysvétlit zakladni myslenky te-
orie zak¥iveného prostoru a expandujiciho vesmiru. V povidce se rozhod| zvétsit existujici relativis-
tické efekty do takové miry, aby je mohl snadno pozorovat hrdina povidky C.G.H. Tompkins, ban-
kovni d¥ednik zajimajici se o moderni védu (inicidly pana Tompkinse vznikly ze t¥i zakladnich fy-
zikdlnich konstant — rychlosti svétla c, gravita&ni konstanty G a Planckovy kvantové konstanty h).
Tak se v Casopise Discovery objevila fada povidek o panu Tompkinsovi, v nichZ byla popularizovéna
teorie relativity a kvantova teorie. V roce 1940 vydavatelstvi navrhlo Gamowovi, aby ¢lanky dale

rozs$itil o nékolik dalSich povidek a vydal je jako knihu. Kniha vysla pod ndzvem Pan Tompkins v ¥iSi
divi v roce 1940. Kniha vysla i v ZeStiné.

Tyden 9.3. aZz 15.3.


http://astro.sci.muni.cz/zatmeni/
http://www.astro.cz/clanek/6538




Albert Einstein (14. 3. 1879 — 18. 4. 1955) byl teoreticky fyzik, jeden z nejvyznamné&jsich v&dcii
vSech dob. Poté, co zformuloval obecnou teorii relativity, se stal zndmym po celém svété, co? je
pro védce nevidany uspéch. V pozdéjsich letech jeho sldva zastinila ostatni védce a Einstein se stal
synonymem pro &lovéka s velmi vysokou inteligenci nebo zkratka génia.

Nobelovu cenu ziskal Albert Einstein v roce 1922 za objev zakona fotoelektrického jevu. | kdyz k
tomu Krélovska Svédska akademie zaroveii dodala ponékud neurcité zdvodnéni, které znélo “jako
uznani za prace pro rozvoj teoretické fyziky"”, jeho teorie relativity, jeden z nejbrilantnéjsich objevi
lidského ducha, nikdy Nobelovou cenou ocenéna nebyla.

Jde o jednoho z mdla védci, jehoz tva¥ je slavnéjsi neZz tvar herelek &i politikli. Neni tedy divu,
Ze si Einsteinovo jméno vypijcuji riizné anekdoty, ptibéhy, legendy. Rozsifenym mytem je, Ze se
Einstein nedostal na vysokou $kolu. Skute¢nost je takova, Ze se na prestizni $vycarskou vysokou
Skolu hl3sil v patnacti letech, tedy s dvouletym pr¥edstihem, coZ stavi jeho vykon u p¥ijimaciho Fizen{
do zcela jiného svétla. Dal3i mytus tvrdi, Ze Einstein propadal z matematiky. | samotny Einstein
se v roce 1935 pobavil, kdyZ mu kolega na Princentonské univerzité ukdzal ¢lanek v novinach:
“Nejvétsi Zijici matematik propadal z matematiky.” Plvod mytu o propadajicim Einsteinovi je
v odlisném systému zndmkovani v tehdejsi dob&. Einsteinovo maturitni vysvédéeni totiz hodnoti
vyborny vysledek Sestkou, zatimco jedni¢ka je znamkou nejhorsi. Z matematiky, fyziky, geome-
trie i deskriptivni geometrie mél u maturity Einstein Sestky, tedy prosel na vybornou.



Tyden 16.3. az 22.3.

Isaac Newton (25. 12. 1642 — 20.3. 1727 v Londyn&) byl anglicky fyzik, matematik, astronom,
prirodni filosof, alchymista a teolog, jenz byva Casto povaZovan za jednu z nejvlivnéjSich osob
v déjindch lidstva. Jeho publikace Philosophize Naturalis Principia Mathematica, vydana v roce
1687, poloZila zéklady klasické mechaniky a dnes byva Fazena mezi nejdilezitéjsi knihy v historii
védy. Newton v ni popisuje zdkon v8eobecné gravitace a tfi zakony pohybu, které se na dalsi t¥i
staleti staly zdkladem védeckého pohledu na fyzicky vesmir. Newton propojil Keplerovy zédkony
pohybu planet s vlastni teorii gravitace a dokdzal, Ze pohyb pfedmétli na Zemi se ¥idi stejnymi
pravidly jako pohyb vesmirnych téles.

Uspésné ved| anglickou Kralovskou spolenost, jeZ se stala v jeho dob& nejprestiznési védeckou
instituci svéta.

10



Druhy Newtoniiv zakon (zakon sily)

JestliZe na téleso piisobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je pfimo timérné pisobici
sile a nepfimo umérné hmotnosti télesa.

Obecnéji byva zakon sily vyjadfovén tak, Ze sila F' je rovna ¢asové zméné hybnosti p, coZ lze
matematicky vyjadfit jako ' = %. ProtoZze p = mu, m je v newtonovské fyzice konstantni a

S dF . ALY
v—dt,dostavameF—dt2 =7

Tyden 23.3. az 29.3.

1___ .-
i g -

i
'
i |
;
L

Pal Erd6s (26.bfezna 1913 - 20.z4F 1996), kiestni jméno n&kdy uvaddéné Paul, je jeden ze svétové
nejproslulejich matematiki 20. stoleti. Proslavil se (kromé& své excentri¢nosti a neustélych p¥esuni
mezi rGznymi vyzkumnymi institucemi po celém sv&t&) predevsim rozsahlymi objevy v oborech
teorie grafti, kombinatorika, teorie mnoZin a teorie pravdépodobnosti.

Paul Erdés pat¥il do skupiny zndmych mad arsko-Zidovskych fyzikii a matematikii z Budapesti.
Patfili sem i Leo Szilard, Edward Teller, John von Neumann a Eugene Paul Wigner. Jejich americti
kolegové je kvilli jakoby , nadpozemskym* schopnostem nazyvali ,, The Martians" (Martani).

VEtSinu Zivota stravil ErdGs cestovdnim z mista na misto mezi matematickymi konferencemi a
domovy svych spolupracovnikii (My brain is open!) Obvykle se zdrZel pouze na dobu nutnou
k vyFeSeni problému, na kterém zrovna pracoval (We’ll continue tomorrow — if | live.) za
podpory obrovského mnoZstvi kdvy(Alfréd Rényi: A mathematician is a machine for turning
coffee into theorems), a presunul se opét jinam (Another roof, another proof.).
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Napsal 1500 €lank, vetSinou se spoluautory, kterych bylo 511. Jeho zplisob prace a fakt, Ze stovky
matematiki po celém svété jsou podepsani pod rliznymi &lanky a vysledky jako jeho spoluautofi, se
stal nesmrtelny zavedenim pojmu Erd@sovo &islo. (Paul Erdés ma erdésovo &islo 0, jeho spoluauto¥i
1, spoluautofi jeho spoluautorti 2 atd.) Existuje odhad, Ze 90 procent aktivnich matematiki ma
Erdosovo &islo mensi neZ 8.

Kvili své naprosté nesamostatnosti nebyl snadnym hostem a manZelky matematiki byvaly zpra-
vidla po téch nékolika dnech petovani o Paula totaln& vyerpané. Stejné tak byvali vy&erpanii jeho
kolegové, protoZe P. Erdos pfFili§ mnoho nespal, ¢asné rano uz svého hostitele budil nesnesitelnym
rdmusem v kuchyni &i koupelné a ohlaSoval tim nastup k dal3i intenzivni praci.

Vytvofil svij specialni jazyk - “erdostinu” - ktery se ujal v matematickych kruzich po celém svété.
Komunisté byli people on the long wavelength, protoZe &ervené svétlo ma dlouhou vinovou délku.
Také mél specidlni termin pro déti a vSe malé epsilon, pro Zeny bosses a pro muze slaves, pro hudbu
noise a pro alkohol poison. Give me an epsilon of poison byla Zadost o kapku vina.

Spojovalo jej velmi silné pouto s matkou. Jeho dvé& sestry totiz zemtely na spélu, kdyZ byla matka
s malym Paulem v porodnici. Matka se ze ztraty nikdy nevzpamatovala a o Paula se vzdy pfehnané
bala. Neni divu, Ze byl nesamostatny. Traduje se, Ze si aZ do 11 let neumél zavazat tkani¢ky a Ze si
poprvé namazal chleba maslem v Anglii na svych doktorskych studiich.

D4 se ¥ici, ze P. Erdos zasvétil matematice Zivot: nemél Zenu ani déti a ¥ikaval, Ze majetek je na
obtiZ (cestoval s otrhanym kufrem napln&nym sotva z t¥etiny a oranZovou igelitkou budapestského
obchod dku Centrum Aruhdz). VyslouZil si tim pFezdivku “matematicky mnich”.

Victor Dricks, Matematicky mnich: Zije jen pro &isla — Erdos je povazovan za nejvétsiho ve svém
oboru

Tyden 30.3. az 5.4.

Lev Davidovi¢ Landau (22. ledna 1908 — 1. dubna 1968) byl sovétsky fyzik, ktery pfispél k
rozvoji mnoha oblasti teoretické fyziky. V roce 1962 obdrzel Nobelovu cenu za fyziku za svou
praci v oboru supratekutosti. Specialista na fyziku pevnych latek a fyziku nizkych teplot, dale na
teoretické problémy jaderné fyziky a kosmického zafeni.

http://21stoleti.cz/blog/2007,/08/17 /trpke-osudy-nositelu-nobelovych-cen/: \/ztahy mezi nim a
jeho studenty jsou naprosto neformalni, pratelské a kolegialni. Jist& o tom sv&dd&i i ta skute€nost, Ze
mu Fikaji familiérn& jen Dau. On to vi a nic nenamita. Vlastné neni o mnoho star$i nez oni.

http://www.techmania.cz: Lev Landau byl velmi ndronym pedagogem. Mezi studenty
byl pravym postrachem. Uzndval pouze dvé zndmky — vyborné a nedostate¢né. Vytvoril tzv.
Landauovu bariéru, systém deseti neobylejné ndrolnych zkousek z teoretické fyziky, pficemz
pravdépodobnost jejiho proniknuti byla pouze v ¥adu procent. Za celou jeho pedagogickou €innost
ji proslo jen 43 (40. byl Cesky fyzik Josef Kvasnica), zato vynikajicich uchazeti. ,,Chranim védu
pred invazi blbu." prohlasil Landau, kdyz vyhazel témé&¥ cely ro¢nik u zkousky.

Tecku za jeho nadé&jnou a vskutku ojedinélou kariérou velkého védce a milého ¢lovéka udélala
dopravni nehoda po niZ byl na pomezi klinické smrti (zlomenina spodiny lebegni, prasklad Zebra
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http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/138900/PokrokyMFA_37-1992-5_6.pdf
http://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/138900/PokrokyMFA_37-1992-5_6.pdf

zlomend panev). Z celého sv&ta se k jeho lizku tehdy sjizdéli nejlepsi neurochirurgové. Vsichni pini
ville a odhodlani zachranit Zivot a navratit zdravi jednomu z nejvétsich titand védy.

V nemocnici v prosinci 1962 prijal od Svédského velvyslance medaili a diplom Nobelovy ceny.
Poprvé byla cena preddvana mimo tzemi Svédska &i Norska. Tak velkd to je Ucta a zarovein mira
soucitu s muZem, ktery nemiZe opustit nemocniéni pokoj a p¥itom si doslova zaslouZi svétla ramp.

Ukazka Landauova humoru: Na védecké konferenci, kde sovétsky biolog Trofim Lysenko
predstavoval své ndzory (tehdy prosazované rezimem) predstavoval svoje nazory, se ho Landau
po ukon&eni pfednasky zeptal: ,, TakZe vy tvrdite, Ze kdyz kravé ufezeme ucho, a jejim potomkim
také, d¥ive nebo pozdé&ji se zatnou rodit kravy bez usi; ‘', Spravng, " — odpovédél Lysenko. A Landau
na to: ,, Tak mi prosim vysvétlete, pro¢ se stdle je3té rodi panny;’

Dalsi vyro¢i

Stefan Banach, Rene Descartes, Bezout, John Napier,

Tyden 6.4. az 12.4.

Joseph-Louis Lagrange (25. ledna 1736 — 10. dubna 1813) byl italsko-francouzsky matematik
a astronom, ktery vyznamné rozvinul matematickou analyzu, teorii ¢isel, a klasickou a nebeskou
mechaniku. Je zakladatelem oblasti matematiky nazyvané variaéni pocet.
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Lagrangetliv bod je v nebeské mechanice takovy bod v soustavé dvou téles rotujicich kolem
spoletného téZisté, v némz se vyrovnavaji gravitaéni a odsttedivé sily soustavy. Dva Lagrangeovy
body soustavy Slunce-Zemé které jsou blizko Zemé& Ize dob¥e vyuZit pro umist&ni stacionarnich
druZic pro pozorovani vesmiru. V jednom je umisténa kosmicka sonda SOHO, ve druhém kosmicky

dalekohled Planck a Herschelova vesmirna observatof.

Tyden 13.4. az 19.4.

Leonhard Paul Euler (15. dubna 1707 Basilej, gvycarsko — 18. za¥i 1783 Petrohrad, Rusko)
byl Svycarsky matematik a fyzik. Je povaZovan za nejlepsiho matematika 18. stoleti a za jednoho
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z nejlepsich matematikl viibec. Euleriv vliv na matematiku vyjadfuje vyrok pFipisovany Pierru
Simonu de Laplaceovi: *, Ctéte Eulera, ¢téte Eulera, je to ucitel nds viech."*

Eulerovo dilo nema v matematice obdoby. Napsal 865 praci, od jednotlivych pojednani po rozsahlé
uebnice. Jeho dila se vyznaluji pfesnym vyjadfovanim a prehlednou symbolikou - dnesni zplisob
znaleni matematickych pojmi je témér stejny jako Euler(iv.

Jako prvni pouZzil pojem ,imagindrni ¢islo” pro druhou odmocninu ze zdporného ¢&isla. Zaved!
nap¥iklad ozna&eni f(x) pro funkci.

Jeho a Fermatovy price s obrovskymi prvotisly (v té dobé pro praktické aplikace nepouZitelné) jsou
dnes zdkladem alogritmi pro bezpe¢nou komunikaci na Internetu.

Bé&hem kariéry se Eulerovi zhorSil zrak, ke konci Zivota byl téméF slepy. Jeho slepota neméla
ale témé¥ zadny vliv na jeho produktivitu, kompenzoval ji svymi poctarskymi schopnostmi a
fotografickou paméti.

DalSsi vyroc¢i

Pierre Curie (15. kv&tna 1859, Pa¥iz, Francie — 19. dubna 1906, Pa¥iz)

Tyden 20.4. az 26.4.

Karl Ferdinand Braun, Michel Rolle, J. Robert Oppenheimer, Emilio G. Segre, Max Planck, Max
von Laue, Siméon Denis Poisson, Felix Klein,

Tyden 27.4. az 4.5.

Kurt Godel (28. dubna 1906, Brno — 14. ledna 1978, Princeton, USA) byl matematik rakouského
plvodu, ktery se stal jednim z nejvyznamnéjsich logikl v8ech dob. Vyznamné jsou i jeho pFispévky
ve fyzice a ve filosofii matematiky.

V roce 1931 publikoval dvé véty o nelplnosti axiomatickych formalnich systémi s aritmetikou.
Prostfednictvim téchto vé&t ukazal, Ze neni mozZné navrhnout soubor axiomi, které by byly
dostadujici pro zodpovézeni kaZzdé otazky, kterou lze klast a formulovat uvnit¥ formalniho systému
s aritmetikou. Tyto v&ty ukondily vice neZ padesatileté usili logikli a matematikl Gplné formali-
zovat matematiku: vzdy zlstanou nedokazatelna tvrzeni a navic neni mozno uvnit¥ axiomatického
systému dokdzat jeho bezespornost.

Godelilv vysledek znamenal zlom v matematice 20. stoleti, nebot ukdazal, Ze v principu nikdy
nebude moZné sestrojit polital a program, ktery by zodpovédél viechny matematické otazky.

Jako docent a pozdéji profesor na Institutu pokrocilych studii v Princetonu se intenzivné vénoval
filosofii a pod vlivem Alberta Einsteina, svého tamé&jsiho blizkého pfitele, i fyzice. Origindlnim
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zplGsobem obohatil Einsteinovu obecnou teorii relativity formulovanim a nalezenim kosmolo-
gického modelu rotujiciho vesmiru umoZiiujiciho cestovani ¢asem. Otev¥el tak dodnes neuzaviené
diskuse o tom, zda takové cestovani neodporuje fyzikalnim &i filozofickym principtim, pop¥. zda by
mohlo byt technicky realizovdno.

Stal se legendou pro své objevy a vyhleddvanou osobou, od niZ se olekavaly dalsi ptevratné
vysledky. To nemélo dobry vliv na plachého, uzavieného a peclivého aZ punti¢karského samotare,
kterym se postupné stal. Chatrné zdravi, které mu rodina pfipisovala, traumatizujici zaZitky z
obdobi nacismu i tlak na vykon ¢&lovéka s povésti génia se podepsaly na jeho psychosomatickych
potizich, které se stafim a odchodem vrstevnikil a blizkych pratel prohlubovaly.

Tyden 5.5. az 11.5.

Richard Phillips Feynman (11.5.1918 - 15.2.1988) americky fyzik, nositel Nobelovy ceny, profe-
sor Caltechu (California Institute of Technology, prestizni americké univerzity).
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Pro celé generace studentl Caltechu reprezentoval Feynman mnohem vic nez symbol velkého
fyzika a mimoradného uditele. Byl milovnikem Zertli, vasnivym hra¢em na bongo, vtipalkem,
recesistou, jenz s oblibou pfednasel o tom, jak otevirat zdmky a dostavat se pak do sejf.

Richard Feynman se stal legendou své doby. P¥ichdzel na origindIni ¥eSeni a nové zplsoby fy-
zikdIniho pohledu. Historickou se stala jeho ptedndska There's Always Room at the Bottom (Tam
dole je spousta mista) z roku 1959, p¥i niZ své kolegy Sokoval otdzkou: “Pro€ je¥t& neumime zapsat
v8ech dvacet &tyfi svazkl Encyklopedie Britanniky na Spendlikovou hlavicku?” V prednasce Feyn-
man nastinil moZnost manipulace s molekulami a atomy a poprvé prednesl vizi nanotechnologie.
Dnes je kazdoro¢né udélovana Feynmanova cena za nejvétsi prinos v tomto oboru.

Velmi Gsp&na byla Feynmanova autobiografie “Surely You're Joking, Mr. Feynman!” (“To snad
nemyslite vazné!"), kterd se v dob& svého vydani v USA dostala na v3echny seznamy bestsellerd.
Feynman zde s laskavym humorem vzpomind na léta, kdy studovat na MIT, na své plisobeni v Los
Alamos kde pracoval na vyvoji atomové bomby a také na pozdéjsi roky na Caltechu.

Na sklonku svého Zivota Feynman sehrdl vyznamnou dlohu v oficidlni komisi pro vySetfovani
katastrofy raketopldnu Challenger. Zplsob, jak v televiznim vysilani ndzorné predved! vliv nizkych
teplot na ztratu pruznosti t&€snéni nadrZe raketopldnu pomoci sklenice vody s ledem, byl skvélou
ukdzkou jeho fenomendlni schopnosti vysvétlit sloZité problémy co nejjednodussim zplisobem a
udélal z n&j medidlni hvézdu.

zdroje: http://www.techmania.cz, Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, Vol. 34 (1989)

Dalsi vyroci:

Allan McLeod Cormack, Gaspard Monge, Fresnel, Albert Abraham Michelson ( “V3echny diilezité
fyzikalni zdkony a skutenosti uZ jsme objevili. Jsou tak pevné dokazany, Ze je prakticky nemozné,
aby byly nahrazeny jinymi. .. Nase dalsi objevy uz budou spocivat pouze ve zptesiiovani Cisel nékde
na Sestém mist& za desetinnou &arkou.")

Tyden 12.5. az 18.5.

Jean Baptiste Joseph Fourier (21.3.1768 — 16.5.1830) byl francouzsky matematik a fyzik, ktery
se nejvice proslavil zkoumanim Fourierovych ¥ad a jejich aplikaci k problémdm toki tepla. Objevitel
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sklenikového efektu (1824). Fourier je jednim ze 72 vyznamnych muZd, jejichZ jméno je zapsano na
Eiffelové v&zi v Pa¥izi.
PouZil jako prvni dnedni zapis urcitych integrald.

One physical contribution in the book was the concept of dimensional homogeneity in equations;
i.e. an equation can be formally correct only if the dimensions match on either side of the equality;
Fourier made important contributions to dimensional analysis.

Hypothyroidismus: ZiZastnil se spolu s dals$imi védci Napoleonova taZzeni do Egypta. Tam zacal
trpét extrémni citlivosti na chlad, coZ plisobi paradoxné& s jeho pracemi o vedeni tepla.

‘began to suffer from a strange disease, whose main effect was to render him extremely sensitive
to cold. . . .caused him to wrap up in many layers of heavy clothing, and live in a highly heated room
from which he seldom ventured forth, even in summer heatwaves'. (Paul Strathern, Napoleon in
Egypt)

Fourier had been interested in the phenomenon of heat transfer from as early as 1802. It would
be anecdotal to think that his return to France's cold shores from Egypt was the cause, though
from accounts of his years in Isére, it is conceivable that he had contracted myxedema in Egypt; a
disease that would make life in the cold of the Jura mountains all but unbearable.

Dalsi

Pierre Francois Verhulst

(28. 10. 1804 — 15.2.1849)

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor

(3. bfezna 1845 Petrohrad, 6. ledna, 1918 Halle), byl vyznamny némecky matematik a logik. Defi-
noval redlna &isla! Dokdazal vétu dnes pojmenovanou po ném, kterd ¥ikd, Ze (silné zjednoduseno)
mnoZina v8ech podmnoZin dané mnoZiny obsahuje vice prvkl neZ pivodni mnoZina. To je celkem
ziejmé pro kone¢né mnoZiny, ale revolu¢nost této véty je v tom, Ze plati i pro nekone&né mnoziny. V
kone¢ném disledku to znamend, Ze existuje vice nekonelen neZ jedno. Dokdzal vétu, Ze pocet
bodii na Usetce je ,stejny " jako polet bodil ve &tverci resp. v krychli jakékoli (spotetné) dimenze.
Je to natolik paradoxni tvrzeni, Ze i sdm Cantor se svému ditkazu podivoval a napsal Dedekindovi:
Vidim to pted sebou, ale nemohu tomu uvéfit.

Daniel Bernoulli
(8. 2. 1700 - 17. 3. 1782) byl v Nizozemi narozeny 3vycarsky fyzik a matematik, zakladatel

hydrodynamiky. Je jednim z &lenl rodiny vyznamnych Svycarskych matematikd a fyzikd, syn
Johanna Bernoulliho. P¥i studiu horizontdlnich kmitli volné zavéSené nité vyresil tzv. Besselovu
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diferencidlni rovnici nultého ¥adu — jednu z prvnich diferencidlnich rovnic, ktera nema ¥eSeni v
mnoZziné elementarnich funkci (¥eSeni se hledd napfiklad ve tvaru souttu nekonegné ¥ady funkci).

Norbert Wiener

(26. listopadu 1894 — 18. bfezna 1964)

Christian Goldbach

(18.3.1690 — 20.11.1764)

Evariste Galois (25. 10. 1811 — 31. 5. 1832)
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