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1. [povinny]  (Jerold T. Hanh [1984], Tree volume and
biomass equations for the lake states.) Odhad pro objem
stromu v okoli jezera Michigan je dan vztahem

V = by + by D*H,

kde V' je brutto objem, D primér v Grovni prsou, H
uzitkova délka a by, by empirické koeficienty. Vyjadrete D
jako funkci ostatnich parametr(.

2. [14 bodii]  UvaZujme diferencialni operator
Lly] =y + a(x)y.

a) Dokazte, ze zadany operétor je linedrni.

b) Ukazte, jak se nami uvazovany operator chova
vzhledem k soucinu funkci, tj. jsou-li u a v funkce,
napiste, ¢emu se rovna L[uv]

c) Ukazte, jak se nami uvazovany operator chova
vzhledem k soucinu kostanty a funkce, tj. jsou-li C
konstanta a u funkce, napiste, ¢emu se rovna L[{Cu]

3. [6 bodi]

a) Napiste, obecny tvar diferencialni rovnice se
separovanymi proménnymi.

b) Jak pozndme, zda rovnice y' = f(z,y) je & neni
rovnice se separovatelnymi proménnymi. Napiste
efektivni nutnou a postacujici podminku na funkci
f, ktera zarudi, Ze uvazovana rovnice je rovnici se
separovanymi proménnymi.

4. [4 body] Napiste definici

a) parcialni derivace podle z,
b) parcidlni derivace podle y a
c) suprema mnoziny M.

5. [10 bodi]  Vyreste diferencialni rovnici
v +2 +y =21

6. [8 bodid] Vypocltéte dvojny integral // z2dzdy.
M
Mnozina M i funkce, ktera ji ohraniCuje, jsou na obrazku.

Pripadné body dilezité pro vypocet integrélu si
dopocditejte sami.
Y

\

7. [4 body] Vypocltéte obé parcialni derivace prvniho

¥adu funkce z = z/22 + 2

8. [4 body] Je dan autonomni systém
= x2 —y
y/ —r— y2

a jeho staciondrni bod [1, 1]. Uréete vlastni hodnoty
Jakobiho matice v tomto bodé a typ stacionarniho bodu.



1. [povinny] (Vyhlaska Ministerstva zemédélstvi ¢.
55/1999 Sb., o zpusobu vypoltu vyse (jmy nebo Skody
zplisobené na lesich 9) Skoda ze sniZeni prirtistu lesniho
porostu v dlsledku okusu zvéri nebo hospodarskymi zviraty
se vypocte podle vzorce

N
— ZK-2
5 N

kde S je rocni skoda ze snizeni pfiristu lesniho porostu
v disledku okusu zvéri nebo hospodarskymi zviraty, Z je
hodnota ro¢niho pfiristu podle skupin drevin uvedend v
priloze vyhlasky, K je koeficient vyjadfujici miru poskozeni
podle stupnl poskozeni, jehoz hodnota se urci podle pri-
lohy, N, je pocet poskozenych sazenic, maximalné vsak
1,3 nasobek minimalniho poctu a N je skutecny pocet je-
dincl, maximalné do vySe 1,3 ndsobku minimalniho poctu.
Pro spravné stanoveni a pripadnou opravu koeficientu K je
nutno umét tento koeficient vyjadrit jako funkci ostatnich
proménnych. Vypoctéte ze vzorce K.

2. [14 bodi]  Uvazujme diferencidlni operdtor prvniho
¥adu Lly| = v + a(z)y.

a) Dokazte, ze zadany operator je linearni.

b) Popiste, jak spolu souvisi feSeni nehomogenni a aso-
ciované homogenni lineadrni diferencialni rovnice. Jak
tuto souvislost vyuzivame pti hledani obecného reseni
LDR?

c) Ukazte, jak vlastnost popsand v predchozim bodé
vyplyvd z linearity.

3. [6 bodi] Napiste, jak pozndme zda funkce f(z,y)
dvou proménnych ma ve svém stacionarnim bodé (xg, yo)
lokdIni extrém a jaky.

4. [4 body] Napiste definici

a) parcialni derivace podle z,
b) parcidlni derivace podle y a
c) hrani¢niho bodu mnoziny M C R2.

5. [8 bodii]  Vyfteste diferencialni rovnici 3’ +1/ +2y = .

6. [8 bodd] Vypocltéte dvojny integral // xdxdy.
M
Mnozina M i funkce, ktera ji ohranicuje, jsou na obrazku.

Pripadné body dulezité pro vypocet integrdlu si dopocitejte
sami.
Y

A

7. [4 body]
funkce

Vypoctéte obé parcialni derivace prvniho radu

z=ax*In(z+y+1).

8. [6 bodd]  Je dan autonomni systém

x':x+y2—1
y=y'+y-—=

31
a jeho stacionarni bod 51 = [4, 2].
a) Urcete vlastni hodnoty Jakobiho matice v tomto
bodé a typ stacionarniho bodu 5.
b) Najdéte vSechny stacionarni body systému (Jakobiho
matici v téchto bodech jiz nezkoumejte).



1. [povinny] (http://cs.wikipedia.org/wiki/
Chézyho_rovnice) Chézyho rovnice je vztahem pro vy-
pocet rychlosti vody v otevieném koryté

v =CVRi,

kde v oznacuje rychlost, R hydraulicky polomér, ¢ sklon
cary energie a C' je Chézyho rychlostni soucinitel. Vyjadrete
R jako funkci proménnych v, C a i.

2. [12 bodi]

a) Napiste definici parcialnich derivaci funkce dvou pro-
ménnych f(x,z) podle x a podle y.

b) Napiste vzorec pro tenou rovinu ke grafu funkce
dvou proménnych z = f(x,y) v bodé (xg,yo)-

c) Napiste vzorec pro linearni aproximaci funkce dvou
proménnych z = f(x,y) v okoli bodu (zq, yo).

d) Zformulujte Schwarzovu vétu o smiSenych parcidl-
nich derivacich druhého fadu.

3. [4 body] Napiste, jak spolu souvisi lokalni extrémy
funkce dvou proménnych a parcidlni derivace (Fermatova
véta).

4. [8 bodid] NapiSte obecny tvar linedrni diferencidlni rov-
nice druhého fadu s konstantnimi koeficienty a rozepiste
vSechny pripady, jak volime dvé linedrné nezdvisla reSeni a
kdy jednotlivé pripady nastavaji.

5. [8 bodd]  Vyreste diferencialni rovnici

y/ + 2y — xZefo'

6. [8 bodi]

M
Mnozina M je ¢tvrtina jednotkového kruhu v prvnim kvad-
rantu (na obrazku).
Yy

Vypocltéte dvojny integrdl / xdxdy.

7. [4body] Vypoctéte obé parcidlni derivace prvniho fadu
funkce

VP

= - .
8. [6 bodd]  Je dan autonomni systém

v =z(x—vy)

y/ — xz + y2 _ 8
a jeho stacionarni bod S7 = [2,2].

a) Urcete vlastni hodnoty Jakobiho matice v tomto
bodé a typ stacionarniho bodu 5.

b) Najdéte vSechny stacionarni body systému (Jakobiho
matici v téchto bodech jiz nezkoumejte).



1. [povinny]  Objem vélce o vysce 30cm je 1l. Pfi zacho-
vani poloméru je nutno objem valce zvétsit o 15%. Jaka
musi byt vySka nového vélce, aby mél pozadovany objem?
Vzorce pro objem a povrch vélce o poloméru podstavy r a
vySce h jsou

V =7r?ha S =2nr(r+h).

2. [12 bodi]

a) Napiste definici parcialnich derivaci funkce dvou pro-
ménnych f(x,z) podle x a podle y.

b) Napiste vzorec pro hesian a velmi stru¢né popiste,
pri studiu jakych objektd jsme hesian pouzivali a k
emu.

c) Napiste vzorec pro Jacobiho matici a velmi stru¢né
popiste, pfi studiu jakych objektil jsme Jacobiho ma-
tici pouzivali a k ¢emu.

3. [4 body] Bud A neprazdna zdola ohraniéeni mnozina
redlnych Cisel. Definujte pojmy dolni zdvora mnoZiny A a
infimum mnoZiny A.

4. [8 bodi] Dvojny integral pocitdme prevodem na in-
tegral dvojnasobny. Za urcitych podminek je mozné jej
vypocitat jednoduseji, jako soucin dvou integrali funkce
jedné proménné. Zformulujte tyto podminky a zformulujte
prisluSnou vétu o prevodu dvojného integralu na soudin
dvou integrald funkce jedné proménné. (Jedna se o je-
den z dasledkd Fubiniovy véty. Napiste jenom tvrzeni véty,
odvozeni uvadéné na predndsce nepiste.)

5. [8 bodi]  Vyreste diferencialni rovnici

Y + y?ze® = 0.

6. [6 bodd] Vypoctéte dvojny integral // x siny dxdy.
M
Mnozina M je zaddna na obrdzku.

7. [6 bodd] Najdéte jeden libovolny stacionarni bod
funkce z = 2% + 22y® — 2z a rozhodnéte, zda v ném
nastava lokalni extréma jaky. (Staciondrni body jsou cel-
kem tfi. Staci najit a vysetfovat jeden libovolny z nich.)

8. [6 bodd]  Je dan autonomni systém

' =2 +y* -8
y/ — —:EQ + y2
a jeho stacionarni bod S7 = [2,2].

a) Urcete typ staciondrniho bodu S;. Nadrtnéte tvar
trajektorii typicky pro okoli stacionarniho bodu to-
hoto typu.

b) Najdéte i vSechny dal$i stacionarni body systému.
Jejich typ nezkoumejte.



1. [povinny]  Hmotnost tatranek se po zavedeni nové
sazby DPH zmensila ze 40 gram na 33 grami. O kolik to
je procent? (Numericky dopoditavat nemusite.)

2. [5 bodi]

a) Napiste rovnici pro te€nou rovinu ke grafu funkce

z = f(xvy) v bodé (x07y0)'
b) Napiste vzorec pro jeden krok velikosti i Eulero-

vou metodou pro po&ate¢ni Glohu ' = f(z,y),
y(xo) = Yo
3. [6 bodti] Bud Lly] = v + a(x)y linedrni diferencidlni

operator prvniho fadu. Zapiste pomoci tohoto operatoru
nasledujici vyroky

a) w1 je fedenim rovnice y' + a(x)y = sin(z).
b) ys je FeSenim rovnice y’ +a(z)y = 0.

Jak musi vypadat prava strana diferencidlni rovnice, aby
jednim z FeSeni byla

c) funkce y; + 2y

d) funkce 2y; + y2

4. [12 bodi] VypisSte typy stacionarnich bodl auto-

nomnich systémi a ke kazdému typu pfipojte obrazek za-
chycujici typicky tvar trajektorii a jak vypadaji vlastni Cisla
v tomto bodé. Pokud pro dany typ staciondrniho bodu
existuje stabilni a nestabilni varianta, uvaZujte kazdou z
téchto variant samostatné.

5. [10 bodi]  Vyreste diferencidlni rovnici
y" + 2y +y = dxe”.

Ndvod: partikularni feseni hledejte ve tvaru y, = (ax+0b)e”

6. [4 body] Vypoctéte dvojny integral

//M(yc2 + y?)dzdy.

Mnozina M je zaddna na obrazku.
)

7. [8 bodid] Najdéte vSechny tfi stacionarni body funkce
z = 22 —zy? +x a rozhodnéte, zda v nich nastavaji lokalni

extrémy a jaké.

8. [5 bodi]  Je ddn autonomni systém

:x‘—y

x/
Yy =-3x+y*+2

a jeho staciondrni bod S; = [2, 2]. Urlete typ stacionarniho
bodu Sl.



1. [povinny]  Maximalni napéti 7 ve smyku je pfi dimen-
zovani nosniku dano vzorcem

kde F, je sila a d jeden z rozmérl. Pro zadané F;, a 7 je
nutno uréit d. Vyjadrete z rovnice d jako funkci promén-
nych F, a 7.

2. [12 bodti]  Bud L[y] = v’ + a(x)y linearni diferencialni
operator prvniho radu.

a) Dokazte, Ze je opravdu linedrni. Tj bud dokazte, ze
zachovava linarni kombinaci funkci, nebo Ze zacho-
vava soucet funkci a nasobek konstantou.

b) Ukazte, jak z vlastnosti v predchozim bodé vyplyva,
Ze nasobek Feseni homogenni linearni diferencialni
rovnice prvniho radu ja také feSenim této rovnice.

c) Ukazte, jak z vlastnosti v prvnim bodé vyplyva, ze
soucet feSeni dané nehomogenni LDR prvniho fadu a
asociované homogenni rovnice je feSenim uvazované
nehomogenni rovnice.

3. [5 bodii] V nékterych specializovanych pfipadech je
mozZno zapsat dvojny integral jako soucin dvou jednodu-
chych integrélti. Charakterizujte tyto pripady. Presnéji: na-
piste, jak musi vypadat integracni oblast, jak musi vypadat
integrovana funkce a jak vypada vysledny vzorec.

5. [6 bodd]  Napiste

a) definici parcialni derivace funkce z = f(z,y) podle
yy

b) vzorec pro te¢nou rovinu ke grafu funkce z = f(z,y)
v bodé (0, y0).

6. [5 bodid] Vypocltéte dvojny integral

//M(x2 + y?)dzdy.

Mnozina M je zaddna na obrazku.

4. [10 bodd]  Vyreste diferencialni rovnici

y + 2y = e”.

Yy
1
M
T
1
7. [7 bodd] Pro funkce f(z,y) = 2z¢” Y a
22 + 42
g= Y vypocCtéte nasledujici tfi parcidlni derivace:
va—1 '
for Sty 9y

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

$2—y

¥ =
y = —x 2% — 1

a jeho staciondrni bod S; = [1, 1]. Urlete typ stacionarniho
bodu S;.



1. [povinny]  Pf¥i zkoumani proudéni v otevieném koryté
se pouziva Froudeho ¢islo F', dané vzorcem

v
Vgh'

kde v, g a h jsou pFislusné fyzikalni veli¢iny nebo konstanty.
Vyjadrete z této rovnice veli¢inu h.

2. [6 bodti] Bud Lly] = v + a(x)y linedrni diferencidlni
operator prvniho radu.

DokaZte, Ze je opravdu linedrni. Tj bud dokaZte, Ze zacho-
vava linarni kombinaci funkci, nebo Ze zachovava soucet
funkci a nasobek konstantou.

3. [6 bodii] Napiste, jak pozndme zda funkce f(x,y)
dvou proménnych ma ve svém stacionarnim bodé (z¢, yo)
lokalni extrém a jaky.

4. [12 bodd]  Napiste

a) Definici parcidlni derivace funkce z = f(z,y) podle
Y.

b) Vzorec pro te¢nou rovinu ke grafu funkce z = f(z,y)
v bodé (z9, yo).

c) Obecny tvar diferencidlni rovnice se separovanymi
proménnymi.

d) Kritérium, které umozfiuje uréit, zda rovnice y' =
©(x,y) je & neni rovnici se separovanymi promén-
nymi.

5. [10 bodi]  Vyreste diferencialni rovnici
y +2xy = x.

Navod: Pfi vypoctu vyuZijte jeden z integral(i na dolni
strané této stranky.

6. [5 bodi] Vypocltéte dvojny integral

// xdzdy.
M

Mnozina M je zadana na obrazku.
Y

DO |
l\?i—\J2

7. [6 bodi]  Pro funkci f(z,y) = z2In(1 — 2% — ?)
vypoctéte obé parcidlni derivace prvniho Fadu.

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

r=x—-y-1
y/:x2_y2_3

a jeho staciondrni bod S7 = [2, 1]. Urcete typ stacionarniho
bodu 5.



1. [povinny]  (Vyhldska Ministerstva zemédélstvi ¢&.
55/1999 Sb., o zpisobu vypoctu vyse (jmy nebo Skody
zplisobené na lesich 9) Skoda ze sniZeni prirfistu lesniho
porostu v dlsledku okusu zvéri nebo hospodarskymi zviraty
se vypocte podle vzorce

N
— ZK-2
5 N

kde S je rocni Skoda ze snizeni pfiriistu lesniho porostu
v dlsledku okusu zvéfi nebo hospodarskymi zviraty, Z je
hodnota rocniho pfiriistu podle skupin dfevin uvedena v
priloze vyhlasky, K je koeficient vyjadfujici miru posko-
zeni podle stupni poskozeni, jehoz hodnota se urci podle
prilohy, INV,, je pocet poSkozenych sazenic, maximalné vsak
1,3 nasobek minimalniho poctu a N je skutecny pocet je-
dincl, maximalné do vySe 1,3 ndsobku minimalniho poctu.
Pro spravné stanoveni a pripadnou opravu koeficientu K je
nutno umét tento koeficient vyjadrit jako funkci ostatnich
proménnych. Vypoctéte ze vzorce K.

2. [14 bodd]  Uvazujme diferencidlni operdtor prvniho
¥adu Lly| = v + a(z)y.

a) Dokazte, ze zadany operator je linearni.

b) Popiste, jak spolu souvisi feSeni nehomogenni a aso-
ciované homogenni lineadrni diferencialni rovnice. Jak
tuto souvislost vyuzivame pti hledani obecného reseni
LDR?

c) Ukazte, jak vlastnost popsand v predchozim bodé
vyplyvd z linearity.

3. [6 bodii] Napiste, jak pozndme zda funkce f(x,y)
dvou proménnych ma ve svém stacionarnim bodé (z¢, yo)
lokdIni extrém a jaky.

4. [4 body] Napiste definici

a) parcialni derivace podle z,
b) parcidlni derivace podle y a
c) hrani¢niho bodu mnoziny M C R2.

5. [8 bodii]  Vytedte diferencialni rovnici 3’ +1/ +2y = .

6. [8 bodi] Vypoltéte dvojny integral // xdxdy.
M
Mnozina M i funkce, kterd ji ohranicuje, jsou na obrazku.

Pripadné body dulezité pro vypocet integralu si dopocitejte
sami.
Yy

N

7. [4 body]
funkce

Vypoctéte obé parcialni derivace prvniho fadu

z=a*In(z+y+1).

8. [6 bodd]  Je dan autonomni systém
/
T =zy—2
Y =3r+y—>5

a jeho staciondrni bod S; = [1,2].

a) Urcete vlastni hodnoty Jakobiho matice v tomto
bodé a typ stacionarniho bodu 5.

b) Najdéte vSechny stacionarni body systému (Jakobiho
matici v téchto bodech jiz nezkoumejte).



1. [povinny]  Objem vilce je nutno zvétsit o 20% pfi za-
chovani vysky. O kolik procent (nebo kolikrat) je nutno
zvétsit polomér podstavy, abychom dosahli potrebného

objemu. Vzorce pro objem a povrch valce o poloméru pod-
stavy r a vysce h jsou

V =7r?ha S =2nr(r+ h).

2. [6 bodi]

a) Napiste definici parciadlnich derivaci funkce dvou pro-
ménnych f(x,y) podle z a podle y.

b) Napiste rovnici teéné roviny ke grafu funkce z =
f(z,y) v bodé& (z0, o).

3. [10 bodii]  Diferencialni rovnice.

a) Definujte pojem wronskian linedrni diferencidlni rov-
nice druhého ¥adu a popiste, k ¢emu se pouziva.

b) Trénovanim znalostnich testl je mozné test napsat
nejvySe na Ymax = 200 bodi. Karel dnes napsal
test na y(0) = 120 bodl a zalne testy trénovat.
V den ¢ napiSe test na y(t) bodl. Rychlost uleni
(tj. rychlost s jakou roste jeho bodovy zisk z testl
y(t)) je pfimo imérnad hodnoté, kterd Karlovi chybi
do maximdlniho mozného bodového zisku a neprimo
amérnd Casu t (zapomindni apod.). Sestavte diferen-
ciadlni rovnici modelujici Karlovo uceni, tj. sestavte
diferencidlni rovnici pro y(t).

4. [8 bodi] Dvojny integral poclitdme prevodem na in-
tegral dvojnasobny. Za urcitych podminek je mozné jej
vypocitat jednoduseji, jako soucin dvou integrali funkce
jedné proménné. Zformulujte tyto podminky a zformulujte
prislusnou vétu o prevodu dvojného integralu na soudin
dvou integralt funkce jedné proménné.

5. [8 bodil]  Vyreste diferencialni rovnici

2

Y+ ytze™™ =0.

6. [6 bodd] Vypocltéte dvojny integral // xy dzdy.
M
Mnozina M je zaddna na obrazku.
Yy

y=a°

/ 1

7. [6 bodd] Najdéte vSechny straciondrni body funkce
z = 2® + 6zy + y* a rozhodnéte, zda v nich jsou nebo
nejsou lokalni extrémy.

8. [6 bodid]  Je dan autonomni systém

' =2 —y*+8
y/ _ 2.’17 _ y2
a jeho staciondrni bod S; = [2, 2].

a) Urlete typ staciondrniho bodu S;. Naértnéte tvar
trajektorii typicky pro okoli stacionarniho bodu to-
hoto typu.

b) Najdéte i vSechny dalsi stacionarni body systému.
Jejich typ nezkoumejte.



1. [povinny]  Je jedno jestli cenu vyrobku zvysime nejprve
o 10 procent pavodni ceny a poté o 5 procent nové ceny,
nebo jestli budeme postupovat naopak, nejprve zdrazime
o 5 procent plivodni ceny a poté o 10 procent ceny nové?
Jaka bude v jednotlivych pfipadech vysledna cena? (O kolik
procent nebo kolikrat bude vys$si nez pivodni cena?)
Navod: ,,0 15 procent vyssi cena. NEN/ spravnd odpovéd.
Je spravna pouze priblizné. Zajima mne presny vysledek a
Jjak se k nému dojde.

2. [12 bodi]

a) Napiste definici parcialnich derivaci funkce dvou pro-
ménnych f(x,z) podle z a podle y.

b) Napiste vzorec pro te¢nou rovinu ke grafu funkce
dvou proménnych z = f(x,y) v bodé (xq,yo)-

c) Napiste vzorec pro linearni aproximaci funkce dvou
proménnych z = f(x,y) v okoli bodu (z¢, yo)-

d) Napiste podminku, ktera zarudi, Ze rovnici f(x,y) =
0 je v okoli bodu [xg,yo] vyhovujiciho této rovnici
definovana prdvé jedna spojitd funkce y = g(x). Na-
piste, jak bude vypadat derivace ¢'(xo).

3. [8bodd] Napiste obecny tvar homogenni linearni dife-
rencialni rovnice druhého Fadu s konstantnimi koeficienty a
rozepiste vsechny pripady, jak volime dvé linedrné nezavisla
feSeni a kdy jednotlivé pfipady nastavaji.

4. [5 bodi] Jaké podminky musi spliovat funkce f aby
pocatecni Gloha

vy =f2y),  ylzo) =
méla

a) fedeni, (Peanova véta)

b) pravé jedno feseni.

5. [6 bodi]  Urcete parcidlni derivace podle = nasleduji-
cich funkci (derivace uz nemusite upravovat)

a) z=a?+y?sin(z? + 1?)

b) z= Le2e

6. [10 bodii] Najdéte obecné feseni nehomogenni linearni
diferencidlni rovnice druhého fadu

y”nyquy:IJ

7. [5 bodi]  Dvojny integral funkce f(x,y) pfes mnozinu
M zapiste jako dvojnasobny pro obé mozna poradi inte-
grace.

Yy

AN

y=1—=zx

(Prase&iky na osdch si dopoéitejte sami.)

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

¥ =x—-2y+2
y/ _ x2 o y2
a jeho staciondrni bod S; = [2,2]. Urlete typ stacionar-

niho bodu S1. Nacrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli
stacionarniho bodu tohoto typu.



1. [povinny]  Ohybovy moment prostého nosniku je dan
vzorcem )
M = —qIL*.
8(1

Vyjadrete z tohoto vzorce veli¢inu L (délka nosniku).

2. [10 bodd]  Pro linearni diferencialni operator prvniho
fadu L[y] = ¢ + a(z)y

a) dokazte, ze je linedrni,

b) jsou-li u a v diferencovatelné funkce, odvodte vztah
pro L[u - v].

3. [10 bodi]

a) Napiste definici parcidlni derivace funkce f(z,v)
podle x a podle y.

b) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z =
f(@,y) v bod& (20, yo0).

c) Napiste nutnou a postalujici podminku pro to, aby
bylo mozno diferencidlni rovnici

y' = o(z,y)
feSit pomoci separace proménnych, tj. aby bylo
mozno funkci ¢(x,y) zapsat ve tvaru ¢(z,y) =

f(@)g(y).

4. [8 bodd] Ropna skvrna ve tvaru kruhu se na hladiné Siri
tak, ze polomér r roste rychlosti, kterd je nepfimo imérna
obsahu S. Sestavte diferencialni popisujici zavislost polo-
méru r na Case t a najdéte jeji obecné reseni.

5. [5 bodi]  Je déna funkce z = 2% + 2zy + ¢ a jeji
2 2
stacionarni bod 3’ 3} . Ma funkce v tomto bodé lokalni

extrém? Jaky?

6. [6 bodd] Najdéte obecné feseni nehomogenni linearni
diferencidlni rovnice druhého fadu

y//+y — 62:(:

7. [6 bodd] Najdéte kritickou cestu v nasledujicim grafu.
2 —> —>
/' ; 577
3
\

@

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

=2 trty—1
Y =y —x+2

a jeho staciondrni bod S; = [1, —1]. Urlete typ stacionar-
niho bodu S;. Nadrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli
stacionarniho bodu tohoto typu.



1. [povinny]  Kvadraticky stfedni pramér (QMD, qua-
dratic mean diameter) je veli¢ina pouzivana v lesnictvi

k charakterizaci skupiny strom(. Je dan vzorcem

B

kde @ je kvadraticky stfedni primér, B je bazalni plocha,
n pocet strom( a k konstanta. Vyjadrete z tohoto vzorce
veli¢inu n.

2. [12 bodi]

a) Napiste definici parcidlni derivace funkce f(z,y)
podle x a podle y.

b) Napiste rovnici teéné roviny ke grafu funkce
z = f(x7y) v bodé (53072/0)-

c) Napiste definici gradientu funkce z = f(x,y) a jeho
geometricky vyznam. (Jak souvisi s vrstevnicemi?).

d) Jaké je tvrzeni Schwarzovy véty (o derivacich dru-
hého Fadu)? Predpoklady véty vypisovat nemusite.

3. [8 bodi]

a) Napiste obecny tvar diferencidlni rovnice se separo-
vatelnymi proménnymi.

b) Napiste obecné, jak hleddme konstantni FeSeni této
rovnice.

c) Napiste obecné, jak hleddme nekonstatni feseni této
rovnice.

4. [5 bodi]  Zformulujte Fermatovu vétu (uddva sou-
vislost mezi prvnimi derivacemi a lokalnimi extrémy) pro
funkci dvou proménnych.

5. [5 bodi]  Pro funkci z = 2 In(x? + y* 4+ 1) vypoltéte
parcialni derivace
oz oy

6. [6 bodd]  Vyreste diferencidlni rovnici

y" + 2y — 4y = 6z

7. [9 bodli] Vypoctéte dvojny integral // 2ydxdy.
M

Mnozina M i funkce, ktera ji ohranicuje, jsou na obrazku.
Pripadné body dulezité pro vypocet integralu si dopocitejte
sami.

Yy

N

yzl—x?’

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

o= trty—1
Yy =y —x+2
a jeho staciondrni bod S = [1, —1]. Urcete typ stacionar-

niho bodu S7. Nacrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli
staciondrniho bodu tohoto typu.



1. [povinny]  (Jerold T. Hanh [1984], Tree volume and
biomass equations for the lake states.) Odhad pro objem
stromu v okoli jezera Michigan je dan vztahem

V = by + by D*H,

kde V je brutto objem, D primér v Grovni prsou, H uzit-
kova délka a by, by empirické koeficienty. Vyjadrete D jako
funkci ostatnich parametru.

2. [12 bodi]

a) Napiste definici parcidlni derivace funkce f(z,y)
podle z.

b) Napiste rovnici teéné roviny ke grafu funkce
z = f(z,y) v bodé (x,y0).

c) Napiste definici gradientu funkce z = f(z,y) a jeho
geometricky vyznam. (Jak souvisi s vrstevnicemi?).

d) Napiste podminku, ktera zarudi, Ze rovnici f(x,y) =
0 je v okoli bodu [xg,yo] vyhovujiciho této rov-
nici implicitné definovana pravé jedna spojita funkce
y = g().

3. [8 bodd]  Uvazujme diferencialni operator prvniho radu
Lyl =y + a(x)y.

a) Napiste, co rozumime tim kdyz tvrdime, ze zadany
operator je linearni. (Linearitu dokazovat nemusite.)

b) Popiste, jak spolu souvisi feSeni nehomogenni a aso-
ciované homogenni linearni diferencidlni rovnice.

c) Ukazte, jak vlastnost popsand v predchozim bodé
vyplyva z linearity.

4. [5 bod]  Zformulujte Fermatovu vétu (udava sou-
vislost mezi prvnimi derivacemi a lokalnimi extrémy) pro
funkci dvou proménnych.

5. [6 bodi]  Pro funkci z = z* 4+ y* — 4zy + 30 a bod
[1,1] zjistéte, zda se jednd o staciondrni bod této funkce a
urcete, zda v tomto bodé funkce ma lokalni extrém a jaky.

6. [5 bodd]  Vyreste diferencidlni rovnici
y'+2y — 6y =5
7. [9 bodi] Vypoctéte dvojny integral

//M z(x? + y*)dzdy.

Mnozina M je ¢tvrtina jednotkového kruhu v prvnim kvad-
rantu (na obrazku).
)

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

=2 trty—1
y =y —z—y

a jeho stacionarni bod S; = [0, 1]. Urlete typ stacionar-
niho bodu S;. Nadrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli
stacionarniho bodu tohoto typu.



1. [povinny]  Ohybovy moment prostého nosniku je dan

vzorcem

1
M = —qL?.
8q

Veli¢ina L (délka nosniku)se zmensi o 10%. O kolik procent
se zmensi M.

2. [10 bodd]  Pro linearni diferencialni operator prvniho
fadu L[y] = ¢ + a(z)y

a) dokazte, ze je linedrni,
b) popiste, jak spolu souvisi feSeni rovnic

3. [10 bodi]

a) Napiste definici parcidlni derivace funkce f(z,y)
podle x a podle y.
b) Napiste definici gradientu a divergence. U funkci

f(z,y) = 22 +ay+y°, F(z,y) = (2> +y, 2z+y°)

vypocCtéte gradient a divergenci ve vSech pripadech,
kdy je tato operace definovana.

c) Napiste nutnou a postacujici podminku pro to, aby
bylo mozno diferencidlni rovnici

Yy = o(z,y)
feSit pomoci separace proménnych, tj. aby bylo
mozno funkci (z,y) zapsat ve tvaru p(z,y) =

f(@)g(y).

4. [5 bodi] Je dana funkce z = 2® + 2zy + y* a jeji
2 2
stacionarni bod 3’ —3} . Ma funkce v tomto bodé lokalni

extrém? Jaky?

5. [8 bodi]  Dvojny integrdl pocitdme prevodem na in-
tegral dvojnasobny. Za urcitych podminek je mozné jej
vypocitat jednoduseji, jako soucin dvou integrali funkce
jedné proménné. Zformulujte tyto podminky a zformulujte
prislusnou vétu o prevodu dvojného integralu na soucin
dvou integrall funkce jedné proménné.

6. [6 bodi] Najdéte obecné feSeni nehomogenni linearni
diferencialni rovnice

2
v+ oy=ve

7. [6 bodd] Na druhé strané papiru je nareslen graf a
zacdtek reseni, kdy pomoci Dijkstrova algoritmu hleddme
v grafu délku nejkratsi cesty z A do Z.

o Vysvétlete strucné a heslovité, ale dostate¢né po-
drobné, jak budou vypadat dalsi dva kroky tohoto al-
goritmu (jak budou vynikat dalsi dva ¥adky tabulky)

e Napiste délku nejkratsi cesty. (Nemusite pracovat
Dijkstrovym algoritmem az do konce. V pfipadé jed-
noduchého grafu v zadani je mozno najit vysledek
prostym okem.)

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém
d=x+y>—1
v =a@y+1)

a jeho stacionarni bod S; = [2, —1].
a) Urcete typ stacionarniho bodu Si.

b) Nadrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli staciondr-
niho bodu tohoto typu.

c) Najdéte dal$i stacionarni body, jejich typ uz neu-
réujte.



Délka nejkratsi cesty z bodu A do bodu Z - popiste struc¢né ale vystizné dalsi 2 kroky Dijkstrova
algoritmu (jak dostaneme dalsi dva radky). jak dlouhé je nejkratéi cesta z bodu A do bodu Z?

H
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1. [povinny]  Prahyb police Ize vypocitat ze vzorce

4
ql
ol
TTVEr
kde jenotlivé proménné oznacuji geoemtrické nebo fyzikalni
charakteristiky. Vypoctéte odsud [ jako funkci zbylych pro-

ménnych a parametr(.

2. [10 bodi]  Staciondrni bod. Pojem stacionarni bod
jsme pouzivali ve dvou rliznych kontextech.

a) Definujte pojem staciondrni bod funkce f(x,y) a na-
piste, jak souvisi s lokalnimi extrémy (zformulujte
Fermatovu vétu).

b) Definujte pojem staciondrni bod autonomniho sys-
tému

a' = f(x,y)
Y =g(z,y)

a napiste, jak souvisi s trajektoriemi autonomniho
systému.

3. [10 bodd]  Parcidlni derivace.

a) Napiste definici parcidlni derivace funkce f(z,vy)
podle x a podle y.
b) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z =

f(z,y) v bod& (z0,yo).
c) Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z =

22+ 2 v bodé (1,2).
Y

d) Napiste nutnou a postacujici podminku pro to, aby
bylo mozno diferencidlni rovnici

y = p(x,y)

feSit pomoci separace proménnych, tj. aby bylo
mozno funkci (z,y) zapsat ve tvaru p(z,y) =

f(@)g(y).

4. [5 bodd] Vyfreste rovnici

y//_4y:x2+1

5. [8 bodi]  Popiste stru¢né alespon jednu z numerickych
metod slouZicich pro feseni pocatecni dlohy
v =flz,y),  y(zo) = wo
s krokem h.
6. [6 bodd] Dvojny integral

// rdxdy
M

zapiste jako dvojnasobny pro obé€ mozna poradi integrace.
Vyberte si jednu z moznosti a dopoditejte integral do

konce.
Y

SN—

-

yzllez3

(Priseiky na osdch si dopoditejte sami.)

7. [6 bodd] Na druhé strané papiru je nareslen graf pro
hledani kritické cesty. Naleznéte tuto cestu.

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém
¥ =5—-x— y2

a jeho stacionarni bod S; = [1,2].
a) Urcete typ stacionarniho bodu 5.

b) Nadrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli stacionar-
niho bodu tohoto typu.

c) Najdéte dalsi staciondrni body, jejich typ uz neu-
réujte.






1. [povinny]  Maximalni napéti 7 ve smyku je pfi dimen-
zovani nosniku dano vzorcem
4F,
T =
wd?’

kde F, je sila a d jeden z rozmérli. Pro zadané F, a 7 je
nutno uréit d. Vyjadrete z rovnice d jako funkci promén-
nych F, a 7.

2. [12 boda] Bud L[y] = 3/ + a(x)y linedrni diferencilni
operator prvniho radu.

a) Dokazte, Ze je opravdu linedrni. Tj bud dokazte, ze
zachovava lindrni kombinaci funkci, nebo Ze zacho-
vava soucet funkci a nasobek konstantou.

b) Ukazte, jak z vlastnosti v predchozim bodé vyplyva,
Ze nasobek Feseni homogenni linearni diferencialni
rovnice prvniho fadu ja také fesenim této rovnice.

c) Ukazte, jak z vlastnosti v prvnim bodé vyplyva, ze
soucet Feseni dané nehomogenni LDR prvniho fadu a
asociované homogenni rovnice je feSenim uvazované
nehomogenni rovnice.

3. [5 bodii] V nékterych specializovanych pfipadech je
mozZno zapsat dvojny integral jako soucin dvou jednodu-
chych integrélti. Charakterizujte tyto pripady. Presnéji: na-
piste, jak musi vypadat integracni oblast, jak musi vypadat
integrovana funkce a jak vypada vysledny vzorec.

4. [10 bodd]  Vyreste diferencialni rovnici

, 1
y——y=1
€T

5. [6 bodd]  Napiste

a) definici parcialni derivace funkce z = f(z,y) podle
Y,

b) vzorec pro te¢nou rovinu ke grafu funkce z = f(z,y)
v bodé (z, y0)-

6. [5 bodi] Vypoctéte dvojny integral

//M(x2 + y?)dzdy.

Mnozina M je zadana na obrazku.

Y
1
M
x
1
7. [7 bodd] Pro funkce f(z,y) = 2z¢” Y a
2
z Yy vy ‘ v S
g(z,y) = vypoltéte nasledujici tfi parcidlni de-
va—1
rivace:
!/ / /
f$7 fy7 gy
8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém
r=1- y
x
2
y=1-L
x

a jeho staciondrni bod S; = [1,1]. Uréete typ stacionar-
niho bodu 57 a nakreslete jak typicky vypadaji trajektotie
v okoli bodu takového typu.



1. [povinny]  Hmotnost tatranek se po zavedeni nové
sazby DPH zmensila ze 40 gram na 33 grami. O kolik to
je procent? (Numericky dopoditavat nemusite.)

2. [7 bodii]

a) Napiste rovnici pro te€nou rovinu ke grafu funkce
z = f(xvy) v bodé (x07y0)'

b) Napiste (pouzitim parcialnich derivaci prvniho a dru-
hého fadu) postalujici podminku pro to, aby funkce
f(x,y) méla v bodé (z,yp) lokdlni minimum.

3. [7 bodd] Bud L[y] = y' + a(z)y linearni diferenci-
alni operator prvniho Fadu a y; o diferencovatelné funkce.
Zapiste pomoci tohoto operatoru nasledujici vyroky

a) i je fedenim rovnice y' + a(x)y = sin(z).
b) o je feSenim rovnice ' + a(z)y = 0.

Jak musi vypadat prava strana diferencialni rovnice uvazo-
vané v krocich a) a b), aby jednim z feSeni byla

c) funkce y; + 3y
d) funkce 2y; — yo

Obé odpovédi struéné zdivodnéte.

4. 9bodi] Vypiste typy staciondrnich bod(i autonomnich
systémui a ke kazdému typu pripojte informaci jak vypadaji
vlastni ¢isla v tomto bodé a obrazek zachycujici typicky
tvar trajektorii v okoli takového bodu. Pokud pro dany typ
staciondrniho bodu existuje stabilni a nestabilni varianta,
uvazujte kaZdou z téchto variant samostatné. Uvazujte
Jjenom pripady, kdy vlastni Cisla maji nenulovou redlnou
cast.

5. [9 bodd]  Vyreste diferencidlni rovnici

y//+y/_y:x2+$_1.

6. [5 bodii] Vypoctéte dvojny integral

/ /M(m2 + y?)z dzdy.

Mnozina M je zadana na obrazku.
Y

7. [8 bodd] Na zadni strané je Ctyrikrdt namalovany
stejny graf. Znazornéte reseni kazdé z nasledujicich Gloh.

a) Nakreslete minimalni kostru.
b) Nakreslete jinou minimalni kostru nez v bodé a)

c) Nakreslete minimalni kostru s jinym souc¢tem hranovych
ohodnoceni, nez v bodé a)

d) Nakreslete minimalni kostru s jinym poctem hran, nez
v bodé a)

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém

/
r=x—y
/

3
Y =—gu’+yt 42

a jeho staciondrni bod S = [2, 2]. Urlete typ stacionarniho
bodu S;.

Vytvoreno s podporou projektu Prifezova inovace studijnich programi Lesnické a drevarské fakulty MENDELU v Brné
(LDF) s ohledem na discipliny spoleéného zékladu http://akademie.ldf.mendelu.cz/cz (reg. ¢. CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za
prispéni finandich prostfedk EU a statniho rozpoctu Ceské republiky.






1. [povinny]  Kvadraticky stfedni pramér (QMD, qua-
dratic mean diameter) je veli¢ina pouzivana v lesnictvi
k charakterizaci skupiny strom(. Je dan vzorcem

B

kde @ je kvadraticky stfedni primér, B je bazalni plocha,
n pocet strom( a k konstanta. Vyjadrete z tohoto vzorce
veli¢inu B.

2. [12 bodd] Bud L[y] = v’ + a(x)y linedrni diferenci-
alni operator prvniho fadu a u,v,y1,ys diferencovatelné
funkce.

a) Odvodte vztah pouzivany pfi variaci konstant, tj.
ukaZzte ze plati

Luv] = vL[u] + uv'.
Zapiste pomoci operatoru L vyroky

b) w1 je feSenim rovnice y' + a(x)y = sin(z),
c) o je FeSenim rovnice 3’ + a(z)y = cos(x).

Sestavte na zdkladé téchto informaci a s pouzitim funkci
a(z), sin(z), cos(x), yi(z), y2(x) diferencidlni rovnici,
jejimz reSenim je

d) funkce 2y,
e) funkce y1 — y2
f) funkce y1.y2

Odpovédi stru¢né zdivodnéte nebo podporte stru¢nym
vypoctem.

3. [8 bodii]

a) Napiste obecny tvar diferencidlni rovnice se separo-
vatelnymi proménnymi.

b) Napiste obecné, jak hleddme konstantni FeSeni této
rovnice.

c) Napiste obecné, jak hleddme nekonstatni feSeni této
rovnice.

4. [5 bodd] Napiste

a) definici parcidlni derivace funkce f(z,y) podle z,
b) rovnici pro linedrni aproximaci funkce z = f(x,y) v
okoli bodu (z9, yo).

5. [6 bodii]  Pro funkci z = 23 + 33 + 6y a bod [-2, —2]
ukaZte, Ze se jedna o stacionarni bod funkce a rozhodnéte,
zda v tomto bodé ma funkce lokalni extrém a jaky.

6. [6 bodi] Najdéte obecné fesSeni diferencidlni

xy + 2y = 6x.

7. [8 bodi] Vypoctéte dvojny integral // 4dydzdy.
M

Mnozina M i funkce, kterd ji ohraniéuje, jsou na obrazku.
Pripadné body dulezité pro vypocet integralu si dopocitejte
sami.

yz:v?’—{—l

/ T

8. [5 bodd]  Je dan autonomni systém
1
P=a2?— - -3
)
y/ = — 2y2

a jeho stacionarni bod S = [2, 1]. Dokazte, ze se skute¢né
jednd o stacionarni bod a urcete typ tohoto stacionarniho
bodu S. Nacrtnéte tvar trajektorii typicky pro okoli staci-
ondrniho bodu tohoto typu.



