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Motivace — obsah plochy pod k¥ivkou

P¥edpoklddejme, Ze funkce f je nezdporna a spojita na intervalu (a,b).
Jaky je obsah rovinné mnoziny ohranitené grafem funkce y = f(z),
osou z a pfimkami x =a a x = b?
Obsah této mnoziny mizeme pfiblizn& vypotitat pomoci soutu obsahii obdélniki
takto:
@ Interval (a,b) rozd&lime na n&kolik podintervalli — kaZdy z té&chto
podintervalil tvo¥i zdkladnu obdélnika.
© Z kaZdého podintervalu vybereme libovolny bod — hodnota funkce f v
tomto bodé& uréuje vysku obdélnika.
© Urcime obsahy vSech takto ziskanych obdélnikli a se¢teme.

&im v&tsi bude polet obdélniki).

Hledany obsah plochy je tedy roven limit& souétu obsahil téchto obdélniki, pokud
se délky z3kladen viech obdélnikl bli%i k nule (a poet obdélnikli se blizi
nekoneZnu).

Takovou limitu Ize definovat i pro obecngjsi funkce (nejen nezdporné a spojité) a
nazyva se urcity integral.
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Konstrukce urcitého integralu

Necht f je funkce, kterd je definovand a ohrani€end na intervalu (a,b).
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Konstrukce urcitého integralu

Necht f je funkce, kterd je definovand a ohrani€end na intervalu (a,b).

o Délenim intervalu (a,b) (ozn. D) rozumime mnoZinu bodd
D ={xzg,z1,x2,...,Zn}, pron& plati a = 2o < z1 < 29 < -+ <z, = b.
Intervaly (zg,x1), (21, @2), ..., {Tn_1,Ty,) se nazyvaji délici intervaly tohoto
déleni.
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Konstrukce urcitého integralu

Necht f je funkce, kterd je definovand a ohrani€end na intervalu (a,b).

o Délenim intervalu (a,b) (ozn. D) rozumime mnoZinu bodd

D ={xzg,z1,x2,...,Zn}, pron& plati a = 2o < z1 < 29 < -+ <z, = b.
Intervaly (zg,x1), (21, @2), ..., {Tn_1,Ty,) se nazyvaji délici intervaly tohoto
dé&leni.

@ Normou déleni D (ozn. v(D)) rozumime délku nejv&tsiho z d&licich intervald,
tj. v(D) = max{z; —z;—1,i=1,2,...,n}.
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trukce urcitého integralu

Necht f je funkce, kterd je definovand a ohrani€end na intervalu (a,b).

o Délenim intervalu (a,b) (ozn. D) rozumime mnoZinu bodd

D ={xzg,z1,x2,...,Zn}, pron& plati a = 2o < z1 < 29 < -+ <z, = b.
Intervaly (zg,x1), (21, @2), ..., {Tn_1,Ty,) se nazyvaji délici intervaly tohoto
dé&leni.

@ Normou déleni D (ozn. v(D)) rozumime délku nejv&tsiho z d&licich intervald,
tj. v(D) = max{z; —z;—1,i=1,2,...,n}.

o Z kazdého déliciho intervalu vyberme libovolné &islo:
&1 € (zg, 1), & € (T1,72), ..., & € (Tp_1,Tp). MnoZinu
E={&,&,...,& } téhto &isel nazyvame vybér reprezentantid d&leni D a
sumu (kterd v pfipad& kladné funkce p¥edstavuje soutet obsahi n obdélnikii)

n

o(f,D,2) =Y f&) (@i —zi1)

i=1

nazyvame integrdlni soulet p¥islusny funkci f, dé&leni D a vybéru
reprezentantl =.
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Integralni soudet:
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o(f,D,E) = [f(&)(x1 —z0)+ f(&)(z2 — 71) + (&) (23 — 22)
+f(€4)($4 —x3) + f(&)(v5 — 24) + f(&6) (w6 — 75)
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Jemné&jsi délenf:

l!n—'l Tp = b

a=1x9 T1Xy

f(&) (1 — o) + f(&2) (@2 — x1) + -+ + (&) (@n — Tp—1)

)

s =

o(f, D
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Definice (Riemanniiv ur&ity integral)

Necht f je funkce definovand a ohraniend na intervalu {a,b). Funkce f se nazyvd
(Riemannovsky) integrovatelnd na (a, b), jestlize

@ pro libovolou posloupnost déleni Dy, Dy, D3, ..., D,,..., pro kterou plati
lim v(D,) =0 (tj. norma d&leni a tedy délky viech d&licich intervald se blizi
n—oo
k nule, pokud n se blizi k nekonegnu)

@ a pro libovolnou posloupnost =1, =25, =3, ...,5,,... pfislusnych vybéri
reprezentanti
existuje stejna limita
lim o(f, Dy, En).

n— o0

Hodnota této limity se nazyvd Riemannilv urcity integral z funkce f na (a,b) a

zna&i se .
/ f(z) da.

Cislo a se nazyva dolni mez integralu a &islo b se nazyva horni mez integralu.
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Funkce f je tedy Riemannovsky integrovatelnd na (a,b), pokud se pro stéle
jemn&jsi déleni (norma déleni se bliZi nule) ustaluji hodnoty integrélnich
sou¢tl (p¥i libovolném vybé&ru reprezentantii) kolem n&jaké hodnoty
(kterd se nazyva Riemanniv urcity integral).
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Pojmy neur&ity a ur&ity integral je potfeba rozlisovat, kaZzdy vyjadfuje néco jiného:
o Neurcity integral je mnozina funkci.
o Urtity integral je limita (&islo).

PYestoZe neurdity a uréity integrél vyjad¥uji kaZdy néco jiného, uvidime, Ze mezi
témito pojmy existuje vzdjemny vztah, ktery umoZiiuje pocitat urdity integral s
vyuzitim neur&itého integralu.
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Véta (Postatujici podminky pro integrovatelnost)

Necht funkce f spliiuje alespori jednu z podminek:
Q [ je spojitd na (a,b),
@ f je monotonni na (a,b),

Q f je na intervalu {a,b) ohrani¢end a ma zde né&jvyse kone&ny pocet bodii
nespojitosti.

Pak je funkce f na {(a,b) integrovatelnd, tj. existuje uréity integral f; f(z) da.
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Vlastnosti urcitého integralu

Véta (Aditivita a homogenita vzhledem k integrandu)

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na (a,b), c € R. Pak funkce f g a cf
Jsou také integrovatelné na {a,b) a plati:
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b b
/cf(x)dx = ¢ /[ f(x)dz.

Véta (Aditivita vzhledem k integraénimu oboru)

Necht f je funkce definovand na {(a,b) a necht c € (a,b). Pak je funkce f

integrovatelnd na (a,b) pravé tehdy, kdyZ je integrovatelnd na kaZdém z intervali
(a,c) a {c,b) a plati:

/abf(x) dz = /:f(m) dm+/cbf(x) dz.
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Necht f a g jsou funkce integrovatelné na (a,b) a necht f(z) < g(x) pro

x € {a,b). Pak
b b
/ f(x)dz S/ g(z) dz.

Z predchozi véty vyplyva, Ze

b
pokud g(x) >0, pak / g(x)dz >0,

tedy integréal z nezdporné funkce je nezdporny.
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Vypocet urcitého integralu

Véta (Newton - Leibnizova formule)

Necht f je funkce integrovatelnd na {(a,b) a necht F je primitivni funkce k funkci
f a spojitd na {(a,b). Pak

b
/ f(z) dz = [F(@)]’ = F(b) — F(a).

PY¥edchozi v&ta ¥ika, Ze pro vypolet ur&itého integrilu z funkce f na (a,b) sta&i
@ najit primitivni funkci F k funkci f,

Q spocitat rozdil hodnot F'(b) — F(a).
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Priklad

3
Qo / 2% dz
2
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Priklad
3

3 3
o fruee[2]
2 3 2
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Priklad

3 3 3 3

3 2

2d:x_ =2 _Z
"/2”3 T1E,T3 3
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Priklad

3 3 3 3
3 928 19
2d:x— = — = — = —,
"/2”3 T1E, T3 373

Simona Fisnarovda (MENDELU) &ity il al ZVMT lesnictvi 13 /26



Priklad

32 3
d:— = —— — = —,
° fel5l 55

jus
2
Q / sinx dz
0
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Priklad

32 1173
d:— = — —_— =
o [re=l5l=v 53

O wla

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0
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Priklad

32 1173
d:— = — —_— =
o [re=l5l=v 53

=—cosg+cosO

O wla

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

ZVMT lesnictvi 13 /26

Simona Fignarova (MENDELU)



Piiklad
3 3
2qp= |2 =22 2 =

9/29337 3], 3 373

=—cosz+cosO=1.

O wla

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

ZVMT lesnictvi 13 /26

Simona Fignarova (MENDELU)



Priklad
3 313
T
e/mx:H _3
9 31, 3 3 3

=—cosz+cosO=1.

O wla

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

1
/ |z| da:
-3

Uréity integral
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Priklad

o/:

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

.’EBS
2de = || ==
TS, T3 3

=—cosz+cosO=1.

O wla

/1 |x|dx:/0(—x)dx+/01mdm

-3 -3
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Piiklad
3 3713 3

23 19

2qr= || =2 :

0/2”’ T3], T3 33

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

/1 |x|dx:/0(—x)dx+/01:cdm: [—%2

-3 -3
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Piiklad
3 3713 3

23 19

2qr= || =2 :

0/2”’ T3], T3 33

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

o
1 0 1 2 0 271
[ Jatas= [ (—x)dxﬁ-/mdm:[—x—} +[x_]
-3 -3 0 213 2 ]
9 1
:O — __0
+2+2 )
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Piiklad
3 3713 3

23 19

2qr= || =2 :

0/2”’ T3], T3 33

jus
Q /2 sinx dx = [—cosx]
0

o
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

Priklad

2
/ zlnz dx
1
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

Priklad
2 u=Ilnz vV =2
zlnzxdr = ;1 22
1 w=y V=7
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

Priklad
2 _ r_ 2 2 2 2
=1 = 1
/ rlnzdr = ‘ u/ 111:17 v fz = [—lnm} —/ R
1 u :E UZT 2 1 1 X 2

Simona Fisnarova (MENDELU) Urtity integral ZVMT lesnictvi 14 / 26



Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

Priklad

2
/ zlnzxdr =
1
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

P¥iklad
2 _ ’_ 2 2 2
/ rlnzxdr = u/ 111:17 v fz ‘ = [x_lnm} _/ - "T_da7
1 u =z UZ? 2 1 1 X 2
4 1 2 1 2
= 51112——1111 5/1 rdr=2In2— 0—5[%]
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

Priklad
2 _ ’ 2 2 2
=1 = 1
/ zlnzxdr = u/ 111:17 v zxz ‘ = [x—lnm} —/ — x—dx
1 u = T v = 5 2 1 1 X 2
4 1 1 /2 1 [2277
= -In2—=-Inl—- = dr=2In2-0— - |—
5 n 5 n 2/1 z dx n 3 [2]
14 1
= 2In2— - |- — =
212 2
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Véta (Metoda per partes pro urtity integral)

Necht funkce u,v maji spojité derivace na (a,b). Pak plati:

b b
/ w(z)v' () de = [u(z)v(z)]) - / o (z)v(z) dz.

Priklad
2 _ ’ 2 2 2 2
=1 = 1
/ rzlnxdxr = u/ 111:17 v fz ‘ = [x_lnm} _/ _.”T_daj
1 W= v= 2 Sz 2
4 1 12 1 [x? 2
= -In2—=-Inl—- = dr=2In2-0— - |—
5 n 5 n 2/1 x dx n 0 5 [2 ]1
14 1
= 2In2—=-|=-— = :21n2—§.
2 2 4
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Véta (Substitu€éni metoda pro ur€ity integral)
Necht f je funkce spojitd na {a,b) a necht funkce ¢ m3d spojitou derivaci ¢’ na
(a, B). Déle pFedpokladejme, Ze a < p(x) < b pro = € («, 3). Pak

/ Flo@)]! (@) do = / "

(@)

@ Vzorec v pfedchozi vété Ize pouZit zleva doprava (1. substitu¢ni metoda)
nebo zprava doleva (2. substitu&ni metoda).

@ V nékterych konkrétnich p¥ipadech se miZe stat, Ze dolni mez vyjde po
transformaci vé&tsi nebo rovna horni mezi. Z tohoto divodu zavddime

nasledujici rozsiteni:

b
Symbol [ f(z) dz lze rozii¥it i na pFipady, kdy b < a takto:

a

/aaf(x)dx:O, /abf(m)d:cz—/baf(a:)dm

ZVMT lesnictvi 15 / 26
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P¥i vypoctu ur&itého integralu s pouZitim substituéni metody mame dv& mozZnosti:

@ S pouZitim predchozi véty transformujeme nejenom funkci ale také meze
integralu a poté aplikujeme Newton-Leibnizovu formuli s t&€mito novymi
mezemi p¥imo na primitivni funkci k transformované funkci (tj. do primitivni
funkce jiz plvodni prom&nnou zpét nedosazujeme).

@ Ptedchozi v&tu nepouZijeme, najdeme neurdity integrél (tedy po substituci se
vritime zp&t k pivodni promé&nné) a poté aplikujeme Newton-Leibnizovu
formuli s pavodnimi mezemi.
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Priklad

[ME]

Vypoltété / sin?z - cosz dz.
0
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Ptiklad
%
Vypoltété / sin?z - cosz dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

B t=sinx
/j 9 dt = cosx dx
sin“ x - cosx dx = .
o ty =sin0=0

tQZSingil
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Ptiklad
%
Vypoltété / sin z - cos z dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

t=sinx
z 1
2 =
/ sinz - cosx dz = dt cos e dz = / 2 dt
o ty =sin0=0 0

tQZSingil
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Ptiklad
%
Vypoltété / sin z - cos z dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

t=sinx L
B _ 1 3
/ sin®z - cosz dz = dt ?os:cd:c :/ At = |—
o ty =sin0=0 0 31,

tQZSingil
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Ptiklad
%
Vypoltété / sin z - cos z dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

t=sinx )
™ 1 3
2 = t 1
/ sin? 2 - cosx dr = d ?os:cd:c :/ Pdt=|=| =-.
o t1 =sin0 =0 0 31, 3

tQZSingil
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Ptiklad
%
Vypoltété / sin z - cos z dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

Bl
/0

sin®z - cosz dz =

t=sinx

dt = cosz dx
ty =sin0=0

tQZSingil

@ Bez transformace mezi:

.2 .
/sm z-cosxdr = ‘dt:

t =sinx

cosz dx

2 t3

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad
T )
Vypoltété / sin“ x - cosx dz.
0
@ S pouzitim transformace mezi:

t=sinx

™ 1 391

2 = t 1

/ sinz - cosx dz = dt = coswdr = / t?dt = [—] =-.
0 0

t1 =sin0=0
— a1 L S—
to =sing =1
@ Bez transformace mezi:

t =sinx
dt = cosx dx

3 sindz
/sin2m~cos:cdac:‘ :/tzdt:§: +e.

Tedy

s

T, sin®z]?
sin“x - cosx dx =
0 3 0
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Priklad

%
Vypoltété / sin z - cos z dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

t=sinx
B — 1 3
/ sin®z - cosz dz = dt ?os:cd:c = / At = |—
o t1 =sin0 =10 0 3
to =sing =1
@ Bez transformace mezi:

t =sinx

/sin2m~cosxdx: ‘

dt = cosx dx
Tedy

_/tzdt_t?’_sin?’x
= =3 =

3

3

Simona Fignarova (MENDELU)
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sin“x - cosx dx =
0
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Priklad

%
Vypoltété / sin z - cos z dz.
0

@ S pouzitim transformace mezi:

- t=sinx )
z dt = d ! 3 1
sin“z - cosz do = CosT AT _ 2dt= = ==
o t; =sin0 =0 0 31, 3
tQ = sin % =1
@ Bez transformace mezi:
_ t=si 3 sin®x
/sm2m~cos:cdac:‘dt:;l:;dm :/tzdtzgz 3 c.
Tedy
/72r . 2 sin®z]? sin® g sin® 0 1
sin“x - cosx dx = = — =,
0 3 ], 3 3 3
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Geometrické aplikace ur€itého integralu

Obsah plochy pod k¥ivkou a mezi dvéma k¥ivkami

@ Necht f je nezdporna a spojitd funkce na {a,b).
Obsah S rovinné mnoZiny ohrani¢ené grafem
funkce y = f(x), osou x a p¥imkami z = a a
x = b je roven:

S’z/abf(ac)dm

@ Necht f a g jsou spojité funkce a necht
f(x) = g(x) pro z € (a,b).
Obsah S rovinné mnoZiny ogranitené grafy
funkei y = f(x), y = g(z) a ptimkami x = a a
x = b je roven:

b
5= / (@) - g(a)] dz

(Znaménka funkci f a g jsou libovolna.)
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Objem rotacniho télesa |

Necht f je nezdpornd a spojitd funkce na (a, b).
Objem V télesa, které vznikne rotaci rovinné mnoZiny ohranitené grafem funkce
y = f(x), osou x a p¥{imkamu z = a a x = b kolem osy z je roven:

b
V=7r/ fP(z) dz
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Objem rotacniho télesa Il

Necht f a g jsou nezdporné a spojité funkce a necht f(z) > g(x) pro x € {(a,b).
Objem V télesa, které vznikne rotaci rovinné mnoZiny ohraniéené grafy funkci
y = f(x), y = g(x) a pfimkami £ = a a © = b kolem osy z je roven:
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Uvedenych vzorci Ize vyuZit i k vypoltu ploch nebo objemi rotaénich téles jinych
tvard, a to tak, Ze danou rovinnou plochu rozdélime na nékolik ploch, které jiZ
budou tvaru poZadovaného ve vySe uvedenych vzorcich. VSechny tyto dil&i plochy
(objemy) spotteme a pak setteme.
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Ptiklad (Objem kuzele)

Odvod'te vzorec pro vypolet objemu kuZele s polom&rem podstavy 7 a vy3kou v.

Reseni:
Kuzel ziskdame, pokud nechdme kolem osy x rotovat trojihelnik — viz obrazek:
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Ptiklad (Objem koule)

Odvod'te vzorec pro vypotet objemu koule o polomé&ru 7.

Regeni: Rovnice kruZnice o polom&ru 7 a stfedem v potatku je x2 + y? = r2.

Horni pilkruZnice je grafem funkce y = v/r2 — 22, dolni pllkruZnice je grafem

funkce y = —v/r2 — 2.

Kouli ziskdme, pokud nechdme rotovat pilkruh kolem osy x. Pro vypolet je

pohodIné&jsi nechat rotovat pouze &tvrtkruh kolem osy x. Tim ziskdme objem
poloviny koule a vysledek vyndsobime dvéma.
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Fyzikalni aplikace urcitého integralu

¥

Necht hmotnd rovinna oblast je ohrani¢ena
grafy funkei y = f(x),y = g(x) a pfimkami
x = a, v = b, pticemz g(z) < f(x) na
(a,b).

P¥edpokladejme, Ze oblast md kostantni ploSnou hustotu p. Pak pro nasledujici veli¢iny
plati:

@ Hmotnost oblasti:

m=p / [f(z) - g(z)] dz

@ Statické momenty k osdm z, y:

b b
s.=50 [ 1@ -d@] de. S, =p [ 2lf@) o) da
o TE&zisté: S, S
r= [ %]
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Priklad (T&zist&)

A

Vypoltéte soufadnice téZiste trojihelnika s
vrcholy [0,0],[3,0],[3,2]. Pfedpokdddme, Ze
plo$na hustota p je konstantni.

@ Hmotnost trojihelnika:

1 %4
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

VyuZiti systémi Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/integralni-pocet.html

Geometrické aplikace — Matematické vypocty online (MAW):

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=geom
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