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Motivace – obsah plochy pod ǩrivkou

Předpokládejme, že funkce f je nezáporná a spojitá na intervalu 〈a, b〉.
Jaký je obsah rovinné množiny ohraničené grafem funkce y = f(x),
osou x a p̌ŕımkami x = a a x = b?

Obsah této množiny můžeme p̌ribližně vypoč́ıtat pomoćı součtu obsahů obdélńık̊u
takto:

1 Interval 〈a, b〉 rozděĺıme na několik podinterval̊u → každý z těchto
podinterval̊u tvǒŕı základnu obdélńıka.

2 Z každého podintervalu vybereme libovolný bod → hodnota funkce f v
tomto bodě určuje výšku obdélńıka.

3 Urč́ıme obsahy všech takto źıskaných obdélńık̊u a sečteme.

Výpočet bude t́ım p̌resněǰśı, č́ım budou obdélńıky užš́ı (tj. základny menš́ı) (a tedy
č́ım věťśı bude počet obdélńık̊u).

Hledaný obsah plochy je tedy roven limitě součtu obsahů těchto obdélńık̊u, pokud
se délky základen všech obdélńık̊u bĺıž́ı k nule (a počet obdélńık̊u se bĺıž́ı
nekonečnu).

Takovou limitu lze definovat i pro obecněǰśı funkce (nejen nezáporné a spojité) a
nazývá se určitý integrál.
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Konstrukce určitého integrálu

Necht’ f je funkce, která je definovaná a ohraničená na intervalu 〈a, b〉.

Děleńım intervalu 〈a, b〉 (ozn. D) rozuḿıme množinu bodů
D = {x0, x1, x2, . . . , xn}, pro něž plat́ı a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b.
Intervaly 〈x0, x1〉, 〈x1, x2〉, . . . , 〈xn−1, xn〉 se nazývaj́ı děĺıćı intervaly tohoto
děleńı.

Normou děleńı D (ozn. ν(D)) rozuḿıme délku nejvěťśıho z děĺıćıch interval̊u,
tj. ν(D) = max{xi − xi−1, i = 1, 2, . . . , n}.
Z každého děĺıćıho intervalu vyberme libovolné č́ıslo:
ξ1 ∈ 〈x0, x1〉, ξ2 ∈ 〈x1, x2〉, . . . , ξn ∈ 〈xn−1, xn〉. Množinu
Ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} těchto č́ısel nazýváme výběr reprezentant̊u děleńı D a
sumu (která v p̌ŕıpadě kladné funkce p̌redstavuje součet obsahů n obdélńık̊u)

σ(f,D,Ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)

nazýváme integrálńı součet p̌ŕıslušný funkci f , děleńı D a výběru
reprezentant̊u Ξ.
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děleńı.
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reprezentant̊u Ξ.
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Integrálńı součet:

a = x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6 = b
ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5 ξ6

σ(f,D,Ξ) = f(ξ1)(x1 − x0) + f(ξ2)(x2 − x1) + f(ξ3)(x3 − x2)

+f(ξ4)(x4 − x3) + f(ξ5)(x5 − x4) + f(ξ6)(x6 − x5)

=

6∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)
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Jemněǰśı děleńı:

a = x0 x1 x2 xn−1 xn = b· · ·
ξ1 ξ2 ξ3 ξn

σ(f,D,Ξ) = f(ξ1)(x1 − x0) + f(ξ2)(x2 − x1) + · · ·+ f(ξn)(xn − xn−1)

=

n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1)
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Definice (Riemann̊uv určitý integrál)

Necht’ f je funkce definovaná a ohraničená na intervalu 〈a, b〉. Funkce f se nazývá
(Riemannovsky) integrovatelná na 〈a, b〉, jestliže

pro libovolou posloupnost děleńı D1, D2, D3, . . . , Dn, . . . , pro kterou plat́ı
lim
n→∞

ν(Dn) = 0 (tj. norma děleńı a tedy délky všech děĺıćıch interval̊u se bĺıž́ı

k nule, pokud n se bĺıž́ı k nekonečnu)

a pro libovolnou posloupnost Ξ1,Ξ2,Ξ3, . . . ,Ξn, . . . p̌ŕıslušných výběr̊u
reprezentant̊u

existuje stejná limita
lim
n→∞

σ(f,Dn,Ξn).

Hodnota této limity se nazývá Riemannův určitý integrál z funkce f na 〈a, b〉 a
znač́ı se ∫ b

a

f(x) dx.

Č́ıslo a se nazývá dolńı mez integrálu a č́ıslo b se nazývá horńı mez integrálu.
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Funkce f je tedy Riemannovsky integrovatelná na 〈a, b〉, pokud se pro stále
jemněǰśı děleńı (norma děleńı se bĺıž́ı nule) ustaluj́ı hodnoty integrálńıch
součt̊u (p̌ri libovolném výběru reprezentant̊u) kolem nějaké hodnoty
(která se nazývá Riemannův určitý integrál).
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Pojmy neurčitý a určitý integrál je poťreba rozlǐsovat, každý vyjaďruje něco jiného:

Neurčitý integrál je množina funkćı.

Určitý integrál je limita (č́ıslo).

Přestože neurčitý a určitý integrál vyjaďruj́ı každý něco jiného, uvid́ıme, že mezi
těmito pojmy existuje vzájemný vztah, který umožňuje poč́ıtat určitý integrál s
využit́ım neurčitého integrálu.
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Věta (Postačuj́ıćı podḿınky pro integrovatelnost)

Necht’ funkce f splňuje alespoň jednu z podḿınek:

1 f je spojitá na 〈a, b〉,
2 f je monotonńı na 〈a, b〉,
3 f je na intervalu 〈a, b〉 ohraničená a má zde nějvýše konečný počet bod̊u

nespojitosti.

Pak je funkce f na 〈a, b〉 integrovatelná, tj. existuje určitý integrál
∫ b
a
f(x) dx.
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Vlastnosti určitého integrálu

Věta (Aditivita a homogenita vzhledem k integrandu)

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na 〈a, b〉, c ∈ R. Pak funkce f ± g a cf
jsou také integrovatelné na 〈a, b〉 a plat́ı:∫ b

a

[f(x)± g(x)] dx =

∫ b

a

f(x) dx±
∫ b

a

g(x) dx,∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx.

Věta (Aditivita vzhledem k integračńımu oboru)

Necht’ f je funkce definovaná na 〈a, b〉 a necht’ c ∈ (a, b). Pak je funkce f
integrovatelná na 〈a, b〉 právě tehdy, když je integrovatelná na každém z interval̊u
〈a, c〉 a 〈c, b〉 a plat́ı:∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx.
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Věta

Necht’ f a g jsou funkce integrovatelné na 〈a, b〉 a necht’ f(x) ≤ g(x) pro
x ∈ 〈a, b〉. Pak ∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

Z p̌redchoźı věty vyplývá, že

pokud g(x) ≥ 0, pak

∫ b

a

g(x) dx ≥ 0,

tedy integrál z nezáporné funkce je nezáporný.
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Výpočet určitého integrálu

Věta (Newton - Leibnizova formule)

Necht’ f je funkce integrovatelná na 〈a, b〉 a necht’ F je primitivńı funkce k funkci
f a spojitá na 〈a, b〉. Pak∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]
b
a = F (b)− F (a).

Předchoźı věta ř́ıká, že pro výpočet určitého integrálu z funkce f na 〈a, b〉 stač́ı

1 naj́ıt primitivńı funkci F k funkci f ,

2 spoč́ıtat rozd́ıl hodnot F (b)− F (a).
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Určitý integrál ZVMT lesnictv́ı 13 / 26
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Př́ıklad

1

∫ 3

2

x2 dx =

[
x3

3

]3
2

=
33

3
− 23

3
=

19

3
.

2

∫ π
2

0

sinx dx =
[
− cosx

]π
2

0
= − cos

π

2
+ cos 0 = 1.

3 ∫ 1

−3
|x| dx =

∫ 0

−3
(−x) dx+

∫ 1

0

x dx =

[
−x

2

2

]0
−3

+

[
x2

2

]1
0

= 0 +
9

2
+

1

2
− 0 = 5.
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Věta (Metoda per partes pro určitý integrál)

Necht’ funkce u, v maj́ı spojité derivace na 〈a, b〉. Pak plat́ı:∫ b

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]
b
a −

∫ b

a

u′(x)v(x) dx.

Př́ıklad

∫ 2

1

x lnx dx =

∣∣∣∣ u = lnx v′ = x

u′ = 1
x v = x2

2

∣∣∣∣ =

[
x2

2
lnx

]2
1

−
∫ 2

1

1

x
· x

2

2
dx

=
4

2
ln 2− 1

2
ln 1− 1

2

∫ 2

1

x dx = 2 ln 2− 0− 1

2

[
x2

2

]2
1

= 2 ln 2− 1

2

[
4

2
− 1

2

]
= 2 ln 2− 3

4
.
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Necht’ funkce u, v maj́ı spojité derivace na 〈a, b〉. Pak plat́ı:∫ b

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]
b
a −

∫ b

a

u′(x)v(x) dx.
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Necht’ funkce u, v maj́ı spojité derivace na 〈a, b〉. Pak plat́ı:∫ b

a

u(x)v′(x) dx = [u(x)v(x)]
b
a −

∫ b

a

u′(x)v(x) dx.
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Věta (Substitučńı metoda pro určitý integrál)

Necht’ f je funkce spojitá na 〈a, b〉 a necht’ funkce ϕ má spojitou derivaci ϕ′ na
〈α, β〉. Dále p̌redpokládejme, že a ≤ ϕ(x) ≤ b pro x ∈ 〈α, β〉. Pak∫ β

α

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(β)

ϕ(α)

f(t) dt.

Vzorec v p̌redchoźı větě lze použ́ıt zleva doprava (1. substitučńı metoda)
nebo zprava doleva (2. substitučńı metoda).

V některých konkrétńıch p̌ŕıpadech se může stát, že dolńı mez vyjde po
transformaci věťśı nebo rovna horńı mezi. Z tohoto důvodu zavád́ıme
následuj́ıćı rozš́ı̌reńı:

Rozš́ı̌reńı

Symbol
b∫
a

f(x) dx lze rozš́ı̌rit i na p̌ŕıpady, kdy b ≤ a takto:

∫ a

a

f(x) dx = 0,

∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.
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Při výpočtu určitého integrálu s použit́ım substitučńı metody máme dvě možnosti:

1 S použit́ım p̌redchoźı věty transformujeme nejenom funkci ale také meze
integrálu a poté aplikujeme Newton-Leibnizovu formuli s těmito novými
mezemi p̌ŕımo na primitivńı funkci k transformované funkci (tj. do primitivńı
funkce již původńı proměnnou zpět nedosazujeme).

2 Předchoźı větu nepoužijeme, najdeme neurčitý integrál (tedy po substituci se
vrát́ıme zpět k původńı proměnné) a poté aplikujeme Newton-Leibnizovu
formuli s původńımi mezemi.
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Př́ıklad

Vypočtětě

∫ π
2

0

sin2 x · cosx dx.

1 S použit́ım transformace meźı:

∫ π
2

0

sin2 x · cosx dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t = sinx

dt = cosx dx
t1 = sin 0 = 0
t2 = sin π

2 = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∫ 1

0

t2 dt =

[
t3

3

]1
0

=
1

3
.

2 Bez transformace meźı:∫
sin2 x · cosx dx =

∣∣∣∣ t = sinx
dt = cosx dx

∣∣∣∣ =

∫
t2 dt =

t3

3
=

sin3 x

3
+ c.

Tedy ∫ π
2

0

sin2 x · cosx dx =

[
sin3 x

3

]π
2

0

=
sin3 π

2

3
− sin3 0

3
=

1

3
.

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Určitý integrál ZVMT lesnictv́ı 17 / 26
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∫ π
2

0

sin2 x · cosx dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t = sinx

dt = cosx dx
t1 = sin 0 = 0
t2 = sin π

2 = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∫ 1

0

t2 dt =

[
t3

3

]1
0

=
1

3
.

2 Bez transformace meźı:∫
sin2 x · cosx dx =

∣∣∣∣ t = sinx
dt = cosx dx

∣∣∣∣ =

∫
t2 dt =

t3

3
=

sin3 x

3
+ c.

Tedy ∫ π
2

0

sin2 x · cosx dx =

[
sin3 x

3

]π
2

0

=
sin3 π

2

3
− sin3 0

3
=

1

3
.
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Určitý integrál ZVMT lesnictv́ı 17 / 26
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Geometrické aplikace určitého integrálu

Obsah plochy pod ǩrivkou a mezi dvěma ǩrivkami

Necht’ f je nezáporná a spojitá funkce na 〈a, b〉.
Obsah S rovinné množiny ohraničené grafem
funkce y = f(x), osou x a p̌ŕımkami x = a a
x = b je roven:

S =

∫ b

a

f(x) dx

Necht’ f a g jsou spojité funkce a necht’

f(x) ≥ g(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
Obsah S rovinné množiny ograničené grafy
funkćı y = f(x), y = g(x) a p̌ŕımkami x = a a
x = b je roven:

S =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

(Znaménka funkćı f a g jsou libovolná.)
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Objem rotačńıho tělesa I

Necht’ f je nezáporná a spojitá funkce na 〈a, b〉.
Objem V tělesa, které vznikne rotaćı rovinné množiny ohraničené grafem funkce
y = f(x), osou x a p̌ŕımkamu x = a a x = b kolem osy x je roven:

V = π

∫ b

a

f2(x) dx
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Objem rotačńıho tělesa II

Necht’ f a g jsou nezáporné a spojité funkce a necht’ f(x) ≥ g(x) pro x ∈ 〈a, b〉.
Objem V tělesa, které vznikne rotaćı rovinné množiny ohraničené grafy funkćı
y = f(x), y = g(x) a p̌ŕımkami x = a a x = b kolem osy x je roven:

V = π

∫ b

a

[
f2(x)− g2(x)

]
dx
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Uvedených vzorc̊u lze využ́ıt i k výpočtu ploch nebo objemů rotačńıch těles jiných
tvar̊u, a to tak, že danou rovinnou plochu rozděĺıme na několik ploch, které již
budou tvaru požadovaného ve výše uvedených vzorćıch. Všechny tyto d́ılč́ı plochy
(objemy) spočteme a pak sečteme.

S = S1 + S2 =

∫ c

a

[f(x)− h(x)] dx+

∫ b

c

[g(x)− h(x)] dx

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Určitý integrál ZVMT lesnictv́ı 21 / 26



Př́ıklad (Objem kužele)

Odvod’te vzorec pro výpočet objemu kužele s poloměrem podstavy r a výškou v.

Řešeńı:
Kužel źıskáme, pokud necháme kolem osy x rotovat trojúhelńık – viz obrázek:

V = π

∫ v

0

( r
v
x
)2

dx =
πr2

v2

∫ v

0

x2 dx =
πr2

v2

[
x3

3

]v
0

=
πr2

v2
v3

3
=
πr2v

3
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Př́ıklad (Objem koule)

Odvod’te vzorec pro výpočet objemu koule o poloměru r.

Řešeńı: Rovnice kružnice o poloměru r a sťredem v počátku je x2 + y2 = r2.
Horńı půlkružnice je grafem funkce y =

√
r2 − x2, dolńı půlkružnice je grafem

funkce y = −
√
r2 − x2.

Kouli źıskáme, pokud necháme rotovat půlkruh kolem osy x. Pro výpočet je
pohodlněǰśı nechat rotovat pouze čtvrtkruh kolem osy x. T́ım źıskáme objem
poloviny koule a výsledek vynásob́ıme dvěma.

V = π

∫ r

−r
(r2 − x2) dx = 2π

∫ r

0

(r2 − x2) dx

= 2π

[
r2x− x3

3

]r
0

= 2π

(
r3 − r3

3

)
=

4πr3

3
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Fyzikálńı aplikace určitého integrálu

Necht’ hmotná rovinná oblast je ohraničena
grafy funkćı y = f(x), y = g(x) a p̌ŕımkami
x = a, x = b, p̌ričemž g(x) ≤ f(x) na
〈a, b〉.

Předpokládejme, že oblast má kostantńı plošnou hustotu ρ. Pak pro následuj́ıćı veličiny
plat́ı:

Hmotnost oblasti:

m = ρ

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

Statické momenty k osám x, y:

Sx =
1

2
ρ

∫ b

a

[
f2(x)− g2(x)

]
dx, Sy = ρ

∫ b

a

x [f(x)− g(x)] dx

Těžǐstě:

T =

[
Sy

m
,
Sx

m

]
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Př́ıklad (Těžǐstě)

Vypočtěte soǔradnice těžǐste trojúhelńıka s
vrcholy [0, 0], [3, 0], [3, 2]. Předpokádáme, že
plošná hustota ρ je konstantńı.

Hmotnost trojúhelńıka:

m = ρ

∫ 3

0

2

3
x dx = ρ

2

3

[
x2

2

]3
0

= ρ
2

3
· 9

2
= 3ρ

Statické momenty:

Sx =
1

2
ρ

∫ 3

0

4

9
x2 dx =

2

9
ρ

[
x3

3

]3
0

=
2

9
ρ · 9 = 2ρ

Sy = ρ

∫ 3

0

x · 2

3
x dx =

2

3
ρ

∫ 3

0

x2 dx =
2

3
ρ

[
x3

3

]3
0

=
2

3
ρ · 9 = 6ρ

Těžǐstě:

T1 =
Sy
m

= 2, T2 =
Sx
m

=
2

3
=⇒ T =

[
2,

2

3

]
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/integralni-pocet.html

Geometrické aplikace – Matematické výpočty online (MAW):

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=geom
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