
Soustavy lineárńıch rovnic

Základy vyš̌śı matematiky

LDF MENDELU
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Základńı pojmy

Definice (Soustava lineárńıch rovnic)

Soustavou m lineárńıch rovnic o n neznámých nazýváme soustavu rovnic

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2(∗)
a31x1 + a32x2 + · · ·+ a3nxn = b3

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

Proměnné x1, x2, . . . , xn nazýváme neznámé. Reálná č́ısla aij nazýváme
koeficienty levých stran, reálná č́ısla bj koeficienty pravých stran soustavy
rovnic. Řešeńım soustavy rovnic rozuḿıme uspǒrádanou n-tici reálných č́ısel
t1, t2, . . . , tn, po jejichž dosazeńı za neznámé (v tomto pǒrad́ı) do soustavy jsou
všechny rovnice splněny.
Plat́ı-li v soustavě b1 = b2 = · · · = bm = 0, nazývá se soustava homogenńı.

Definice (Matice soustavy a rozš́ı̌rená matice soustavy)

Matice

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


se nazývá matice soustavy.

Matice

Ar =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm


se nazývá rozš́ı̌rená matice soustavy.
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Maticový zápis soustavy (∗)
Označme

~b =


b1
b2
...
bm

 , ~x =


x1

x2

...
xn


Vektor ~b se nazývá vektor pravých stran. Vektor ~x se nazývá vektor
neznámých.
Soustavu (∗) lze psát ve tvaru

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn




x1

x2

...
xn

 =


b1
b2
...
bm

 ,

tj.
A~x = ~b.

Věta (Frobeniova věta)

Soustava lineárńıch rovnic (∗) má řešeńı právě tehdy, když jej́ı matice soustavy a
rozš́ı̌rená matice soustavy maj́ı stejnou hodnost, tj.

h(A) = h(Ar).

Poznámka

Mohou nastat ťri možnosti:

Pokud h(A) < h(Ar), pak soustava nemá řešeńı,

Pokud h(A) = h(Ar) = n, pak má soustava právě jedno řešeńı,

Pokud h(A) = h(Ar) < n, pak má soustava nekonečně mnoho řešeńı.
Tato řešeńı lze vyjáďrit pomoćı n− h(A) parametr̊u (volných neznámých).

Homogenńı soustava lineárńıch rovnic má vždy řešeńı. Po dosazeńı vid́ıme, že
n-tice x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0 je řešeńım. Toto řešeńı nazýváme triviálńı.
U homogenńıch soustav lineárńıch rovnic tedy bud’ existuje pouze triviálńı řešeńı,
nebo existuje nekonečně mnoho řešeńı.
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Gaussova eliminačńı metoda

1 Rozš́ı̌renou matici soustavy Ar p̌revedeme do schodovitého tvaru (pomoćı
ekvivalentńıch řádkových úprav). Urč́ıme h(Ar) a h(A) a na základě
Frobeniovy věty zjist́ıme, zda má soustava řešeńı.

2 Je-li h(A) = h(Ar), p̌reṕı̌seme schodovitý tvar matice Ar zpět do soustavy
lineárńıch rovnic (s původńımi neznámými). Takto źıskaná soustava má
stejné řešeńı jako původńı soustava (∗).

3 Tuto novou soustavu řeš́ıme odspodu:

Je-li h(A) = h(Ar) = n, pak je v každé rovnici právě jedna nová neznámá ⇒
jediné řešeńı
Je-li h(A) = h(Ar) < n, pak existuje alespoň jedna rovnice se dvěmi nebo v́ıce
novými neznámýni. Řekněme, že nových neznámých je k > 1. V tom p̌ŕıpadě
zvoĺıme k − 1 z těchto neznámých za parametry (volné neznámé) a zbývaj́ıćı
neznámou vyjaďŕıme v závislosti na těchto parametrech. Výsledný zápis řešeńı
se může lǐsit v závislosti na tom, které neznámé zvoĺıme jako parametry
(existuje v́ıce způsobů zápisu řešeńı). Za parametry můžeme dosazovat
libovolná reálná č́ısla (nekonečně mnoho možnost́ı)⇒ nekonečně mnoho
řešeńı.

Př́ıklad (Jedno řešeńı)

Řešte soustavu:
x1 + x2 + 2x3 = 0
2x1 + 4x2 + 7x3 = 8
3x1 + 5x2 + 10x3 = 10 1 1 2

2 4 7
3 5 10

∣∣∣∣∣∣
0
8
10

←−−2

+

←−−−−−

−3

+

∼

1 1 2

0 2 3
0 2 4

∣∣∣∣∣∣
0
8
10


←−

−1

+

∼

1 1 2
0 2 3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0
8
2


Hodnost matice soustavy (ozn. A)
a rozš́ı̌rené matice (ozn. Ar):

h(A) = h(Ar) = 3

počet neznámých: n = 3

⇒ 1 řešeńı

Řeš́ıme odspodu, z výsledné matice:

x3 = 2

2x2 + 3 · 2 = 8⇒ x2 = 1

x1 + 1 + 2 · 2 = 0⇒ x1 = −5
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Př́ıklad (Nekonečně mnoho řešeńı, 1 parametr)

Řešte soustavu:

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4
x2 − x3 + x4 = −3

x1 + 3x2 − 3x4 = 1
− 7x2 + 3x3 + x4 = −3

1 − 2 3 − 4
0 1 − 1 1
1 3 0 − 3
0 − 7 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
4
− 3
1
− 3

←−
−1

+
∼


1 − 2 3 − 4

0 1 − 1 1
0 5 − 3 1
0 − 7 3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
4
− 3
− 3
− 3

←−−5

+

←−−−−−

7

+

∼


1 − 2 3 − 4
0 1 − 1 1
0 0 2 − 4
0 0 − 4 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
4
− 3
12
− 24

| : 2 ∼
1 − 2 3 − 4
0 1 − 1 1
0 0 1 − 2

∣∣∣∣∣∣
4
− 3
6



h(A) = h(Ar) = 3
počet neznámých: n = 4
⇒∞ řešeńı, 1 parametr

x3 − 2x4 = 6 : x4 = t, t ∈ R ⇒ x3 = 6 + 2t

x2 − (6 + 2t) + t = −3⇒ x2 = 3 + t

x1 − 2(3 + t) + 3(6 + 2t)− 4t = 4⇒ x1 = −8

Př́ıklad (Nekonečně mnoho řešeńı, 2 parametry)

Řešte soustavu:

x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0

1 2 4 − 3
3 5 6 − 4
4 5 − 2 3
3 8 24 − 19

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

←−
−3

+

←−−−−−

−4

+

←−−−−−−−−−

−3

+

∼


1 2 4 − 3
0 − 1 − 6 5
0 − 3 − 18 15
0 2 12 − 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 ∼ (1 2 4 − 3
0 − 1 − 6 5

∣∣∣∣ 00
)

h(A) = h(Ar) = 2
počet neznámých: n = 4
⇒∞ řešeńı, 2 parametry

− x2 − 6x3 + 5x4 = 0 : x4 = t, x3 = s, t, s ∈ R

⇒ x2 = −6s+ 5t

x1 + 2(−6s+ 5t) + 4s− 3t = 0⇒ x1 = 8s− 7t
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Př́ıklad (Žádné řešeńı)

Řešte soustavu:
x1 + 2x2 + 3x3 = 1
2x1 + x2 + 2x3 = 1
4x1 + 5x2 + 8x3 = 2 1 2 3

2 1 2
4 5 8

∣∣∣∣∣∣
1
1
2

←−−2

+

←−−−−−

−4

+

∼

1 2 3

0 -3 − 4
0 − 3 − 4

∣∣∣∣∣∣
1
− 1
− 2


←−

−1

+

∼

1 2 3
0 − 3 − 5
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
− 1
− 1


h(A) = 2, h(Ar) = 3

h(A) 6= h(Ar) =⇒ soustava nemá řešeńı.

Soustava s regulárńı čtvercovou matićı

Ukážeme si dva způsoby, jak vy̌rešit soustavu A~x = ~b, když matice soustavy A je
regulárńı.

Věta (Vlastnosti regulárńı matice)

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1 A je invertibilńı, tj. A−1 existuje.

2 detA 6= 0

3 h(A) = n

4 Řádky (sloupce) matice A jsou lineárně nezávislé.

5 Soustava lineárńıch rovnic A~x = ~b má jediné řešeńı pro libovolný vektor
~b.
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Řešeńı pomoćı inverzńı matice

Věta

Necht’ A je čtvercová regulárńı matice řádu n (tj. inverzńı matice existuje). Pak

má soustava A~x = ~b jediné řešeńı

~x = A−1~b.

Př́ıklad

Řešte soustavu:
x1 + x2 + 2x3 = 1
2x1 + x2 + 3x3 = 2
x1 + x2 + x3 = 3

Matice soustavy:

A =

1 1 2
2 1 3
1 1 1


Vektor pravých stran:

~b =

1
2
3


Inverzńı matice k matici A:

A−1 =

−2 1 1
1 −1 1
1 0 −1


Vektor řešeńı: ~x = A−1~b =

−2 1 1
1 −1 1
1 0 −1

1
2
3

 =

 3
2
−2


=⇒ x1 = 3, x2 = 2, x3 = −2 .
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Cramerovo pravidlo

Věta (Cramerovo pravidlo)

Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n. Pak má soustava lineárńıch rovnic
A~x = ~b jediné řešeńı. Označ́ıme-li D determinant z matice A a Di determinant z
matice, která vznikne z matice A nahrazeńım i-tého sloupce sloupcem pravých
stran ~b, pak pro i-tou neznámou plat́ı

xi =
Di

D
, i = 1, . . . , n.

Poznámka

Předpoklad regulárńı čtvercové matice zaruč́ı, že detA 6= 0 a soustava má
jediné řešeńı.

Cramerovo pravidlo neńı vhodné k řešeńı soustav s velkým počtem
neznámých.

Cramerovo pravidlo je užitečné zejména v p̌ŕıpadech, kdy poťrebujeme
vypoč́ıtat jen některé neznámé. Každou neznámou lze totiž naj́ıt bez poč́ıtáńı
ostatńıch neznámých.

Př́ıklad

Řešte Cramerovým pravidlem soustavu

3x1 + 5x2 = 1

7x1 + 2x2 = 8

D =

∣∣∣∣3 5
7 2

∣∣∣∣ = 6− 35 = −29

D1 =

∣∣∣∣1 5
8 2

∣∣∣∣ = 2− 40 = −38 =⇒ x1 =
D1

D
=

38

29

D2 =

∣∣∣∣3 1
7 8

∣∣∣∣ = 24− 7 = 17 =⇒ x2 =
D2

D
= −17

29

=⇒ ~x =

(
38

29
,−17

29

)
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Ukázka využit́ı systémů Wolfram Alpha, Sage, Maxima, viz:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/linearni-algebra.html

Př́ımý odkaz na Wolfram Alpha:

http://www.wolframalpha.com/
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