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Zakladni pojmy

Definice (Soustava linearnich rovnic)

Soustavou m linedrnich rovnic o n nezndmych nazyvdme soustavu rovnic

a1121 + a12%2 + -+ - + A1pTn = by
(%) a21%1 + age®a + -+ + a2pxy = bo

a31T1 + asa®s + - - + aznTy = b3

Am1%1 + Gm2T2 + -+ - + AGmpTn = b'm

Promé&nné x, x3, ..., T, nazyvdme nezndmé. Redlna &isla a;; nazyvdme
koeficienty levych stran, redlnd &isla b; koeficienty pravych stran soustavy rovnic.
Regenim soustavy rovnic rozumime uspofadanou n-tici redlnych &isel t1,to, ..., ty,

po jejichZz dosazeni za nezndmé (v tomto poradi) do soustavy jsou viechny rovnice
splnény.
Plati-li v soustavé by = by = --- = b,;, = 0, nazyva se soustava homogenni.
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Definice (Matice soustavy a rozsifena matice soustavy)

@ Matice
a1 a2 - Qin
a1 Q22 - Q2
A=
Am1 Am2 o Amn
se nazyvd matice soustavy.
o Matice
a1 a2 - Gip | b1
a1 a2 - aop | b
A, =
Am1 Am2 tee Amn bm
se nazyva rozsifend matice soustavy.
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Maticovy zapis soustavy (x)

Oznaéme
by z1
= bo €2
b= . BE=
Byp B

Vektor b se nazyva vektor pravych stran. Vektor Z se nazyva vektor neznamych.
Soustavu (*) lze psat ve tvaru

air G2 - Gin x1 by
a1 Gz - G2n T2 bo
= 9
Am1 Am2 Amn Tn bm
t].
AZ =b
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Véta (Frobeniova véta)

Soustava linedrnich rovnic (x) md FeSeni pravé tehdy, kdyZ jeji matice soustavy a
rozsifend matice soustavy maji stejnou hodnost, tj.

h(A) = h(A,).

Poznamka

| \

Mohou nastat tfi moZnosti:

o Pokud h(A) < h(A,), pak soustava nema YeZeni,

o Pokud h(A) = h(A,) = n, pak ma soustava pravé jedno Feseni,

o Pokud h(A) = h(A,) < n, pak ma soustava nekonetn& mnoho ¥eZeni. Tato

fedeni Ize vyjad¥it pomoci n — h(A) parametri (volnych nezndmych).

Homogenni soustava linearnich rovnic ma vzdy YeSeni. Po dosazeni vidime, Ze
n-ticexy =0, z2 =0, ..., x, = 0 je feSenim. Toto FeSeni nazyvame trividlni.
U homogennich soustav linedrnich rovnic tedy bud existuje pouze trivialni ¥edeni,
nebo existuje nekone¢né mnoho Feseni.
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Gaussova elimina¢ni metoda

@ Roziifenou matici soustavy A, ptevedeme do schodovitého tvaru (pomoci
ekvivalentnich ¥adkovych dprav). Ureime h(A,) a h(A) a na zdklad&
Frobeniovy véty zjistime, zda ma soustava Fegeni.

Q Je-li h(A) = h(A,), pFepideme schodovity tvar matice A, zpé&t do soustavy
linedrnich rovnic (s plvodnimi nezndmymi). Takto ziskang soustava md
stejné YeZeni jako plivodni soustava ().

© Tuto novou soustavu Fe$ime odspodu:

o Je-li h(A) = h(A,) = n, pak je v kaZdé rovnici pravé jedna novd nezndms =
jediné Feseni

o Je-li h(A) = h(A,) < n, pak existuje alespofi jedna rovnice se dv&mi nebo vice
novymi nezndmyni. Rekn&me, %e novych nezndmych je k > 1. V tom pt¥ipadé
zvolime k — 1 z t&chto nezndmych za parametry (volné nezndmé) a zbyvajici
nezndmou vyjad¥ime v zavislosti na t&chto parametrech. Vysledny zdapis ¥edeni
se mize lisit v zavislosti na tom, které neznamé zvolime jako parametry
(existuje vice zplsobl zapisu YeSen(). Za parametry miizeme dosazovat
libovolnd redlng &isla (nekone&n& mnoho moZznosti)=- nekonetn& mnoho Feden.
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Ptiklad (Jedno Fe3eni)

5 1+ To+ 23 =
Reste soustavu: 2x1 + 4o + Tag =
3x1 + 5xe + 10x3 = 10

oo O

1] 1 2|0\ —-2-3 1 1 20 11 2]0
24783+ ~ o [2] 3|38 -1 ~ [0 2 318
3 5 10|10 + 0 2 4]10)/+ )+ 00 1|2

Hodnost matice soustavy (ozn. A)

o . Resime odspodu, z vysledné matice:
a rozsifené matice (ozn. A,.):

h(A) =h(A,) =3
200+ 3-2=8= |z =1
potet neznamych: n = 3 2

21 +1+42:2=0= |2y = 5|

= 1 ¥edeni
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Ptiklad (Nekone&né mnoho Feseni, 1 parametr)

T — 229 + 323 — 4z = 4
To — T3+ x14=-—3

T, + 3o —3z4= 1
—Tx9 +3x3 + x4 =-3

Regte soustavu:

—2 3 —4| 4 -1 1 -2 3 —4| 4

0 1 -1 1 —3] o ~1 1| =345 7
r 3 0 -3 1 + 0 5 -3 1 |-3 3+

0 -7 3 1|-3 0 -7 3 1 |-3 -
1 -2 3 —4] 4 L —2 3 _al 4

~|0 bt =3 ~lo 1 -1 1 |-3
0 0 2 —4] 12 [[:2 o 0 1 ol
0 0 -4 8 | -2

h(A) = h(A,) = 3 w3 — 2wy =6 |z4=1 t €R|=>[w5=6+2t]

polet nezndmych: n =4 B _ —
= oo feseni, 1 parametr w2 = (6+2t)+t=-3=
21 —2B+1)+3(6+2t) — 4t =4= |z =8|
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Ptiklad (Nekone&né mnoho feseni, 2 parametry)

1 + 220 + 4x3— 314 =0
3x1 + 5r9 + 6x3 — 4x4 =0
4z + 5x9 — 223+ 314 =0
3x1 + 8xg + 24x3 — 1924 =0

Regte soustavu:

2 4 —-310 -3 1—4 43

$5 5 e

4 5 -2 3 |0

3 8 24 -19|0

1 2 4 =310

0 -1 -6 5 |0 1 2 4 =3]0
“lo -3 —18 15 |0 N(o -1 -6 5 ‘0)

0 2 12 —10]0

h(A) = h(A,) =2 — 29 —6x3+5bry=0: ‘x4:t,x3:s, t,se]R‘
pocCet ?ezna,mych: n=4 -
= 0o Feseni, 2 parametry

o1+ 2(—65 + bt) +4s — 3t = 0 =21 = 85 — Tt |

v
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P¥iklad (Zadné reseni
11;‘1+2.’E2+31L’3:1

Regte soustavu: 201+ x9 + 223 =1
4z + bz + 813 =2

[1] 2 3|1\—-2 -4 12 3 1
2 1 2 1 J-{- ~ 0 -1
4 5 8|2 %——J+ 0 -3 —4 —2 N
1 2 3|1

~l0 -3 —-5|-1
0 0 0 |-1

h(A) =2, h(A,)=3

h(A) # h(A,) = soustava nem3 ¥eSeni
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Soustava s regularni ¢tvercovou matici

UkaZzeme si dva zplsoby, jak vy¥esit soustavu Ax = b, kdyZ matice soustavy A je
regularni.

Véta (Vlastnosti regularni matice)

Necht A je Etvercovd matice ¥adu n. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
Q A je invertibilni, tj. A~ existuje.
Q detA#£0
Q h(h)=n
Q Rédky (sloupce) matice A jsou linedrn& nezavislé.

© Soustava linearnich rovnic AZ = b ma jediné ¥eseni pro libovolny vektor
b.

v
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i pomoci inverzni matice

Necht A je &tvercovd reguldrni matice ¥adu m (tj. inverzni matice existuje). Pak
md soustava AZ = b jediné FeSeni

= A"1p.
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Priklad

I —+ T2 =+ 2%3 = ].
Reste soustavu: 201 + 29 + 33 =2
T+ 20+ x3=3

Matice soustavy: Vektor pravych stran:
1 1 2 1
A=|2 1 3 b= |2
1 1 1 3
Inverzni matice k matici A:
-2 1 1
Al = 1 -1 1
1 0 -1
-2 1 1 1 3
Vektor fedeni: #=A"b= |1 -1 1 2| = 2
1 0 -1 3 —2
= |x1 =3, 10 =2, x3=—2|.
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Cramerovo pravidlo

Véta (Cramerovo pravidlo)

Necht A je reguldrni &tvercovd matice Fidu n. Pak md soustava linedrnich rovnic
AZ =1 jediné FeSeni. Oznacime-Ii D determinant z matice A a D; determinant z
matice, kterd vznikne z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych
stran b, pak pro i-tou neznamou plati

D;

mizf, 1=1,...,n.

Poznamka

| A\

7

o PYedpoklad regularni &tvercové matice zaru&i, Ze det A # 0 a soustava ma
jediné Yeseni.

@ Cramerovo pravidlo neni vhodné k YeSeni soustav s velkym poctem
neznamych.

@ Cramerovo pravidlo je uZiteéné zejména v pFipadech, kdy potfebujeme
vypocitat jen nékteré neznamé. KaZdou nezndmou lze totiz najit bez pocitan{
ostatnich nezndmych.
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Priklad

Reste Cramerovym pravidlem soustavu

3$1 +5LEQ =1
Tr1+ 215 =38
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Priklad

Reste Cramerovym pravidlem soustavu

3$1+5$2:1
Tr1+ 215 =38
3 5

D—‘,? 2‘—6—35—
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Priklad

Reste Cramerovym pravidlem soustavu

3$1+5$2:1
Tr1+ 215 =38
3 5
D—‘,? 2‘—6—35——29
1 5 Dy
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Priklad

Reste Cramerovym pravidlem soustavu

3$1+5$2:1
Tr1+ 215 =38
3 5
D—‘,? 2‘—6—35——29
15 D, 38
31 Dy 17
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Priklad

Reste Cramerovym pravidlem soustavu

3$1+5LEQ:1
Tr1+ 215 =38
3 5
D—‘,? 2‘—6—35——29
15 D, 38
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

Ukdzka vyuZiti systéma Wolfram Alpha, Sage, Maxima, viz:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/linearni-algebra.html

P¥imy odkaz na Wolfram Alpha:

http://www.wolframalpha.com/
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