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Monotonie a lokálńı extrémy

Definice (Monotonie v bodě)

Řekneme, že funkce f je rostoućı v bodě x0 ∈ R, jestliže existuje ryźı okoĺı
P (x0) bodu x0, takové, že f(x) < f(x0) pro x ∈ P−(x0) a f(x) > f(x0)
pro x ∈ P+(x0).

Řekneme, že funkce f je klesaj́ıćı v bodě x0 ∈ R, jestliže existuje ryźı okoĺı
P (x0) bodu x0, takové, že f(x) > f(x0) pro x ∈ P−(x0) a f(x) < f(x0)
pro x ∈ P+(x0).

Analogicky se definuje funkce neklesaj́ıćı a nerostoućı v bodě.

Věta

Funkce je rostoućı (klesaj́ıćı) na otev̌reném intervalu právě tehdy, když je rostoućı
(klesaj́ıćı) v každém jeho bodě.

Souvislost monotonie s derivaćı

Věta

Je-li f ′(x0) > 0, pak je funkce f rostoućı v bodě x0.

Je-li f ′(x0) < 0, pak je funkce f klesaj́ıćı v bodě x0.

Věta

Necht’ f má derivaci na otev̌reném intervalu I.

Je-li f ′(x) > 0 pro každé x ∈ I, pak je f na I rostoućı.

Je-li f ′(x) < 0 pro každé x ∈ I, pak je f na I klesaj́ıćı.

Obráceńı vět neplat́ı. Nap̌ŕıklad funkce y = x3 je v
bodě x0 = 0 rostoućı, ale má zde nulovou derivaci:

y′ = 3x2 ⇒ y′(0) = 0.
x

y

0
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Definice (Lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ D(f)

lokálńı maximum (ostré lokálńı maximum), jestliže existuje ryźı okoĺı
P (x0) bodu x0 takové, že f(x0) ≥ f(x) (f(x0) > f(x)) pro každé
x ∈ P (x0).

lokálńı minimum (ostré lokálńı minimum), jestliže existuje ryźı okoĺı P (x0)
bodu x0 takové, že f(x0) ≤ f(x) (f(x0) < f(x)) pro každé x ∈ P (x0).

Pro lokálńı maximum a lokálńı minimum použ́ıváme společný název lokálńı
extrémy, ostré lokálńı maximum a ostré lokálńı minimum nazýváme
společným názvem ostré lokálńı extrémy.

x

y

x1 x2 x3 x4 x5

v bodech x1, x3 a x5 jsou
lokálńı maxima (v bodech x1 a
x5 ostrá)

v bodech x2 a x4 jsou lokálńı
minima (v bodě x2 ostré)

v bodech z intervalu (x3, x4)
jsou lokálńı maxima a zároveň i
minima (neostrá)

Souvislost lokálńıch extrémů s derivaćı

Věta

Necht’ má funkce f v bodě x0 lokálńı extrém a necht’ existuje f ′(x0). Pak
f ′(x0) = 0.

Věta neplat́ı opačně. Nap̌ŕıklad funkce y = x3 má v bodě x0 = 0 nulovou
derivace, ale nemá zde lokálńı extrém (je zde rostoućı).

Podle p̌redchoźı věty může ḿıt funkce f lokálńı extrémy v bodech, kde
f ′(x) = 0 nebo v bodech, kde nemá derivaci.

x

y

0 x

y

0

Bod x0, pro který plat́ı, že f ′(x0) = 0, se nazývá stacionárńı bod.
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Věta

Necht’ f je spojitá v bodě x0 a necht’ existuje ryźı okoĺı P (x0) bodu x0, v němž
má f derivaci.

Je-li f ′(x) > 0 pro všechna x ∈ P−(x0) a f ′(x) < 0 pro všechna
x ∈ P+(x0), pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

Je-li f ′(x) < 0 pro všechna x ∈ P−(x0) a f ′(x) > 0 pro všechna
x ∈ P+(x0), pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

Předchoźı věta ř́ıká, že je-li x0 stacionárńı bod a derivace f ′ měńı v bodě x0

znaménko, pak je v bodě x0 lokálńı extrém.

O tom, zda ve stacionárńım bodě je nebo neńı extrém, můžeme rozhodnout také
podle následuj́ıćı věty.

Věta

Necht’ f ′(x0) = 0.

Je-li f ′′(x0) < 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum.

Je-li f ′′(x0) > 0, pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı minimum.

Definice (Konvexnost, konkávnost)

Řekneme, že funkce f je konvexńı v bodě x0 ∈ D(f), jestliže f má derivaci
v x0 a existuje ryźı okoĺı bodu x0 takové, že pro všechna x z tohoto okoĺı lež́ı
graf funkce f nad tečnou sestrojenou ke grafu funkce f v bodě x0, tj.

f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Řekneme, že funkce f je konkávńı v bodě x0 ∈ D(f), jestliže f má derivaci
v x0 a existuje ryźı okoĺı bodu x0 takové, že pro všechna x z tohoto okoĺı lež́ı
graf funkce f pod tečnou sestrojenou ke grafu funkce f v bodě x0, tj.

f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Řekneme, že funkce f je konvexńı (konkávńı) na otev̌reném intervalu,
jestliže je konvexńı (konkávńı) v každém jeho bodě.

Konvexńı
(nad tečnou)

Konkávńı
(pod tečnou)
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Souvislost konvexnosti/konkávnosti s druhou derivaćı

Věta

Necht’ f má druhou derivaci v bodě x0.

Je-li f ′′(x0) > 0, pak je funkce f konvexńı v bodě x0.

Je-li f ′′(x0) < 0, pak je funkce f konkávńı v bodě x0.

Věta

Necht’ f má druhou derivaci na otev̌reném intervalu I.

Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I, pak je f na I konvexńı.

Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I, pak je f na I konkávńı.

Obráceńı vět neplat́ı. Nap̌ŕıklad funkce y = x4 je v
bodě x0 = 0 konvexńı, ale má zde nulovou druhou
derivaci:

y′ = 4x3, y′′ = 12x2 ⇒ y′′(0) = 0. x

y

0

Definice (Inflexńı bod)

Bod x0 ∈ R se nazývá inflexńı bod funkce f , jestliže existuje f ′(x0) a ryźı okoĺı
bodu x0 takové, že v levém ryźım okoĺı je funkce konvexńı a v pravém ryźım okoĺı
je funkce konkávńı nebo naopak.

x

y

x1 x2

x1 je inflexńı bod

x2 neńı inflexńı bod, nebot’

funkce nemá v tomto bodě
derivaci.

Věta

Necht’ má funkce f v bodě x0 inflexńı bod a necht’ existuje f ′′(x0). Pak
f ′′(x0) = 0.

Věta neplat́ı opačně. Nap̌ŕıklad funkce y = x4 má v bodě x0 = 0 nulovou
druhou derivaci, ale nemá zde inflexńı bod (je zde konvexńı).
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Věta

Necht’ f má v bodě x0 spojitou prvńı derivaci a necht’ existuje ryźı okoĺı P (x0)
bodu x0, v němž má f druhou derivaci. Je-li f ′′(x) > 0 pro všechna x ∈ P−(x0)
a f ′′(x) < 0 pro všechna x ∈ P+(x0) nebo naopak, pak má funkce f v bodě x0

inflexńı bod.

Předchoźı věta ř́ıká, že je-li f ′′(x0) = 0 a druhá derivace f ′′ měńı v bodě x0

znaménko, pak je x0 inflexńı bod.

Asymptoty funkce

Asymptoty bez směrnice (svislé asymptoty) – viz p̌rednáška “Limita a
spojitost”

Asymptoty se směrnićı

Definice (Asymptota se směrnićı)

Př́ımka o rovnici y = kx+ q, kde k, q ∈ R, se nazývá asymptotou se
směrnićı funkce f pro x→∞, jestliže

lim
x→∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0.

Př́ımka o rovnici y = kx+ q, kde k, q ∈ R, se nazývá asymptotou se
směrnićı funkce f pro x→ −∞, jestliže

lim
x→−∞

[f(x)− (kx+ q)] = 0.
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Př́ıklad asymptot bez směrnice:

Př́ıklad asymptot se směrnićı:

Věta

Př́ımka o rovnici y = kx+ q je asymptotou funkce f pro x→∞ právě tehdy, když

k = lim
x→∞

f(x)

x
a q = lim

x→∞
[f(x)− kx].

Analogicky pro x→ −∞.

Poznámka

Pokud k = 0, q ∈ R, pak se jedná o vodorovnou asymptotu – viz p̌rednáška
“Limita a spojitost”.
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Postup p̌ri vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce

1 Definičńı obor, pr̊useč́ıky grafu se soǔradnými osami, znaménko funkce
(intervaly, kde je kladná a záporná).

2 Prvńı derivace, intervaly r̊ustu a klesáńı, lokálńı extrémy.

3 Druhá derivace, intervaly konvexnosti a konkávnosti, inflexńı body.

4 Asymptoty (polynom stupně dva a věťśıho asymptoty nemá).

5 Graf.

Př́ıklad

Vyšeťrete pr̊uběh funkce y = 4x3 − 3x4.
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Př́ıklad

Vyšeťrete pr̊uběh funkce y = x2

1−x .

Př́ıklad

Vyšeťrete pr̊uběh funkce y = x
(x+2)2 .
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Absolutńı extrémy

Definice (Absolutńı extrémy)

Necht’ f je funkce a M ⊆ D(f) množina.

Jestliže existuje bod x0 ∈M takový, že f(x0) ≥ f(x) pro všechna x ∈M ,
pak ř́ıkáme, že funkce f nabývá na množině M absolutńıho maxima v bodě
x0.

Jestliže existuje bod x0 ∈M takový, že f(x0) ≤ f(x) pro všechna x ∈M ,
pak ř́ıkáme, že funkce f nabývá na množině M absolutńıho minima v bodě
x0.

Funkce může na množině M nabývat absolutńıch extrémů ve v́ıce bodech.

Je-li funkce f spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉, pak podle Weierstrassovy
věty nabývá funkce f na 〈a, b〉 své nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty (absolutńıch
extrémů). Těchto extrémů může funkce f nabývat bud’ v bodech lokálńıch
extrémů uvniťr intervalu nebo v krajńıch bodech intervalu.
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Pokud jsou porušeny p̌redpoklady Weierstassovy věty, tj.

intevral 〈a, b〉 uzav̌rený,

funkce na intervalu 〈a, b〉 spojitá,

pak nemuśı na daném intervalu absolutńı extrémy funkce f existovat.

Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/diferencialni-pocet.html

Matematické výpočty online (MAW):

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=prubeh
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