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Monotonie a lokalni extrémy

Definice (Monotonie v bodé)

o Rekneme, e funkce f je rostouci v bodé z, € R, jestlize existuje ryzi okolf
P(xg) bodu xg, takové, ze f(x) < f(zg) pro x € P~ (x9) a f(x) > f(xo)
pro x € P (xp).

o Rekneme, e funkce f je klesajici v bodé zy € R, jestlize existuje ryzi okolf
P(x0) bodu xg, takové, ze f(x) > f(xg) pro x € P~ (x9) a f(x) < f(xo)
pro x € P (xp).

o Analogicky se definuje funkce neklesajici a nerostouci v bodé.

Véta

Funkce je rostouci (klesajici) na otevieném intervalu pravé tehdy, kdyZ? je rostouci
(klesajici) v kaZdém jeho bodé.

o

Souvislost monotonie s derivaci

Véta
o Je-li f'(xg) > 0, pak je funkce f rostouci v bodé& xy.
o Je-li f'(xg) <0, pak je funkce [ klesajici v bodé& x.

Véta

Necht f md derivaci na otevieném intervalu I.
o Je-li f'(x) > 0 pro kaZdé x € I, pak je f na I rostouci.
o Je-li f'(x) <0 pro kaZdé x € I, pak je f na I klesajici.

Y
Obréceni vét neplati. Nap¥iklad funkce y = 23 je v /

bodé xy = 0 rostouci, ale ma zde nulovou derivaci:

0 0 T
y =30% = y/(0) =0,




Definice (Lokalni extrémy)

Rekneme, Ze funkce f ma v bod& ¢ € D(f)

o lokalni maximum (ostré lokalni maximum), jestlize existuje ryzi okol{
P(xg) bodu x¢ takové, Ze f(xq) > f(x) (f(zo) > f(x)) pro kazdé
x € P(x).

o lokalni minimum (ostré lokalni minimum), jestlize existuje ryzi okoli P(xg)
bodu xg takové, Ze f(xg) < f(x) (f(zo) < f(x)) pro kazdé = € P(xy).

o Pro lokdIni maximum a lokalni minimum pouZzivdme spole¢ny nazev lokalni

extrémy, ostré lokalni maximum a ostré lokdIni minimum nazyvdme
spole¢nym nazvem ostré lokalni extrémy.

@ v bodech x1, x3 a =5 jsou
lokdIni maxima (v bodech z; a
x5 ostrd)

<

@ v bodech x5 a x4 jsou lokalni
| minima (v bod& x5 ostré)
| | |

- ! o v bodech z intervalu (z3,x4)
L1 L2 I3 Ty Ts5 I

jsou lokalni maxima a zaroven i
minima (neostr3)

Souvislost lokalnich extrému s derivaci

Véta

Necht md funkce f v bod& g lokdIni extrém a necht existuje f’(xg). Pak

f/(il,’o) = 0

o Véta neplati opa¢n&. Nap¥iklad funkce y = 22 mda v bod& zy = 0 nulovou

derivace, ale nema zde lokdIni extrém (je zde rostouci).

o Podle ptfedchozi véty mize mit funkce f lokalni extrémy v bodech, kde
f'(x) = 0 nebo v bodech, kde nemd derivaci.

Y Y

0 T 0 T

o Bod xg, pro ktery plati, Ze f'(z¢) = 0, se nazyvé stacionarni bod.



Véta
Necht f je spojitd v bod& xq a necht existuje ryzi okoli P(xq) bodu g, v némz
ma f derivaci.
o Je-li f'(x) > 0 pro vdechna x € P~ (xz¢) a f'(x) < 0 pro vSechna
x € PT(xg), pak md funkce f v bod& x ostré lokdlni maximum.
o Je-li f'(x) <0 pro viechna x € P~ (x¢) a f'(x) > 0 pro vSechna
x € Pt (xg), pak md funkce f v bod& xg ostré lokdlni minimum.

Ptedchozi véta ¥ikd, Ze je-li xo staciondrni bod a derivace f' méni v bodé& x
znaménko, pak je v bodé z( lokalni extrém.

O tom, zda ve staciondrnim bodé je nebo neni extrém, mizZeme rozhodnout také
podle ndsledujici véty.

Véta
Necht f'(x¢) = 0.

o Je-li f""(xg) <0, pak ma funkce f v bodé& xq ostré lokdlni maximum.

o Je-li f""(xg) >0, pak ma funkce f v bod& xq ostré lokdlni minimum.

Definice (Konvexnost, konkavnost)

o Rekneme, Ye funkce f je konvexni v bodé xo € D(f), jestlize f ma derivaci
v xg a existuje ryzi okoli bodu x( takové, zZe pro vsechna x z tohoto okoli lezi
graf funkce f nad te¢nou sestrojenou ke grafu funkce f v bodé& xg, tj.

f(@) > f(zo) + f'(wo)(z — o).

o Rekneme, Ye funkce f je konkavni v bodé z, € D(f), jestlize f ma derivaci
v xg a existuje ryzi okoli bodu x( takové, Ze pro vsechna x z tohoto okoli lezi
graf funkce f pod te¢nou sestrojenou ke grafu funkce f v bodé z, tj.

f(@) < f(zo) + f'(wo)(z — o).

o Rekneme, ¥e funkce f je konvexni (konkavni) na otevieném intervalu,
jestlize je konvexni (konkavni) v kazdém jeho bodg.

Konvexni Konkavni ]
(nad te&nou) (pod te¢nou)




Souvislost konvexnosti/konkavnosti s druhou derivaci

Véta

Necht f md druhou derivaci v bodé& x.
o Je-li f"(xg) > 0, pak je funkce f konvexni v bodé& x.
o Je-li f"(xg) <0, pak je funkce f konkdvni v bodé& x.

Véta

Necht f md druhou derivaci na otevieném intervalu I.
o Je-li f"(x) > 0 pro kaZdé x € I, pak je f na I konvexn.
o Je-li f"(x) <0 pro kaZdé x € I, pak je f na I konkavni.

Obréceni vét neplati. Nap¥iklad funkce y = 2% je v y
bod& o = 0 konvexni, ale ma zde nulovou druhou
derivaci:
y/ — 43337 y// — 12:172 — y//(o) —0. 0 2

Definice (Inflexni bod)

Bod zg € R se nazyva inflexni bod funkce f, jestlize existuje f'(xg) a ryzi okoli
bodu x( takové, Ze v levém ryzim okoli je funkce konvexni a v pravém ryzim okoli
je funkce konkavni nebo naopak.

o x je inflexni bod

o x5 neni inflexni bod, nebot
funkce nema v tomto bodé&
derivaci.

Véta

Necht m4 funkce f v bod& ¢ inflexni bod a necht existuje f"(xg). Pak

f"(x9) = 0.

o V&ta neplati opa¢n&. Nap¥iklad funkce y = 2* ma v bod& z¢ = 0 nulovou

druhou derivaci, ale nem3 zde inflexni bod (je zde konvexni).




Véta

Necht f md v bod& xy spojitou prvni derivaci a necht existuje ryzi okoli P(x)
bodu xy, v némZ ma f druhou derivaci. Je-li f"'(x) > 0 pro vSechna x € P~ (xg)

a f"(x) <0 pro vechna x € P*(xq) nebo naopak, pak ma funkce f v bodé& xg
inflexni bod.

P¥edchozi véta ¥ika, Ze je-li f”'(xg) = 0 a druhd derivace f”/ méni v bod& x
znaménko, pak je xg inflexni bod.

Asymptoty funkce

o Asymptoty bez smérnice (svislé asymptoty) — viz pfedndska “Limita a
spojitost”

o Asymptoty se smérnici

Definice (Asymptota se smérnici)
o P¥imka o rovnici y = kx + q, kde k,q € R, se nazyvd asymptotou se
smérnici funkce f pro x — o0, jestlize

lim [f(z) — (kz + ¢)] = 0.

T—r 00

o P¥imka o rovnici y = kx + q, kde k,q € R, se nazyvd asymptotou se
smérnici funkce f pro x — —o0, jestlize

lim [f(z) — (kx4 q)] = 0.

Tr—r— 00




P¥iklad asymptot bez smérnice:

-— e W wm w w

\i

P¥iklad asymptot se smérnici:

- - - -

!

Véta
P¥imka o rovnici y = kx + q je asymptotou funkce f pro x — oo pravé tehdy, kdyZ

k= lim @) a q= lim [f(x) — kx].

r—oo I r—>00

Analogicky pro x — —oc.

Poznamka

Pokud £ =0, ¢ € R, pak se jednd o vodorovnou asymptotu — viz predndska
“Limita a spojitost”.

4 &

pve X => ~o0 pve X —> %20




Postup pf¥i vySetfovani pribéhu funkce

@ Defini¢ni obor, priiseciky grafu se soutadnymi osami, znaménko funkce
(intervaly, kde je kladnd a zapornd).

@ Prvni derivace, intervaly ristu a klesani, lokdlni extrémy.

@ Druha derivace, intervaly konvexnosti a konkavnosti, inflexni body.
@ Asymptoty (polynom stupné dva a vétsiho asymptoty nema).

® Graf.

Priklad
VyZettete priib&h funkce y = 423 — 324,
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Ptiklad
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Absolutni extrémy

Definice (Absolutni extrémy)

Necht f je funkce a M C D(f) mnoZina.

o JestliZe existuje bod zo € M takovy, Zze f(xg) > f(x) pro vdechna x € M,
pak fikdme, Ze funkce f nabyva na mnoZiné M absolutniho maxima v bod&
Zy.-

o JestliZe existuje bod zo € M takovy, Ze f(xg) < f(x) pro v8echna x € M,
pak fikdme, Ze funkce f nabyvd na mnoziné M absolutniho minima v bodé
Zo.

o Funkce miize na mnoziné M nabyvat absolutnich extrémi ve vice bodech.

o Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu (a,b), pak podle Weierstrassovy
véty nabyva funkce f na (a,b) své nejv&tsi a nejmendi hodnoty (absolutnich
extrémil). T&chto extrém( muZe funkce f nabyvat bud v bodech lokalnich
extrémi uvnit¥ intervalu nebo v krajnich bodech intervalu.

als, | A
A} 4\ ™Mox Aa' } aSso\MGK» "
|

abs. min |



Pokud jsou poruseny predpoklady Weierstassovy véty, tj.

o intevral {(a,b) uzavfeny,

o funkce na intervalu (a, b) spojita,

pak nemusi na daném intervalu absolutni extrémy funkce f existovat.
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Na <Q,b7 muxgshic no. (q‘b) MCEXL'S‘H«I'(_
absolutnl maximium absolufn masimum

Vyuziti systému pocitacové algebry

Vyuziti systém( Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/diferencialni-pocet.html

Matematické vypo&ty online (MAW):

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=prubeh
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