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Primitivni funkce a jeji vlastnosti, neurcity integral

Definice (Primitivni funkce)

Necht f a I jsou funkce definované na otevfeném intervalu I. Funkce F se
nazyva primitivni funkce k funkci f na intervalu I, jestlize

F'(x) = f(z) prokazdé =z € I.

v

Z definice pfimo vyplyvd, Ze je-li F' primitivni funkce k funkci f na I, pak zfejmé i
funkce F' + ¢, kde c je libovolna readlna konstanta, je primitivni funkce k funkci f
na I, nebot plati:

[F(x) + ' = Fl(z) + ¢ = f(x) + 0 = f(x)

Existuje-li tedy na daném intervalu primitivni funkce k funkci f, pak jich existuje
nekone&né& mnoho.

Ptiklad

Primitivni funkce k funkci y = 23 jsou nap¥iklad funkce

nebot

4N’/ 4 / 4 !
(32 ()2 ()=

Z¥ejmé kazda funkce tvaru y = % + ¢, kde ¢ € R, je primitivni k funkci y = 3.




Véta (Jednoznatnost primitivni funkce)

Necht F' a G je dvojice primitivnich funkci k funkci f na intervalu I. Pak existuje
konstanta c € R takova, Ze G(x) = F(x) + ¢ pro kaZdé x € I.

P¥edchozi véta ¥ika, Ze kazdé dvé primitivni funkce k funkci f se na daném
intervalu lisi jen o aditivni konstantu. Primitivni funkce je tedy az na aditivni
konstantu uréena jednoznaéné. Zname-li tedy jednu primitivni funkci, pak zndme
vsechny.

Definice (Neurcity integral)

MnoZinu vdech primitivnich funkci k funkci f zna&ime [ f(x) dz a nazyvdme
neurcity integral. Plati tedy

/f(a:) dz = F(x) + ¢,

kde F je libovolna primitivni funkce k funkci f a c je libovolna redlna konstanta.

v

Funkce f se nazyva integrand, konstanta c se nazyva integracni konstanta.
Vyraz dz je tzv. diferencial promé&nné x a ¥ika jak je oznaena proménna. Proces
nalezeni primitivni funkce k dané funkci nazyvame integrovani. Integrani
konstantu obvykle b&hem vypocltu nepiSeme. Byva zvykem ji psat az k vysledné
primitivni funkci nebo se vynechava lplné.

Z¥ejmé plati:

(/f(a:) dx)/:f(a:) ] /(F(:z:))’ dz = F(z) +



Véta (Postacujici podminka pro existenci primitivni funkce)

Je-li funkce f spojita na intervalu I, pak k ni existuje primitivni funkce na tomto
intervalu.

o Existuji funkce (nespojité), k nimZ neexistuje na daném intervalu primitivn{
funkce.

o Existuji funkce, které jsou spojité, tedy k nim existuje primitivni funkce, ale
tyto primitivni funkce nelze vyjad¥it pomoci elementdrnich funkci. Takové
primitivni funkce se nazyvaji vyssi transcendentni, napftiklad

X
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x
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/ dz, / dx, /Sma:2 dz, /cos:z:2 dz.
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Zakladni vzorce a pravidla pro integrovani

Ode =c¢ /cosazdx:sinw—i—c

lde=x+¢ /sinazda::—cosw—i—c

xn—l—l 1 d
n _ —
/a: dz n—|—1+c /COSQJZ r=lertc

1
e?dr=e"4c / —— dr = —cotgx + ¢
sin” x

dxz = arcsinz + ¢

1
dz = ——
@ lna+c /\/1—:1:2

1 1
—dz =In|z| +c dz = arctgz + ¢
T

x2 41



o Misto /1dx byva zvykem psat /dx.

¥ dx 1
o Casto také piseme — | misto /— dx

[ 7= 7

8

obecnéji:

Véta (Zakladni pravidla pro integrovani)

Necht f a g jsou funkce, k nimZ existuji primitivni funkce na intervalu I a necht
c € R. Pak na I plati:

Ju

@ g@lds = [f@)dot [g)do
/c-f(a:)dx _ c/f(a:)dx

Nemame k dispozici Zzadné obecné pravidlo pro integrovani soucinu, podilu
ani slozené funkce!!!




P¥iklad (Integrovani mocninnych funkci a polynomil)

4
@ /dex:%qLc

1 4 x 3 1

) /(ac4—|—2x3+x—2)dx:%—i—%-l—%—%c—l—c

P¥iklad (Zakladni vzorce a jednoduché upravy)

@ Vyndsobeni mocninnych funkci

@ Rozdéleni na vice jednodussich zlomki

3 3 1
/ac+ dr = / s dx:/ — +3z7%) do
x? x?  x? x
—1
= ln|x|—|—3-x—:1n|x|—§—|—c
—1 x

@ Neryze lomenou racionalni funkci vZdy upravime na soudet polynomu a ryzi
raciondlni lomené funkce (&itatele vydélime jmenovatelem)

r? 5 1 x>
/x2+1dx:/ :1:—1—1—x2+1 da::§—a:—|—arctgx—i—c




Substitu¢ni metoda

Véta (1. substituéni metoda, t = p(x))

Necht funkce f(t) je spojitd na otevieném intervalu I a funkce p(x) md na
otevFeném intervalu J spojitou derivaci, p¥iemZ pro libovolné z € J je p(x) € I.
Pak je funkce f[p(x)]¢’(x) spojitd na J a na tomto intervalu plati

[ el @ da = [ 50 at,

dosadime-Ii do vyrazu vpravo t = p(x).

o Uvedenou substituci lze pouZit pfi integrovani funkci typu
“slozena funkce f[p(z)] krat derivace vnit¥ni slozky této funkce ¢’ (z)"

o Prakticky provddime substituci tak, Ze vnit¥ni slozku nahradime novou
prom&nnou (nap¥. t). Tedy |t = ¢(z) | a déle plati | dt = ¢'(z) dx |.
o Je-li F' primitivni funkce k funkci f, pak postup integrace vypada takto:

| Flotaly (@) de = \ it S | = [ 1018 = F(®) + = Flp(@)] + ¢

Ptiklad (1. substitu&ni metoda)

t =3z +2 1 1
@/sin(3x+2)dx: dt = 3dx :—/Sintdt:——cost—l—c
1 3 3

= —% cos(3x +2) + ¢

@ /Sin2mcosxdx:/(sjnm)2.Cosxdx:‘ t=sinx

dt = cosx dx

:/tht

_ﬁ_i_c_sin?’x .
3 3
t=1-—2°
1 1 1 .-
@/x~el_x2dx: dt = -2z dzx :——/etdt:——et—kc:——e1 w2+c
1 2 2 2
xdx:—idt
t=a*+1 1 1 .
@ 22 /2t +1dr = | dt = 42° dx :—/\/Zdt:—/ﬁdt
3 1 4 4
T dx:Zdt

A




Integrace funkce s linearni vnitini slozkou

Necht I je primitivni funkce k funkci f na intervalu I. Pak pro ax + b € I plati

/f(a:c—l—b) dr = éF(ax—l— b) + c.

Ptiklad
/Sin(5x +1)de
t=5z+1 1 1
@ Substituci: /sin(5a: +1)de=|dt=5dz| = - /sint dt = ——cost+c=
dr = 1 ) 5)

—% cos(bx + 1)+ ¢

@ Pomoci vzorce z predchozi véty: ax + b =5z + 1

f(x) =sin(z) = F(z) = —cosx
flaz +b) =sin(bx + 1) = F(ax 4+ b) = — cos(bz + 1)

= /sin(593—|—1) dx = —%cos(&t—l—l)—l—c

Ptiklad

1
@ /COSZZEdZE = §sin2w—i—c

e dr— -2 3 s L3 57
@/(3 5x)® do = - 7(3 br)' = 35(3 Sz)' + ¢

1 1
= —In|2x —
@/2x_3dx 2n|:1: 3|+ ¢

@ /eQ_x dr = —e*> % +¢

1
® /singda}:/sin (533) dx:—QCosg—l—c

P¥iklady Ize ¥eSit substitucemi:

b=, t=3—br, t=2r—3, t=2—u1, t:g.




Derivace jmenovatele v citateli

Fla) | t=i@
/ o)

dt = f'(x) dx

1
:/;dtzln|t|+c:1ﬂ\f($)‘+c

— /f’(:c) de =In|f(z)| + ¢

f(x)

Ptiklad

2z 9
@ /xz_gdlen’a: —3‘—I—c

3z 3 2z 3 5
) /$2_3dx:§/$2_3dazziln‘m —3|+ec
@ /tgazdxz/smx dx:_/—smaz dz = —In|cosx| + ¢

COS T COS T
@ /cotgmdx:/C?Sxdlen\sinx\+c
sin

Integrace goniometrickych funkci

Integral typu /R(Sin x,cosx) dz, kde R je raciondni lomend funkce, lze

specidlnimi substitucemi pfevést na integrdl z racionalni lomené funkce. Zejména,
je-li mozné psat integral ve tvaru:

® /R(Sin x) cos x dx = volime substituci t = sinx

@ /R(cos x) sinz dr = volime substituci t = cosx

Poznamka

sinzcos?z cosx+1

) .
2x—l—cosx sm2x

o P¥iklady funkci typu R(sinz,cosx): —
sin
sinx +2 2sinx

sin2z  sinz —1

o P¥iklady funkci typu R(sinz) :

COS X cos? x 4+ cosx
cos?2x+3" cosx+1

o P¥iklady funkci typu R(cos ) :




Pviklad

sin x cosx sin t =sinx
@ = | ———cosxdx =

t
:/—dt
2 +2

sin? x—1—2 sin® x + 2 dt = cosz dz

2t 1 1
:2/ dt = 21(t2+2)+c:§ln(sin2x+2)+c

t2 4+ 2
sin 1 b =cosw 1
@/ d:I::/ sinzdr =|dt = —sinz dx :—/—dt
cos3 x cos3 x : - t3
sinx dr = — dt
=2 1 1
— [t dt=—"—=+c=—
/ —2+C 2t2Jr 2 cos? x te

. 3 . 2 1— 2
(&) (*)/Sm—xdx:/sm—msinxdx:/ﬂsinxdx
cosx + 3 cosx + 3 cosx + 3
t =cosx 9
t° —1 8
dt = —si d = t—3+ —— ) dt
sinx dx 113 /( +t—i—3>
t? cos? x

sinxdxr = — dt
=5 —3t+8t+3[+c=

—3cosz +8In|cosx+ 3|+ ¢

Véta (2. substituéni metoda, = = ¢(t))

Necht funkce f(x) je spojitd na otevieném intervalu I a funkce ©(t) md na
otevfeném intervalu J spojitou nenulovou derivaci, pFicemZ p(J) =1 (tj. ¢
zobrazuje interval J na interval I). Potom na intervalu I plati

[ @ o= [ slone @ ar

dosadime-Ii do vyrazu vpravo t = o~ 1(x), kde ¢! je inverzni funkce k funkci ¢

o Prakticky provadime substituci tak, Ze do funkce f vloZzime vnitfni sloZku
©(t). PtestoZe se nové ziskana slozend funkce zda byt sloZit&jsi, mize byt
integrovani takové funkce v nékterych konkrétnich p¥ipadech jednodussi.

o Postup integrace vypada takto:

/f ‘daz— dt‘ /f dt = F(t) + c=Flp~'(z)] + ¢}

kde F'(t) je primitivni funkce k funkci flp(t)]¢’(t).




Integrace iracionalnich funkci

Integral typu

/R(:I:, Yax + b, "Yax +0,...)dz,
kde R je raciondlni lomena funkce, lze substituci
t = var +b, kde s je nejmensi spole¢ny nasobek &isel ni,no,...

prevést na integrdl z raciondlni lomené funkce.

Substituci provddime nasledovné:

t=+var+b=—ar+b=1t°

1., b
r=—1 — -
a a
1 s—1
dez = —st dt
a
P¥iklad
— \/ — 2 _ 2 —1
@ T dr — t r+1l=x=t 1 _ 2% d

:2/(t2—1)dt:2<§—t>+c:§(M)3—2\/@Tl+c

2 t=Vx=>ax=1 / 2
——dzr = = [ ——=2tdt
@ /\/E(x+1) v | dr = 2t dt t(t2+1)

1
:4/t2+1dt:4arctgt—|—c:4arctg\/5—|—c
o [T qu|f=Vime=t [ g6 T
Ye+1 7| de=62dt | ) 241 ) 2+

4 o 1 tr o 3
:6/(t6—t +t —1+t2+1)dt:6<———+——t+arctgt)+c

7 5) 3
6vVzT  6VaP
= 733 — ;7 +2v/x — 62 + 6 - arctgJx + ¢

10




Metoda per partes

Véta (Integrovani metodou per partes (po &astech))

Necht funkce w a v maji spojité derivace na intervalu I. Pak na intervalu I plati

/u(x)v’(a:) dz = u(z)v(z) — /u'(a:)v(az) dz.

@ Metoda per partes je vlastn& prepsané pravidlo pro derivaci sou¢inu dvou
funkci.

@ Abychom mohli pouzit vzorec pro integraci per partes, musime

o zderivovat funkci u,
o zintegrovat funkci v’. To miZe byt vdak problém!!!

Navic, aby pouZiti metody mé&lo smysl, by mé&l byt soucin u'v (v integrdlu na
pravé stran&) “snadné&ji zintegrovatelny” neZ pivodni uv’.

Typy integralti vhodné pro pouziti metody per partes
Necht P je polynom.
@
/P(az)ea”b dz, /P(a:) sin(az + b) dz, / P(x)cos(ax +b) dz

V téchto pfipadech derivujeme polynom, druhou funkci integrujeme. P¥itom
metodu aplikujeme tolikrat, kolik je stupern polynomu.

/P(:{:) In"(ax 4+ b) do
/P(:U)arctg(aa: + b) du, /P(az)arccotg(aw +b) dz
/P(:U) arcsin(ax + b) dz, /P(az) arccos(az + b) dz

V téchto pfipadech naopak integrujeme polynom, druhou funkci derivujeme.
Toto zahrnuje zejména i pfipady, kdy P(x) = 1.

11



P¥iklad (Per partes — derivace polynomu)

u=x v =cosx
w=1 v=sinz

@ /xcosxdw:

= xrsinx — /Sin:c dz
=xsinx + cosx + ¢

u=x2+1 v =e"*

uw =2z v=—e"

@ /<£C2 +1l)e dx =

= (m2 +1)(—e ") — /Qx(—e_x) dz

= —e “(2* 4+ 1) + 2/336_33 dr =

= (22 + 1) +2 [x(—e—w) - / 1 (—e®) dm]

= —e (2 +1) —2ze " + Q/e_x dx

= —e (2 +1) - 2we " — 2 Tt ec=—e (2 —22+3) +c

P¥iklad (Per partes — integrace polynomu)

@/lnxdx: u/ hllx v 1‘lenm—/—-xdm

u = V=2 T
:a:lnx—/da:::clna:—:c—i—c

xT

u=arctgx v =z x? 1 x?
@ /xarctgw de =| 1 & 2 ‘ = —arctgy — —/ 5 dx

z? . 1/ ) 1 q x? . 1( -
= —arctgxr — — — r = —arctgr — —(x — arctgx c
g AT T 5 22+ 1 g T Ty &
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Vyuziti systému pocitacové algebry

Vyuziti systém( Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/integralni-pocet.html

Matematické vypo&ty online (MAW):

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=integral
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