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Primitivńı funkce a jej́ı vlastnosti, neurčitý integrál

Definice (Primitivńı funkce)

Necht’ f a F jsou funkce definované na otev̌reném intervalu I. Funkce F se
nazývá primitivńı funkce k funkci f na intervalu I, jestliže

F ′(x) = f(x) pro každé x ∈ I.

Z definice p̌ŕımo vyplývá, že je-li F primitivńı funkce k funkci f na I, pak žrejmě i
funkce F + c, kde c je libovolná reálná konstanta, je primitivńı funkce k funkci f
na I, nebot’ plat́ı:

[F (x) + c]′ = F ′(x) + c′ = f(x) + 0 = f(x)

Existuje-li tedy na daném intervalu primitivńı funkce k funkci f , pak jich existuje
nekonečně mnoho.
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Př́ıklad

Primitivńı funkce k funkci y = x3 jsou nap̌ŕıklad funkce

y =
x4

4
, y =

x4

4
+ 3, y =

x4

4
− 7,

nebot’ (
x4

4

)′
= x3,

(
x4

4
+ 3

)′
= x3,

(
x4

4
− 7

)′
= x3.

Zřejmě každá funkce tvaru y = x4

4 + c, kde c ∈ R, je primitivńı k funkci y = x3.
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Věta (Jednoznačnost primitivńı funkce)

Necht’ F a G je dvojice primitivńıch funkćı k funkci f na intervalu I. Pak existuje
konstanta c ∈ R taková, že G(x) = F (x) + c pro každé x ∈ I.

Předchoźı věta ř́ıká, že každé dvě primitivńı funkce k funkci f se na daném
intervalu lǐśı jen o aditivńı konstantu. Primitivńı funkce je tedy až na aditivńı
konstantu určena jednoznačně. Známe-li tedy jednu primitivńı funkci, pak známe
všechny.
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Definice (Neurčitý integrál)

Množinu všech primitivńıch funkćı k funkci f znač́ıme
∫
f(x) dx a nazýváme

neurčitý integrál. Plat́ı tedy ∫
f(x) dx = F (x) + c,

kde F je libovolná primitivńı funkce k funkci f a c je libovolná reálná konstanta.

Funkce f se nazývá integrand, konstanta c se nazývá integračńı konstanta. Výraz
dx je tzv. diferenciál proměnné x a ř́ıká jak je označena proměnná. Proces
nalezeńı primitivńı funkce k dané funkci nazýváme integrováńı. Integračńı
konstantu obvykle během výpočtu neṕı̌seme. Bývá zvykem ji psát až k výsledné
primitivńı funkci nebo se vynechává úplně.
Zřejmě plat́ı: (∫

f(x) dx

)′
= f(x) a

∫
(F (x))

′
dx = F (x) + c
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Věta (Postačuj́ıćı podḿınka pro existenci primitivńı funkce)

Je-li funkce f spojitá na intervalu I, pak k ńı existuje primitivńı funkce na tomto
intervalu.

Existuj́ı funkce (nespojité), k nimž neexistuje na daném intervalu primitivńı
funkce.

Existuj́ı funkce, které jsou spojité, tedy k nim existuje primitivńı funkce, ale
tyto primitivńı funkce nelze vyjáďrit pomoćı elementárńıch funkćı. Takové
primitivńı funkce se nazývaj́ı vyš̌śı transcendentńı, nap̌ŕıklad∫

e−x
2

dx,

∫
ex

x
dx,∫

sinx

x
dx,

∫
cosx

x
dx,

∫
sinx2 dx,

∫
cosx2 dx.
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Základńı vzorce a pravidla pro integrováńı

∫
0 dx = c∫
1 dx = x+ c∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c∫

ex dx = ex + c∫
ax dx =

ax

ln a
+ c∫

1

x
dx = ln |x|+ c

∫
cosx dx = sinx+ c∫
sinx dx = − cosx+ c∫

1

cos2 x
dx = tgx+ c∫

1

sin2 x
dx = −cotgx+ c∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ c∫
1

x2 + 1
dx = arctgx+ c
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Mı́sto

∫
1 dx bývá zvykem psát

∫
dx .

Často také ṕı̌seme

∫
dx

x
ḿısto

∫
1

x
dx ,

obecněji: ∫
dx

f(x)
=

∫
1

f(x)
dx.
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Věta (Základńı pravidla pro integrováńı)

Necht’ f a g jsou funkce, k nimž existuj́ı primitivńı funkce na intervalu I a necht’

c ∈ R. Pak na I plat́ı:∫
[f(x)± g(x)] dx =

∫
f(x) dx±

∫
g(x) dx∫

c · f(x) dx = c

∫
f(x) dx

Nemáme k dispozici žádné obecné pravidlo pro integrováńı součinu, pod́ılu
ani složené funkce!!!
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Př́ıklad (Integrováńı mocninných funkćı a polynomů)

1

∫
x3 dx

=
x4

4
+ c

2

∫ √
x dx =

∫
x

1
2 dx =

x
3
2

3
2

=
2

3

√
x3 + c

3

∫
1

x4
dx =

∫
x−4 dx =

x−3

−3
= − 1

3x3
+ c

4

∫
(x4 + 2x3 + x− 2) dx =

x5

5
+

x4

2
+

x2

2
− 2x+ c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 10 / 26
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Př́ıklad (Základńı vzorce a jednoduché úpravy)

1 Vynásobeńı mocninných funkćı∫
x2
√
x dx

=

∫
x

5
2 dx =

x
7
2

7
2

=
2

7
x3
√
x+ c

2 Rozděleńı na v́ıce jednoduš̌śıch zlomk̊u∫
x+ 3

x2
dx =

∫ (
x

x2
+

3

x2

)
dx =

∫ (
1

x
+ 3x−2

)
dx

= ln |x|+ 3 · x
−1

−1
= ln |x| − 3

x
+ c

3 Neryze lomenou racionálńı funkci vždy uprav́ıme na součet polynomu a ryźı
racionálńı lomené funkce (čitatele vyděĺıme jmenovatelem)∫

x4

x2 + 1
dx =

∫ (
x2 − 1 +

1

x2 + 1

)
dx =

x3

3
− x+ arctgx+ c
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1 Vynásobeńı mocninných funkćı∫
x2
√
x dx =

∫
x

5
2 dx

=
x

7
2

7
2

=
2

7
x3
√
x+ c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 11 / 26
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√
x dx =

∫
x

5
2 dx =

x
7
2

7
2
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7
x3
√
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3
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dx =
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+ 3x−2
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+ c
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racionálńı lomené funkce (čitatele vyděĺıme jmenovatelem)∫
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Př́ıklad (Základńı vzorce a jednoduché úpravy)
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x+ 3

x2
dx =

∫ (
x

x2
+

3

x2

)
dx =

∫ (
1

x
+ 3x−2

)
dx

= ln |x|+ 3 · x
−1

−1
= ln |x| − 3

x
+ c

3 Neryze lomenou racionálńı funkci vždy uprav́ıme na součet polynomu a ryźı
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Substitučńı metoda

Věta (1. substitučńı metoda, t = ϕ(x))

Necht’ funkce f(t) je spojitá na otev̌reném intervalu I a funkce ϕ(x) má na
otev̌reném intervalu J spojitou derivaci, p̌ričemž pro libovolné x ∈ J je ϕ(x) ∈ I.
Pak je funkce f [ϕ(x)]ϕ′(x) spojitá na J a na tomto intervalu plat́ı∫

f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∫
f(t) dt,

dosad́ıme-li do výrazu vpravo t = ϕ(x).

Uvedenou substituci lze použ́ıt p̌ri integrováńı funkćı typu
“složená funkce f [ϕ(x)] krát derivace vniťrńı složky této funkce ϕ′(x)”
Prakticky provád́ıme substituci tak, že vniťrńı složku nahrad́ıme novou

proměnnou (nap̌r. t). Tedy t = ϕ(x) a dále plat́ı dt = ϕ′(x) dx .

Je-li F primitivńı funkce k funkci f , pak postup integrace vypadá takto:∫
f [ϕ(x)]ϕ′(x) dx =

∣∣∣∣ t = ϕ(x)
dt = ϕ′(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ f(t) dt = F (t) + c = F [ϕ(x)] + c
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Př́ıklad (1. substitučńı metoda)

1

∫
sin(3x+ 2) dx

=

∣∣∣∣∣∣
t = 3x+ 2
dt = 3 dx
dx = 1

3
dt

∣∣∣∣∣∣ = 1

3

∫
sin t dt = −1

3
cos t+ c

= −1

3
cos(3x+ 2) + c

2

∫
sin2 x cosx dx =

∫
(sinx)2 · cosx dx =

∣∣∣∣ t = sinx
dt = cosx dx

∣∣∣∣ = ∫ t2 dt

=
t3

3
+ c =

sin3 x

3
+ c

3

∫
x · e1−x2

dx =

∣∣∣∣∣∣
t = 1− x2

dt = −2x dx
x dx = − 1

2
dt

∣∣∣∣∣∣ = −1

2

∫
et dt = −1

2
et + c = −1

2
e1−x2

+ c

4

∫
x3 ·

√
x4 + 1 dx =

∣∣∣∣∣∣
t = x4 + 1
dt = 4x3 dx
x3 dx = 1

4
dt

∣∣∣∣∣∣ = 1

4

∫ √
t dt =

1

4

∫
t
1
2 dt

=
1

4
· 2
3
t
3
2 + c =

1

6

√
t3 + c =

1

6

√
(x4 + 1)3 + c
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Př́ıklad (1. substitučńı metoda)
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Integrace funkce s lineárńı vniťrńı složkou

Necht’ F je primitivńı funkce k funkci f na intervalu I. Pak pro ax+ b ∈ I plat́ı∫
f(ax+ b) dx =

1

a
F (ax+ b) + c.

Př́ıklad∫
sin(5x+ 1) dx

Substitućı:

∫
sin(5x+ 1) dx =

∣∣∣∣∣∣
t = 5x+ 1
dt = 5 dx
dx = 1

5
dt

∣∣∣∣∣∣ = 1

5

∫
sin t dt = −1

5
cos t+ c =

−1

5
cos(5x+ 1) + c

Pomoćı vzorce z p̌redchoźı věty: ax+ b = 5x+ 1

f(x) = sin(x) =⇒ F (x) = − cosx

f(ax+ b) = sin(5x+ 1) =⇒ F (ax+ b) = − cos(5x+ 1)

=⇒
∫

sin(5x+ 1) dx = −1

5
cos(5x+ 1) + c
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Př́ıklad

1

∫
cos 2x dx

=
1

2
sin 2x+ c

2

∫
(3− 5x)6 dx = −1

5
· 1
7
(3− 5x)7 = − 1

35
(3− 5x)7 + c

3

∫
1

2x− 3
dx =

1

2
ln |2x− 3|+ c

4

∫
e2−x dx = −e2−x + c

5

∫
sin

x

2
dx =

∫
sin

(
1

2
x

)
dx = −2 cos x

2
+ c

Př́ıklady lze řešit substitucemi:

t = 2x, t = 3− 5x, t = 2x− 3, t = 2− x, t =
x

2
.
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Př́ıklad

1

∫
cos 2x dx =

1

2
sin 2x+ c

2

∫
(3− 5x)6 dx

= −1

5
· 1
7
(3− 5x)7 = − 1

35
(3− 5x)7 + c

3

∫
1

2x− 3
dx =

1

2
ln |2x− 3|+ c

4

∫
e2−x dx = −e2−x + c

5

∫
sin

x

2
dx =

∫
sin

(
1

2
x

)
dx = −2 cos x

2
+ c
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Př́ıklady lze řešit substitucemi:

t = 2x, t = 3− 5x, t = 2x− 3, t = 2− x, t =
x

2
.
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Derivace jmenovatele v čitateli∫
f ′(x)

f(x)
dx =

∣∣∣∣ t = f(x)
dt = f ′(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ 1

t
dt = ln |t|+ c = ln |f(x)|+ c

=⇒
∫

f ′(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ c

Př́ıklad

1

∫
2x

x2 − 3
dx = ln

∣∣x2 − 3
∣∣+ c

2

∫
3x

x2 − 3
dx =

3

2

∫
2x

x2 − 3
dx =

3

2
ln
∣∣x2 − 3

∣∣+ c

3

∫
tgx dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
− sinx

cosx
dx = − ln |cosx|+ c

4

∫
cotgx dx =

∫
cosx

sinx
dx = ln |sinx|+ c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 16 / 26



Derivace jmenovatele v čitateli∫
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Př́ıklad

1

∫
2x

x2 − 3
dx = ln

∣∣x2 − 3
∣∣+ c

2

∫
3x

x2 − 3
dx =

3

2

∫
2x

x2 − 3
dx =

3

2
ln
∣∣x2 − 3

∣∣+ c

3

∫
tgx dx =

∫
sinx

cosx
dx = −

∫
− sinx

cosx
dx = − ln |cosx|+ c

4

∫
cotgx dx =

∫
cosx

sinx
dx = ln |sinx|+ c

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 16 / 26



Derivace jmenovatele v čitateli∫
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Integrace goniometrických funkćı

Integrál typu

∫
R(sinx, cosx) dx, kde R je racionálńı lomená funkce, lze

speciálńımi substitucemi p̌revést na integrál z racionálńı lomené funkce. Zejména,
je-li možné psát integrál ve tvaru:

1

∫
R(sinx) cosx dx =⇒ voĺıme substituci t = sinx

2

∫
R(cosx) sinx dx =⇒ voĺıme substituci t = cosx

Poznámka

Př́ıklady funkćı typu R(sinx, cosx) :
sinx cos2 x

sin2 x+ cosx
,
cos3 x+ 1

sin2 x

Př́ıklady funkćı typu R(sinx) :
sinx+ 2

sin2 x
,

2 sinx

sinx− 1

Př́ıklady funkćı typu R(cosx) :
cosx

cos2 x+ 3
,
cos2 x+ cosx

cosx+ 1
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Př́ıklad

1

∫
sinx cosx

sin2 x+ 2
dx

=

∫
sinx

sin2 x+ 2
cosx dx =

∣∣∣∣ t = sinx
dt = cosx dx

∣∣∣∣ = ∫ t

t2 + 2
dt

=
1

2

∫
2t

t2 + 2
dt =

1

2
ln(t2 + 2) + c =

1

2
ln(sin2 x+ 2) + c

2

∫
sinx

cos3 x
dx =

∫
1

cos3 x
sinx dx =

∣∣∣∣∣∣
t = cosx

dt = − sinx dx
sinx dx = − dt

∣∣∣∣∣∣ = −
∫

1

t3
dt

= −
∫

t−3 dt = − t−2

−2
+ c =

1

2t2
+ c =

1

2 cos2 x
+ c

3 (∗)
∫

sin3 x

cosx+ 3
dx =

∫
sin2 x

cosx+ 3
sinx dx =

∫
1− cos2 x

cosx+ 3
sinx dx

=

∣∣∣∣∣∣
t = cosx

dt = − sinx dx
sinx dx = − dt

∣∣∣∣∣∣ =
∫

t2 − 1

t+ 3
dt =

∫ (
t− 3 +

8

t+ 3

)
dt

=
t2

2
− 3t+ 8 ln |t+ 3|+ c =

cos2 x

2
− 3 cosx+ 8 ln | cosx+ 3|+ c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 18 / 26
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 18 / 26
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Věta (2. substitučńı metoda, x = ϕ(t))

Necht’ funkce f(x) je spojitá na otev̌reném intervalu I a funkce ϕ(t) má na
otev̌reném intervalu J spojitou nenulovou derivaci, p̌ričemž ϕ(J) = I (tj. ϕ
zobrazuje interval J na interval I). Potom na intervalu I plat́ı∫

f(x) dx =

∫
f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt,

dosad́ıme-li do výrazu vpravo t = ϕ−1(x), kde ϕ−1 je inverzńı funkce k funkci ϕ.

Prakticky provád́ıme substituci tak, že do funkce f vlož́ıme vniťrńı složku
ϕ(t). Přestože se nově źıskaná složená funkce zdá být složitěǰśı, může být
integrováńı takové funkce v některých konkrétńıch p̌ŕıpadech jednoduš̌śı.

Postup integrace vypadá takto:∫
f(x) dx =

∣∣∣∣ x = ϕ(t)
dx = ϕ′(t) dt

∣∣∣∣ = ∫ f [ϕ(t)]ϕ′(t) dt = F (t) + c = F [ϕ−1(x)] + c ,

kde F (t) je primitivńı funkce k funkci f [ϕ(t)]ϕ′(t).
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Integrace iracionálńıch funkćı

Integrál typu ∫
R(x,

n1
√
ax+ b,

n2
√
ax+ b, . . . ) dx,

kde R je racionálńı lomená funkce, lze substitućı

t =
s
√
ax+ b, kde s je nejmenš́ı společný násobek č́ısel n1, n2, . . .

p̌revést na integrál z racionálńı lomené funkce.

Substituci provád́ıme následovně:

t =
s
√
ax+ b =⇒ ax+ b = ts

x =
1

a
ts − b

a

dx =
1

a
sts−1 dt
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Př́ıklad

1

∫
x√
x+ 1

dx

=

∣∣∣∣t = √x+ 1⇒ x = t2 − 1
dx = 2t dt

∣∣∣∣ = ∫ t2 − 1

t
2t dt

= 2

∫
(t2 − 1) dt = 2

(
t3

3
− t

)
+ c =

2

3
(
√
x+ 1)3 − 2

√
x+ 1 + c

2

∫
2√

x(x+ 1)
dx =

∣∣∣∣t = √x⇒ x = t2

dx = 2t dt

∣∣∣∣ = ∫ 2

t(t2 + 1)
2t dt

= 4

∫
1

t2 + 1
dt = 4arctgt+ c = 4arctg

√
x+ c

3

∫ √
x

3
√
x+ 1

dx =

∣∣∣∣t = 6
√
x⇒ x = t6

dx = 6t5 dt

∣∣∣∣ = ∫ t3

t2 + 1
6t5 dt = 6

∫
t8

t2 + 1
dt

= 6

∫ (
t6 − t4 + t2 − 1 +

1

t2 + 1

)
dt = 6

(
t7

7
− t5

5
+

t3

3
− t+ arctgt

)
+ c

=
6

6
√
x7

7
− 6

6
√
x5

5
+ 2
√
x− 6 6

√
x+ 6 · arctg 6

√
x+ c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 21 / 26
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 21 / 26
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Metoda per partes

Věta (Integrováńı metodou per partes (po částech))

Necht’ funkce u a v maj́ı spojité derivace na intervalu I. Pak na intervalu I plat́ı∫
u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−

∫
u′(x)v(x) dx.

1 Metoda per partes je vlastně p̌repsané pravidlo pro derivaci součinu dvou
funkćı.

2 Abychom mohli použ́ıt vzorec pro integraci per partes, muśıme

zderivovat funkci u,
zintegrovat funkci v′. To může být však problém!!!

Nav́ıc, aby použit́ı metody mělo smysl, by měl být součin u′v (v integrálu na
pravé straně) “snadněji zintegrovatelný” než původńı uv′.
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Typy integrál̊u vhodné pro použit́ı metody per partes

Necht’ P je polynom.

1 ∫
P (x)eax+b dx,

∫
P (x) sin(ax+ b) dx,

∫
P (x) cos(ax+ b) dx

V těchto p̌ŕıpadech derivujeme polynom, druhou funkci integrujeme. Přitom
metodu aplikujeme tolikrát, kolik je stupeň polynomu.

2 ∫
P (x) lnm(ax+ b) dx∫

P (x)arctg(ax+ b) dx,

∫
P (x)arccotg(ax+ b) dx∫

P (x) arcsin(ax+ b) dx,

∫
P (x) arccos(ax+ b) dx

V těchto p̌ŕıpadech naopak integrujeme polynom, druhou funkci derivujeme.
Toto zahrnuje zejména i p̌ŕıpady, kdy P (x) = 1.
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Př́ıklad (Per partes – derivace polynomu)

1

∫
x cosx dx

=

∣∣∣∣ u = x v′ = cosx
u′ = 1 v = sinx

∣∣∣∣ = x sinx−
∫

sinx dx

= x sinx+ cosx+ c

2

∫
(x2 + 1)e−x dx =

∣∣∣∣ u = x2 + 1 v′ = e−x

u′ = 2x v = −e−x
∣∣∣∣

= (x2 + 1)(−e−x)−
∫

2x(−e−x) dx

= −e−x(x2 + 1) + 2

∫
xe−x dx =

∣∣∣∣ u = x v′ = e−x

u′ = 1 v = −e−x
∣∣∣∣

= −e−x(x2 + 1) + 2

[
x(−e−x)−

∫
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 24 / 26
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 24 / 26
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Př́ıklad (Per partes – integrace polynomu)

1

∫
lnx dx

=

∣∣∣∣ u = lnx v′ = 1
u′ = 1

x v = x

∣∣∣∣ = x lnx−
∫

1

x
· x dx

= x lnx−
∫

dx = x lnx− x+ c

2

∫
x arctgx dx =

∣∣∣∣ u = arctgx v′ = x

u′ = 1
x2+1 v = x2

2

∣∣∣∣ = x2

2
arctgx− 1

2

∫
x2

x2 + 1
dx

=
x2

2
arctgx− 1

2

∫ (
1− 1

x2 + 1

)
dx =

x2

2
arctgx− 1

2
(x− arctgx) + c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 25 / 26



Př́ıklad (Per partes – integrace polynomu)

1

∫
lnx dx =

∣∣∣∣ u = lnx v′ = 1
u′ = 1

x v = x

∣∣∣∣ = x lnx−
∫

1

x
· x dx

= x lnx−
∫

dx = x lnx− x+ c

2

∫
x arctgx dx

=

∣∣∣∣ u = arctgx v′ = x

u′ = 1
x2+1 v = x2

2

∣∣∣∣ = x2

2
arctgx− 1

2

∫
x2

x2 + 1
dx

=
x2

2
arctgx− 1

2

∫ (
1− 1

x2 + 1

)
dx =

x2

2
arctgx− 1

2
(x− arctgx) + c
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Neurčitý integrál ZVMT lesnictv́ı 25 / 26
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/integralni-pocet.html

Matematické výpočty online (MAW):

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=integral
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