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Č́ıselné vektory

Definice (Č́ıselné vektory)

Symbolem Rn označme množinu všech uspǒrádaných n-tic reálných č́ısel, tj.

Rn = {(a1, a2, . . . , an); a1 ∈ R, a2 ∈ R, . . . , an ∈ R}.

Prvky této množiny, tj. uspǒrádané n-tice reálných č́ısel, nazýváme (reálné)
vektory, znač́ıme ~a = (a1, a2, . . . , an). Č́ısla a1, . . . , an se nazývaj́ı složky
vektoru ~a a č́ıslo n se nazývá a rozměr (dimenze) vektoru ~a.

Vektor ~a zapisujeme někdy také ve tvaru ~a =


a1
a2
...
an

, tzv. sloupcový vektor.

Př́ıklad

~a = (−1, 6) ∈ R2

~b = (2, 9,−1) ∈ R3

~c = (2, 5, 0,−8, 9) ∈ R5

Geometrický význam vektor̊u v R2 a R3

R2 můžeme chápat jako množinu všech bodů v rovině, nebot’ každý bod v
rovině je určen uspǒrádanou dvojićı č́ısel.

Podobně, č́ıselné vektory v R3 chápeme jako body v trojrozměrném prostoru.
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Definice (Sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru reálným č́ıslem)

Pro k ∈ R a vektory ~a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn, ~b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Rn

definujeme operace sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru reálným č́ıslem:

(a1, a2, . . . , an) + (b1, b2, . . . , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn)

k(a1, a2, . . . , an) = (ka1, ka2, . . . , kan).

Př́ıklad

Necht’ ~a = (2,−1, 3), ~b = (1, 0, 6), ~c = (5, 6,−2, 1).

~a+~b = (2,−1, 3) + (1, 0, 6) = (3,−1, 9)
−5~c = −5(5, 6,−2, 1) = (−25,−30, 10,−5)

Součet ~a+ ~c neńı definován, protože vektory ~a, ~c nemaj́ı stejný rozměr.

Definice

Vektor ~o := (0, 0, . . . , 0) se nazývá nulový vektor.

Vektor −~b = (−1)~b se nazývá opačný vektor k vektoru ~b.

Rozd́ıl vektor̊u ~a a ~b definujeme jako ~a−~b = ~a+ (−~b).

Př́ıklad

Necht’ ~a = (2,−1, 3), ~b = (1, 0, 6), ~c = (5, 6,−2, 1).

−~a = (−2, 1,−3)
−~b = (−1, 0,−6)

~a−~b = (2,−1, 3)− (1, 0, 6) = (1,−1,−3)

Rozd́ıl ~a− ~c neńı definován, protože vektory ~a,~c nemaj́ı stejný rozměr.
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Definice (Skalárńı součin)

Skalárńı součin vektor̊u ~a = (a1, a2, . . . , an), ~b = (b1, b2, . . . , bn) je reálné č́ıslo

~a ·~b = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

Př́ıklad

Necht’ ~a = (2,−1, 3, 2), ~b = (1, 0, 6,−3).

~a ·~b = 2 · 1 + (−1) · 0 + 3 · 6 + 2 · (−3)
= 2 + 0 + 18− 6 = 14.

Definice (Lineárńı kombinace vektor̊u)

Necht’ ~a1,~a2, . . . ,~ak (k ∈ N) jsou vektory v Rn, t1, t2, . . . , tk jsou reálná č́ısla.
Vektor

~b = t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tk~ak,

se nazývá lineárńı kombinace vektor̊u ~a1,~a2, . . . ,~ak. Č́ısla t1, t2, . . . , tk se
nazývaj́ı koeficienty lineárńı kombinace.

Př́ıklad

Necht’ ~a = (3, 2,−1), ~b = (1, 0,−3), ~c = (2,−1,−1).
Př́ıklady lineárńıch kombinaćı vektor̊u ~a, ~b, ~c :

~d = 3~a− 2~b+ ~c = (9, 5, 2)

~o = 0~a+ 0~b+ 0~c = (0, 0, 0).

Je žrejmé, že nulový vektor může být vždy vyjáďren jako lineárńı kombinace
daných vektor̊u - tzv. triviálńı lineárńı kombinace, tj. taková lineárńı kombinace,
v ńıž jsou všechny koeficienty nulové.
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Definice (Lineárńı (ne)závislost)

Ř́ıkáme, že vektory ~a1,~a2, . . . ,~ak jsou lineárně závislé, jestliže existuj́ı reálná
č́ısla t1, t2, . . . , tk, ne všechna nulová, taková, že

t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tk~ak = ~o.

V opačném p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že vektory jsou lineárně nezávislé.

Poznámka

Z definice plyne:

Vektory jsou lineárně závislé, jestliže alespoň jeden z nich lze vyjáďrit jako
lineárńı kombinaci ostatńıch.

Vektory ~a1,~a2, . . . ,~ak jsou lineárně nezávislé, jestliže nulový vektor může být
vyjáďren pouze jako triviálńı lineárńı kombinace těchto vektor̊u.

Speciálńı p̌ŕıpady lineárně (ne)závislých vektor̊u

Dva vektory jsou lineárně závislé právě tehdy, když jeden z vektor̊u je
násobkem druhého.

Vektory (stejného rozměru) jsou lineárně závislé, jestliže plat́ı alespoň jedna z
podḿınek:

Mezi vektory je nulový vektor.

Alespoň jeden z vektor̊u je násobkem jiného vektoru.

Počet vektor̊u je veťśı než je rozměr každého z vektor̊u.

Obecně budeme schopni o lineárńı závislosti a nezávislosti vektor̊u rozhodnout po
zavedeńı pojmu hodnost matice.
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Př́ıklad

Vektory (1, 2, 0,−3), (−2,−4, 0, 6) jsou lineárně závislé, protože

(−2,−4, 0, 6) = −2 · (1, 2, 0,−3).

Vektory (1, 5, 0,−2), (5, 6,−1,−1) jsou lineárně nezávislé.

Vektory (1, 3, 8), (0, 0, 0), (−1, 0, 3) jsou lineárně závislé, protože je mezi
nimi nulový vektor.

Vektory (1, 2, 3), (3, 7, 1), (2, 4, 6) jsou lineárně závislé, protože

(2, 4, 6) = 2 · (1, 2, 3).

Vektory (1, 3), (2, 1), (−3, 2) jsou lineárně závislé, protože jejich počet je 3,
ale rozměr pouze 2.

O lineárńı závislosti nebo nezávislosti vektor̊u (1, 3, 8), (1, 0,−1), (9, 3,−4)
zat́ım neuḿıme rozhodnout.

Matice - základńı pojmy

Definice (Matice)

Obdélńıkové schéma o m řádćıch a n sloupćıch

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

 ,

kde aij ∈ R pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, se nazývá matice typu (m,n).
Stručně zapisujeme A = (aij). Množinu všech matic typu (m,n) znač́ıme Rm×n.
Prvky aii se nazývaj́ı prvky hlavńı diagonály. Pokud m = n, pak mluv́ıme o
čtvercové matici řádu n.

Poznámka

Řádky a sloupce matice chápeme jako vektory. Mluv́ıme tedy o sč́ıtáńı, násobeńı
reálným č́ıslem, lineárńı kombinaci, lineárńı závislosti a nezávislosti řádk̊u
(sloupc̊u).
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Nulová matice

Matice, jej́ıž všechny prvky jsou nulové, se nazývá nulová matice a znač́ıme ji 0.
Typ nulové matice je obvykle žrejmý z kontextu.

Jednotková matice

Čtvercová matice řádu n, která má na hlavńı diagonále jedničky a na ostatńıch
ḿıstech nuly, se nazývá jednotková matice a znač́ı se In nebo jen I.

Př́ıklad

I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Transponovaná matice

Necht’ A = (aij) je matice typu (m,n). Matice AT typu (n,m), která vznikne
záměnou řádk̊u a sloupc̊u matice A, se nazývá transponovaná matice k matici
A, tj. AT = (aji).

Př́ıklad

Necht’

A =


1 2 0
−1 3 6
3 −2 8
5 1 1

 , B =

 1 2 0
2 3 −2
0 −2 7

 .

Pak

AT =

 1 −1 3 5
2 3 −2 1
0 6 8 1

 , BT =

 1 2 0
2 3 −2
0 −2 7

 .

Vid́ıme, že B = BT . Matice s takovou vlastnost́ı se nazývá symetrická matice.
Jiným p̌ŕıkladem symetrické matice je jednotová matice.
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Operace s maticemi

Definice (Sč́ıtańı matic a násobeńı matice reálným č́ıslem)

Necht’ A = (aij), B = (bij) jsou matice typu (m,n) . Součtem matic A a
B rozuḿıme matici C = (cij) typu (m,n), kde

cij = aij + bij

pro všechna i, j. Ṕı̌seme C = A+B.

Necht’ A = (aij) je matice typu (m,n), t ∈ R. Součinem č́ısla t a matice A
rozuḿıme matici D = (dij) typu (m,n), kde

dij = t · aij

pro všechna i, j. Ṕı̌seme D = tA.

Poznámka (Rozd́ıl matic)

Stejně jako v p̌ŕıpadě vektor̊u, definujeme −A jako (−1)A, a ṕı̌seme A−B ḿısto
A+ (−1)B.

Př́ıklad

Necht’

A =

(
4 0 5
−1 3 2

)
, B =

(
1 1 1
3 5 7

)
, C =

(
2 −3
0 1

)
.

Pak

A+B =

(
5 1 6
2 8 9

)
,

3C =

(
6 −9
0 3

)
,

A− 2B =

(
4 0 5
−1 3 2

)
−
(

2 2 2
6 10 14

)
=

(
2 −2 3
−7 −7 −12

)
.

Součet A+ C neńı definován, nebot’ matice A a C nejsou stejného typu.
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Definice (Násobeńı matic)

Necht’ A = (aij) je matice typu (m,n), B = (bij) je matice typu (n, p).
Součinem matic A a B (v tomto pǒrad́ı) rozuḿıme matici C = (cij) typu
(m, p), kde

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

pro i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , p. Ṕı̌seme C = AB.

Poznámka (Vysvětleńı p̌redchoźı definice)

Počet sloupc̊u matice A muśı být roven počtu řádk̊u matice B, jinak neńı
součin AB definován.

Prvek cij v matici C je roven skalárńımu součinu i-tého řádku matice A a
j-tého sloupce matice B.

Jak uvid́ıme z p̌ŕıkladů, násobeńı matic neńı komutativńı operace, tzn.
obecně neplati AB = BA. Abychom zdůraznili pǒrad́ı matic v součinu AB,
ř́ıkáme, že matici A násob́ıme zprava matićı B nebo že matici B násob́ıme
zleva matićı A.

Př́ıklad

Necht’

A =

 3 2 −1
0 1 2
−2 0 1

 , B =

 2 1
3 0
1 3

 .

Pak

AB =

 3 2 −1
0 1 2
−2 0 1

 2 1
3 0
1 3


=

 3 · 2 + 2 · 3− 1 · 1 3 · 1 + 2 · 0− 1 · 3
0 · 2 + 1 · 3 + 2 · 1 0 · 1 + 1 · 0 + 2 · 3
−2 · 2 + 0 · 3 + 1 · 1 −2 · 1 + 0 · 0 + 1 · 3

 =

 11 0
5 6
−3 1


BA =

 2 1
3 0
1 3

 3 2 −1
0 1 2
−2 0 1

 neńı definován,

A2 = A ·A =

 3 2 −1
0 1 2
−2 0 1

 3 2 −1
0 1 2
−2 0 1

 =

 11 8 0
−4 1 4
−8 −4 3
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Věta (Vlastnosti maticového součinu)

Necht’ matice A,B,C, I jsou takového typu, že následuj́ıćı operace jsou
definovány, r ∈ R.

1 A(BC) = (AB)C

2 A(B + C) = AB +AC

3 (B + C)A = BA+ CA

4 r(AB) = (rA)B = A(rB)

5 IA = AI = A

(asociativńı zákon)

(distributibńı zákon zleva)

(distributivńı zákon zprava)

Upozorněńı

1 Obecně AB 6= BA.

2 Pro násobeńı matic neplat́ı pravidla pro kráceńı, tj. obecně
AB = AC 6⇒ B = C.

3 Obecně AB = 0 6⇒ A = 0 nebo B = 0.

Schodovitá matice

Ř́ıkáme, že matice je ve schodovitém (stupňovitém) tvaru, jestliže každý
nenulový řádek v této matici zač́ıná věťśım počtem nul než p̌redchoźı řádek.

Př́ıklad

Následuj́ıćı matice jsou ve schodovitém tvaru:
1 0 7 3
0 2 5 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 5 7 3 1 2 3 1
0 0 0 4 5 3 0 2
0 0 0 0 2 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 6

 .
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Hodnost matice

Definice (Hodnost matice)

Necht’ A je matice. Hodnost́ı matice A rozuḿıme č́ıslo, které udává maximálńı
počet lineárně nazávislých řádk̊u matice A. Hodnost matice A znač́ıme h(A).

Věta

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna počtu nenulových řádk̊u této
matice.

Př́ıklad

Necht’

A =


0 5 7 3 1 2 3 1
0 0 0 4 5 3 0 2
0 0 0 0 2 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0 0 0

 , B =


1 0 7 3
0 1 5 2
0 3 1 8
7 5 0 1
0 0 0 0

 .

Matice A je ve schodovitém tvaru a tedy h(A) = 4.
Matice B neńı ve schodovitém tvaru a o jej́ı hodnosti neuḿıme na prvńı pohled
rozhodnout.
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Definice (Ekvivalentńı řádkové úpravy)

Následuj́ıćı úpravy:

1 vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem,

2 záměna pǒrad́ı řádk̊u,

3 p̌ričteńı násobku jednoho řadku k nenulovému násobku jiného řádku,

4 vynecháńı nulového řádku nebo řádku, který je násobkem jiného řádku,

se nazývaj́ı ekvivalentńı řádkové úpravy. Skutečnost, že matice A byla
p̌revedena na matici B konečným počtem ekvivaletńıch řádkových úprav znač́ıme
A ∼ B a tyto matice nazýváme ekvivalentńı.

Věta

(i) Libovolnou nenulovou matici lze konečným počtem ekvivalentńıch řádkových
úprav p̌revést na matici ve schodovitém tvaru.

(ii) Ekvivalentńı řádkové úpravy zachovávaj́ı hodnost matice, tj. ekvivalentńı
matice maj́ı stejnou hodnost.

Poznámka

Při zjǐst’ováńı hodnosti matice A postupujeme tak, že matici p̌revedeme
pomoćı ekvivalentńıch řádkových úprav na schodovitý tvar. Hodnost matice
A je potom rovna hodnosti takto źıskáné schodovité matice, tedy počtu
jej́ıch nenulových řádk̊u.

Libovolná nenulová matice může být p̌revedena na v́ıce než jednu matici ve
schodovitém tvaru použit́ım r̊uzných posloupnost́ı řádkových ekvivalentńıch
úprav.

Pod pojmem kĺıčový prvek budeme rozumět nenulový prvek matice, pomoćı
nějž jsou ekvivalentńımi řádkovými úpravami vytvá̌reny nuly v matici. Řádek
a sloupec obsahuj́ıćı kĺıčový prvek budeme nazývat kĺıčový řádek a kĺıčový
sloupec.
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Př́ıklad

Určete hodnost matice

A =


3 6 − 1 − 2 4

1 3 2 − 1 2
0 2 1 0 − 1
−1 1 0 1 − 4


←−
←−

∼


1 3 2 −1 2
3 6 −1 −2 4
0 2 1 0 −1
−1 1 0 1 −4

 ←−
−3

+

←−−−−−+

∼


1 3 2 −1 2

0 -3 −7 1 −2
0 2 1 0 −1
60 64 62 60 6 − 2

 | 3 ←−2

+

∼

1 3 2 −1 2
0 −3 −7 1 −2
0 0 −11 2 −7



Źıskaná matice ve schodovitém
tvaru má ťri nenulové řádky,
tedy

h(A) = 3.

Postup popsaný v p̌redchoźım p̌ŕıkladu můžeme shrnout:

Postup úpravy matice do schodovitého tvaru

1 Začneme s nenulovým sloupcem nejv́ıce vlevo - tzv. kĺıčový sloupec.
Vybereme nenulový prvek z tohoto sloupce jakožto kĺıčový prvek
(nejvhodněǰśı je, pokud je kĺıčový prvek roven 1 nebo −1).

2 Kĺıčový řádek p̌reḿıst́ıme na prvńı ḿısto v matici.

3 Aplikaćı vhodných řádkových úprav vytvá̌ŕıme nuly pod kĺıčovým prvkem, tzn.
p̌rič́ıtáme vhodné násobky kĺıčového řádku ke vhodným násobk̊um řádk̊u pod
ńım. Př́ıpadně provedeme dodatečné úpravy, které mohou matici zjednodušit
(nap̌r. vynecháńı řádku).

4 Kroky 1–3 aplikujeme na “podmatici” pod kĺıčovým řádkem. (Tedy kĺıčový
řádek a všechny p̌ŕıpadné řádky nad ńım budeme v daľśım už jenom opisovat).
Postup opakujeme tak dlouho, dokud neńı matice ve schodovitém tvaru.
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Věta

Hodnost matice se transponováńım matice nezměńı, tedy pro libovolnou matici A
plat́ı h(A) = h(AT ).

Poznámka

Z p̌redchoźı věty vyplývá, že všechna tvrzeńı týkaj́ıćı se hodnosti matice vyslovená
pro řádky lze formulovat i pro sloupce. Hodnost matice můžeme tedy chápat jako
maximálńı počet lineárně nezávislých sloupc̊u matice.

Poznámka (Lineárńı (ne)závislost vektor̊u)

Necht’ je dáno m vektor̊u stejného rozměru. Z definice hodnosti matice (a z
posledńı věty) vyplývá, že tyto vektory jsou

lineárně závislé, jestliže h(A) < m,

lineárně nezávislé, jestliže h(A) = m,

kde A je matice, jej́ıž řádky (sloupce) jsou tvǒreny danými vektory.

Př́ıklad

Vektory

(3, 6,−1,−2, 4), (1, 3, 2,−1, 2), (0, 2, 1, 0,−1), (−1, 1, 0, 1,−4)

jsou lineárně závislé, nebot’ hodnost matice
3 6 −1 −2 4
1 3 2 −1 2
0 2 1 0 −1
−1 1 0 1 −4

 ∼
 1 3 2 −1 2

0 −3 −7 1 −2
0 0 −11 2 −7


je rovna 3, viz p̌redchoźı p̌ŕıklad na určeńı hodnosti matice.
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Př́ıklad

Vektory
(0, 2, 0, 3, 0), (1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 5,−1), (0, 0, 1, 0,−4)

jsou lineárně nezávislé, nebot’ hodnost matice
0 2 0 3 0
1 0 0 0 0
0 0 0 5 −1
0 0 1 0 −4

 ∼


1 0 0 0 0
0 2 0 3 0
0 0 1 0 −4
0 0 0 5 −1


je rovna 4.

Inverzńı matice

Definice (Inverzńı matice)

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Matice A se nazývá invertibilńı, jestliže
existuje čtvercová matice A−1 řádu n taková, že

AA−1 = I = A−1A.

Matice A−1 se nazývá inverzńı matice k matici A.

Je-li A invertibilńı, pak inverzńı matice A−1 je určena jednoznačně. Ne každá
matice je však invertibilńı.

Věta

Matice A je invertibilńı právě tehdy, když ji lze pomoćı ekvivalentńıch
řádkových úprav p̌revést na jednotkovou matici I.

Každá posloupnost ekvivalentńıch řádkových úprav, která p̌revede matici A
na I, p̌revede zároveň I na A−1.
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Předchoźı věta dává návod jak nelézt inverzńı matici:

Postup nalezeńı A−1

Necht’ A je čtvercová matice.

1 Vytvǒŕıme “dvojmatici” (A|I).
2 Na matici (A|I) aplikujeme ekvivalentńı řádkové úpravy, které p̌revedou

matici A na jednotkovou matici I.

3 Jestliže je A p̌revedena na I (v levé části výsledné “dvojmatice” je I), pak v
pravé části výsledné “dvojmatice” máme A−1.
Schematicky:

(A|I) ∼ · · · ∼ (I|A−1).

4 Pokud matici A nelze p̌revést na jednotkovou matici (v pr̊uběhu výpočtu se v
levé části vynuluje celý řádek), pak A neńı invertibilńı, tj. inverzńı matice
A−1 neexistuje.

! Použ́ıváme pouze řádkové úpravy.

Př́ıklad

A =

1 −1 1
2 0 −1
0 2 −2

 A−1 =?

 1 − 1 1
2 0 − 1
0 2 − 2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

←−−2

+

∼

1 −1 1

0 2 −3
0 2 −2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
0 0 1

| · 2 ←−+

←−−−−−−−
−1

+

∼

2 0 −1
0 2 −3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
−2 1 0
2 −1 1

←−
3

+

←−−−−+

∼

2 0 0
0 2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
2 0 1
4 −2 3
2 −1 1

| : 2| : 2
∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 1

2
2 −1 3

2
2 −1 1

 =⇒ A−1 = 1
2

2 0 1
4 −2 3
4 −2 2

 .
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Př́ıklad

B =

1 1 2
2 1 3
4 3 7

 B−1 =?

 1 1 2
2 1 3
4 3 7

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

←−−2

+

←−−−−−

−4

+

∼

1 1 2
0 −1 −1
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 0
−4 0 1

.

Z posledńı matice vyplývá, že B−1 neexistuje.

Determinant matice

Determinant matice

Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Pod pojmem determinant matice A
budeme rozumět reálné č́ıslo detA (nebo také |A|), které je “určitým způsobem”
p̌rǐrazeno matici A. Determinant z matice A zapisujeme

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Způsob, jakým je determinant matici p̌rǐrazen, nebudeme definovat obecně,
ukážeme si pouze, jak je možné determinant vypoč́ıtat (vyč́ıslit z výše uvedeného
schématu) pro matice r̊uzných řádů.
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Determinanty matic malých řád̊u

Pro n = 1, tj. A = a11, je detA = a11.

Pro n = 2 : ∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12,

tzv. ǩŕıžové pravidlo

Pro n = 3 :∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a21a32a13 + a12a23a31
−a31a22a13 − a32a23a11 − a21a12a33.

Sarrusovo pravidlo

Pravidlo pro výpočet determinantu matice ťret́ıho řádu si můžeme zapamatovat
pomoćı následuj́ıćıho schématu:

Pod determinant oṕı̌seme znovu prvńı dva řádky.

Vynásob́ıme prvky v hlavńı diagonále a v diagonálách pod ńı (tyto součiny
jsou se znaménkem +).

Vynásob́ıme prvky ve vedleǰśı diagonále a31 − a22 − a13 a v diagonálách pod
ńı (tyto součiny jsou se znaménkem −).

Všechny tyto součiny sečteme.∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33+a21a32a13+a31a12a23
−a31a22a13−a11a32a23−a21a12a33

a11 a12 a13
a21 a22 a23

Toto pravidlo nelze žádným zp̊usobem zobecnit pro matice čtvrtého
nebo vyš̌śıch řád̊u!
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Výpočet determinant̊u matic čtvrtého a vyš̌śıch řádů můžeme p̌revést na výpočet
determinant̊u nižš́ıch řádů pomoćı následuj́ıćı věty.

Věta (Laplace̊uv rozvoj)

Necht’ A = (aij) je čtvercová matice řádu n. Symbolem Mij označme
determinant matice řádu n− 1, která vznikne z matice A vynecháńım i-tého
řádku a j-tého sloupce. Pak

detA = (−1)i+1ai1Mi1 + (−1)i+2ai2Mi2 + · · ·+ (−1)i+nainMin

pro i = 1, . . . , n,

(tzv. Laplace̊uv rozvoj podle i-tého řádku )
a

detA = (−1)1+ja1jM1j + (−1)2+ja2jM2j + · · ·+ (−1)n+janjMnj

pro j = 1, . . . , n.

(tzv. Laplace̊uv rozvoj podle j-tého sloupce)

Př́ıklad

Při výpočtu determinantu pomoćı Laplaceova rozvoje je nejvýhodněǰśı provést
rozvoj podle řádku nebo sloupce, který obsahuje nejv́ıce nul.

Pro výpočet tohoto determinantu bude nejvýhodněǰśı provést rozvoj podle
ťret́ıho řádku.

Vzniklé determinanty ťret́ıho řádu vypočteme pomoćı Sarrusova pravidla.∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 5 −1
−1 −2 −4 2
2 0 1 0
−3 3 −7 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)3+12

∣∣∣∣∣∣
2 5 −1
−2 −4 2
3 −7 −1

∣∣∣∣∣∣ + (−1)3+31

∣∣∣∣∣∣
−1 2 −1
−1 −2 2
−3 3 −1

∣∣∣∣∣∣
= 2[8− 14 + 30− (12− 28 + 10)] + [−2 + 3− 12− (−6− 6 + 2)] = 59
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Věta (Vlastnosti determinantu)

1 Transponováńım matice se hodnota determinantu nezměńı.

2 Hodnota determinantu matice se nezměńı, jestliže k libovolnému řádku
(sloupci) matice p̌ričteme libovolný násobek jiného řádku (sloupce).

3 Přehozeńım dvou řádk̊u (sloupc̊u) determinant změńı znaménko.

4 Vynásob́ıme-li jeden řádek (sloupec) č́ıslem k, zvěťśı se hodnota
determinantu k-krát.

5 Vyděĺıme-li jeden řádek (sloupec) nenulovým č́ıslem k, zmenš́ı se hodnota
determinantu k-krát.

6 Determinant z matice, která má pod hlavńı diagonálou samé nuly, je roven
součinu prvk̊u v hlavńı diagonále.

Poznámka

Předchoźı věta dává návod jak “zjednodušit” výpočet determinantu vytvǒreńım
věťśıho množstv́ı nul v matici. Nejvýhodněǰśı je upravit determinant tak, aby v
jednom řádku (sloupci) byly kromě jednoho prvku samé nuly. Podle tohoto řádku
(sloupce) pak provedeme rozvoj determinantu.

Věta

Determinant matice je roven nule, jestliže plat́ı alespoň jedno z následuj́ıćıch
tvrzeńı.

1 Některý řádek nebo sloupec v matici je nulový.

2 V matici jsou dva stejné řádky nebo sloupce.

3 Některý řádek (sloupec) je násobkem jiného řádku (sloupce).
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Regulárńı a singulárńı matice

Věta

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1 h(A) = n

2 Řádky (sloupce) matice A jsou lineárně nezávislé.

3 detA 6= 0

4 A je invertibilńı, tj. A−1 existuje.

Definice (Regulárńı a singulárńı matice)

Čtvercovou matici, která má vlastnosti uvedené v p̌redchoźı větě, nazýváme
regulárńı, v opačném p̌ŕıpadě mluv́ıme o singulárńı matici.

Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Ukázka využit́ı systémů Wolfram Alpha, Sage, Maxima, viz:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/linearni-algebra.html

Př́ımý odkaz na Wolfram Alpha:

http://www.wolframalpha.com/

Př́ıklad

Vypočtěte součin matic (
1 2 2
2 1 3

)1 2
3 1
1 4

 .

Řešeńı pomoćı systému Wolfram Alpha:

{{1,2,2},{2,1,3}}*{{1,2},{3,1},{1,4}}
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Př́ıklad

Je daná matice

1 2 3
2 0 1
3 2 1

 .
Určete hodnost matice, determinant, inverzńı
matici.

Řešeńı pomoćı systému Wolfram Alpha:

1 hodnost matice:

rank{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}

2 determinant:

det{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}

3 inverzńı matice:

inv{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}
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