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Ciselné vektory

Definice (Ciselné vektory)

Symbolem R™ ozna¢me mnoZinu vSech uspofddanych n-tic redlnych &isel, tj.
R™ = {(a1,as,...,a,);a1 E R a3 €R, ... a, € R}.

Prvky této mnoZiny, tj. uspo¥adané n-tice redlnych &isel, nazyvdme (redlné)
vektory, znatime @ = (a1, ag, .. .,a,). Cisla ay, ..., a, se nazyvaji slozky vektoru
d a &islo n se nazyvd a rozmér (dimenze) vektoru a.

ap

Vektor @ zapisujeme nékdy také ve tvaru @ = (1:2 , tzv. sloupcovy vektor.

P¥iklad
a=(—-1,6) € R?
b=(2,9—1)eR®
é=(2,5,0,-8,9) ¢ R®
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Geometricky vyznam vektorii v R? a R?

o R? miizeme chapat jako mnoZinu viech bodii v roving, nebot kazdy bod v
roviné je uren usporadanou dvojici &isel.

@ Podobng, &iselné vektory v R? chapeme jako body v trojrozm&rném prostoru.
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Definice (S&itani vektorii a nasobeni vektoru redlnym &islem)

Pro k € R a vektory @ = (a1, as, ..., an) € R, b= (b1, b, ..., by) € R"
definujeme operace scitani vektorli a nasobeni vektoru redlnym &islem:

(al,ag,...,an) + (bl,bz,...,bn) = (a1 +b1,a0 +ba, ..., an —l—bn)
k(ay,as,...,a,) = (kay, kag, ..., kay).

Priklad
Necht @ = (2,—1,3), b= (1,0,6), &= (5,6,—2,1).

6+b - (27_1a3)+(1a0a6):(37_1’9)
—5¢ = —5(5,6,—2,1) = (—25, 30,10, —5)

Soucet @ + ¢ neni definovédn, protoZe vektory @, ¢ nemaji stejny rozmér.
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Definice
o Vektor ¢:= (0,0,...,0) se nazyvd nulovy vektor.

o Vektor —b = (—1)5 se nazyvda opacny vektor k vektoru b.

o Rozdil vektorii @ a b definujeme jako @ — b = @ + (—b).

Ptiklad
Necht @ = (2,-1,3), b= (1,0,6), &= (5,6, —2,1).

—d = (-2,1,-3)

_5 = (_1707_6)

i-b = (2,-1,3)—(1,0,6) = (1,—1,-3)

Rozdil @ — ¢ neni definovan, protoZe vektory d, ¢ nemaji stejny rozmér.
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Definice (Skalarni soutin)

Skalarni soutin vektorti @ = (ay,as, ..., an), b= (b1, b2, ...,by,) je redlné &islo
6-5=a1b1+a2b2+-‘~+anbn.
P¥iklad
Necht @ = (2,-1,3,2), b= (1,0,6,—3).
@b = 2-14(=1)-0+3-6+2-(=3)
24+0+18—-6=14. )

Simona Fignarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi 6 / 42



Definice (Linearni kombinace vektorti)

Necht @y, ds,...,dr (k € N) jsou vektory v R™, t1,ta, ..., tx jsou redlnd &isla.
Vektor
b= tlﬁl +t25:2 A oeo +tkdk,

se nazyva linedrni kombinace vektori dy,ds, ..., dg. Cisla t1,ts,...,tr se nazyvaji

koeficienty linedrni kombinace.

v

Priklad
Necht @ = (3,2,—1), b= (1,0,-3), &= (2, —1,—1).
P¥iklady linedrnich kombinaci vektort @, b, ¢ :

d = 3a—2b+2=(9,5,2)
0@ + 0b + 02 = (0,0,0).

Qy
I

Je zfejmé, Ze nulovy vektor mize byt vzdy vyjidfen jako linedrni kombinace
danych vektord - tzv. trividlni linedrni kombinace, tj. takova linedrni kombinace, v
niz jsou viechny koeficienty nulové.
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Definice (Linearni (ne)zavislost)

7

Rikdme, Ze vektory a1, ds, . .., dx jsou linedrné zavislé, jestlize existuji redlna ¢&isla
t1,ta,...,tr, ne vdechna nulova, takova, Ze

t1@1 + tods + - - - + trdp = 0.

V opa&ném pripadé& Fikdme, Ze vektory jsou linedrné nezavislé.

Poznamka

| \

Z definice plyne:
@ Vektory jsou linedrné zavislé, jestlize alespoii jeden z nich lze vyjadfit jako
linedrni kombinaci ostatnich.

@ Vektory dy,ds,...,dx jsou linedrné nezdvislé, jestlize nulovy vektor mize byt
vyjadfen pouze jako trividlni linedrni kombinace téchto vektor(.
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Specialni pfipady linearné (ne)zavislych vektori

@ Dva vektory jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyZ jeden z vektorl je
nasobkem druhého.

Vektory (stejného rozméru) jsou linedrn& zavislé, jestlize plati alespofi jedna z
podminek:

o Mezi vektory je nulovy vektor.

@ Alespon jeden z vektoril je ndsobkem jiného vektoru.

@ Potet vektorl je vet$i neZ je rozmé&r kazdého z vektord.

Obecné& budeme schopni o linedrni zavislosti a nezavislosti vektorii rozhodnout po
zavedeni pojmu hodnost matice.
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Priklad
@ Vektory (1,2,0,—3), (—2,—4,0,6) jsou linedrn& zavislé, protoze

(=2,-4,0,6) = —2- (1,2,0,—3).

o Vektory (1,5,0,—2), (5,6,—1,—1) jsou linedrn& nezavislé.

@ Vektory (1,3,8), (0,0,0), (—1,0,3) jsou linedrn& zavislé, protoZe je mezi
nimi nulovy vektor.

o Vektory (1,2,3), (3,7,1), (2,4,6) jsou linedrn& zavislé, protoze
(2,4,6) =2-(1,2,3).

o Vektory (1,3), (2,1), (—3,2) jsou linedrn& zavislé, protoZe jejich pocet je 3,
ale rozmér pouze 2.

@ O linearni zdvislosti nebo nezdvislosti vektori (1,3,8), (1,0,—1), (9,3, —4)
zatim neumime rozhodnout.
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Matice - zakladni pojmy

Definice (Matice)

Obdélnikové schéma o m ¥adcich a n sloupcich

11 G2 - Gln
G21 G2 - G2p
A= ,
aAm1 QAm2 Amn
kdea;;j eRproi=1,...,m, j=1,...,n, se nazyvd matice typu (m,n).

Stru¢n& zapisujeme A = (a;;). MnoZinu v8ech matic typu (m,n) znaime R™*".
Prvky a;; se nazyvaji prvky hlavni diagondly. Pokud m = n, pak mluvime o
Etvercové matici fadu n.

Poznamka

| \,

Radky a sloupce matice chapeme jako vektory. Mluvime tedy o s¢itani, nasobeni
redlnym &islem, linedrni kombinaci, linedrni zavislosti a nezdvislosti Fadka
(sloupci).
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Nulova matice

Matice, jejiz v8echny prvky jsou nulové, se nazyva nulova matice a zna&ime ji 0.
Typ nulové matice je obvykle zfejmy z kontextu.

Jednotkova matice

| A

Ctvercova matice ¥adu n, kterd ma na hlavni diagondle jedni¢ky a na ostatnich
mistech nuly, se nazyva jednotkovd matice a zna&i se I,, nebo jen I.

Priklad

fon

Il
7N
O =
= O
~~
&

Il
S O =
o = O
= o O
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Transponovana matice

Necht A = (a;;) je matice typu (m,n). Matice AT typu (n,m), ktera vznikne
zaménou ¥adki a sloupcli matice A, se nazyvd transponovand matice k matici A4,
tj. AT = (aji).

P¥iklad
Necht
Y
A= , B=|2 3 =2
3 -2 8 0 o =
5 11
Pak
1 -1 35 1 2 0
AT=12 3 —2 1|, B'=[2 3 =2
0 6 8 1 0 -2 7

Vidime, e B = B”. Matice s takovou vlastnosti se nazyva symetrickd matice.
Jinym ptikladem symetrické matice je jednotova matice.
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Operace s maticemi

Definice (S¢itani matic a nasobeni matice redlnym &islem)

o Necht A = (a;;), B = (bi;) jsou matice typu (m,n) . Souttem matic A a B
rozumime matici C' = (¢;;) typu (m, n), kde

Cij = Q45 + byj

pro véechna ¢, j. Pi%eme C = A + B.

@ Necht A = (a;;) je matice typu (m,n), t € R. Soutinem &isla ¢ a matice A
rozumime matici D = (d,;) typu (m,n), kde

dij =t- aij
pro vSechna i, j. Piseme D = tA.

Poznamka (Rozdil matic)

Stejné& jako v p¥ipad& vektord, definujeme —A jako (—1)A, a piseme A — B misto
A+ (-1)B.

v
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Priklad
Necht

Pak

O O N Ot
| oo =

W o W
—_ © @

b

5

|
NN TN

|

ES I RIS
[
NN

|

—_

DN W
~__

Sou&et A 4 C neni definovén, nebot matice A a C nejsou stejného typu.
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Definice (Nasobeni matic)

Necht A = (a;;) je matice typu (m,n), B = (b;;) je matice typu (n,p). Soucinem
matic A a B (v tomto potadi) rozumime matici C = (¢;;) typu (m,p), kde

Cij = anbij + aizbaj + - + Ainbn;

proi=1,....m, j=1,...,p. Piseme C = AB.

Poznamka (Vysvétleni pfedchozi definice)

o Potet sloupcli matice A musi byt roven poctu ¥adki matice B, jinak neni
soutin AB definovan.

@ Prvek ¢;; v matici C' je roven skaldrnimu soucinu i-tého ¥adku matice A a
j-tého sloupce matice B.

@ Jak uvidime z p¥ikladi, nasobeni matic neni komutativni operace, tzn. obecné&
neplati AB = BA. Abychom zdiiraznili po¥adi matic v souéinu AB, ¥ikdme,
Ze matici A nasobime zprava matici B nebo Ze matici B nasobime zleva
matici A.
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Priklad
Necht

3 2 -1 2 1
A= 0 1 2], B=|3 0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 30
-2 0 1 1 3
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Priklad
Necht

3
A= 0
-2
Pak
3 2 -1
AB = 0 1 2
-2 0 1
3:24+2-3—

W N

w o =
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Priklad

Necht
3 2 -1 2 1
A= o1 2|, B=[3 o0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 3 0
-2 0 1 1 3
3:-242-3—-1-1 3:-1+2-0—-1-3
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Priklad

Necht
3 2 -1 2 1
A= o1 2|, B=[3 o0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 3 0
-2 0 1 1 3
3:24+2-3—-1-1 3-1+42-0—-1-3
= 0-24+1-3+2-1
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Priklad
Necht

3 2 -1 2 1
A= 0 1 2], B=|3 0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 3 0
-2 0 1 1 3
3:2+2-3—-1-1 3-1+2-0—1-3
= 0-2+1-3+2-1 0-1+1-0+2-3
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Priklad
Necht

3 2 -1 2 1
A= 0 1 2], B=|3 0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 30
-2 0 1 1 3
3:2+2-3—-1-1 3-1+2-0—1-3

0-24+1-342-1 0-14+1-0+2-3
—2.240-34+1-1
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Priklad
Necht

3 2 -1 2 1
A= 0 1 2], B=|3 0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 3 0
-2 0 1 1 3

3:-2+2-3-1-1 3-1+2-0-1-3
0-24+1-34+2-1 0-1+1-04+2-3
-2-240-34+1-1 -2-140-0+1-3

17 / 42
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Priklad
Necht

3 2 -1 2 1
A= 0 1 2], B=|3 0
-2 0 1 1 3
Pak
3 2 -1 2 1
AB = 0 1 2 30
-2 0 1 1 3
3:2+2-3—-1-1 3-1+2-0—1-3 11 0
= 0-2+1-3+2-1 0-1+1-0+2-3 = 5 6
-2.240-3+1-1 —-2-140-0+1-3 -3 1
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Priklad
Necht

Pak

AB

BA

3 2

A= 0 1

-2 0
3 2 —1 2
0 1 2 3
-2 0 1 1

3:-2+2-3-1-1
0-24+1-34+2-1
-2-240-3+1-1
21 3 2
3 0 0 1
1 3 -2 0

~1 2 1
2 ], B=[3 o0
1 13
1
0
3

3-1+2-0—1-3
0-1+1-0+2-3
—-2-1+0-04+1-3
-1
2 neni definovan,
1

a

— o O
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Priklad
Necht

Pak

AB

BA

A2

2

3
—2 o 1
3.242.3-1-1
0-2+1-3+2-1
—2.240-34+1-1
3 2
0 1
—2 0

3 2

21
3 0
1 3

A-A=

-1
0 1 2
-2 0 1

1 2 1
2 ], B=[3 o0
1 13
1
0
3

3-1+2-0-1-3
0-1+1-04+2-3
-2-14+0-0+1-3

-1

2 neni definovan,
1
3 2 -1
0 1 2 | =
-2 0 1
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Véta (Vlastnosti maticového soutinu)

Necht matice A, B, C, I jsou takového typu, Ze ndsledujici operace jsou
definovdny, r € R.

Q A(BC)=(AB)C (asociativni zdkon)
Q@ AB+C)=AB+ AC (distributibni zdkon zleva)
Q@ B+(C)A=BA+CA (distributivni zdkon zprava)

Q r(AB) = (rA)B = A(rB)
Q@ IA=AI=A

Upozornéni
@ Obecné AB # BA.

© Pro nasobeni matic neplati pravidla pro kraceni, tj. obecné
AB=AC # B=C.
© Obecng AB=07# A =0 nebo B=0.
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Schodovita matice

Rikdme, Ze matice je ve schodovitém (stupiiovitém) tvaru, jestlize kaZdy nenulovy
Fadek v této matici za&ind v&tsim poltem nul neZ predchozi Fadek.

Priklad

Nasledujici matice jsou ve schodovitém tvaru:

10 7 3 05 731231
0 2 5 2 000 45 3 0 2
00 0 0|’ 0000201 2
0 0 0O 00 0 O0O0O0OTO0F®G6
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Hodnost matice

Definice (Hodnost matice)

Necht A je matice. Hodnosti matice A rozumime &islo, které uddvd maximalni
pocet linedrn& nazdvislych ¥adkd matice A. Hodnost matice A zna&ime h(A).
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Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu nenulovych Fadkd této
matice.

Priklad
Necht
0O 57 31 2 31 1 0 7 3
000 45 3 0 2 01 5 2
A= 00 0 0 2 01 2 , B= 0 3 1 8
0O 0 0 0 0 0 0 6 7 5 0 1
00 0 0 0 0 0O 0 0 0 O

Matice A je ve schodovitém tvaru a tedy h(A) = 4.
Matice B neni ve schodovitém tvaru a o jeji hodnosti neumime na prvni pohled
rozhodnout.
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7 vz

Definice (Ekvivalentni fadkové upravy)

Ndésledujici dpravy:
© vyndsobeni Fadku nenulovym &islem,
© zaména poradi fadki,
© pri¢teni nasobku jednoho fadku k nenulovému nasobku jiného ¥adku,
© vynechani nulového ¥adku nebo ¥adku, ktery je ndsobkem jiného ¥adku,

se nazyvaji ekvivalentni ¥adkové tpravy. Skutenost, Ze matice A byla pfevedena
na matici B kone¢nym po&tem ekvivaletnich ¥adkovych dGprav znatime A ~ B a
tyto matice nazyvame ekvivalentni.

Véta
(i) Libovolnou nenulovou matici Ize koneEnym po&tem ekvivalentnich Fidkovych
dprav pFevést na matici ve schodovitém tvaru.

| A

(ii) Ekvivalentni Fadkové tpravy zachovavaji hodnost matice, tj. ekvivalentni
matice maji stejnou hodnost.
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Poznamka

o P¥i zjistovani hodnosti matice A postupujeme tak, e matici prevedeme
pomoci ekvivalentnich ¥adkovych tprav na schodovity tvar. Hodnost matice
A je potom rovna hodnosti takto ziskdné schodovité matice, tedy pottu
jejich nenulovych ¥adki.

@ Libovolnd nenulova matice mize byt pfevedena na vice neZ jednu matici ve
schodovitém tvaru pouZitim riiznych posloupnosti ¥adkovych ekvivalentnich
Gprav.

@ Pod pojmem kli¢covy prvek budeme rozumét nenulovy prvek matice, pomoci
néjZ jsou ekvivalentnimi ¥adkovymi Upravami vytvateny nuly v matici. Radek
a sloupec obsahujici kli¢ovy prvek budeme nazyvat kli¢ovy ¥adek a kli¢ovy
sloupec.
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

1 3 2 -1
A= 0 2 1 0
-1 1 0 1

4
2
-1
—4
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

1 3 2 -1
A= 0 2 1 0
-1 1 0 1

;1 @ Zatneme s prvnim nenulovym
) sloupcem zleva (kli¢ovy
N A sloupec).

@ Vybereme nenulovy prvek z
tohoto sloupce jakoZto klitovy
prvek.

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 @ Zatneme s prvnim nenulovym

A= 32 -1 2 sloupcem zleva (kli¢ovy
01 ? (1) (1) _i sloupec).

@ Vybereme nenulovy prvek z
tohoto sloupce jakoZto klicovy
prvek.
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Priklad

Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 :l o Kilitovy Fadek napiseme jako
A= 32 -1 2 prvni.
0 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4
3 2 -1 2
L3 6 -1 -2 4
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Priklad

Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 :l o Kilitovy Fadek napiseme jako
A= 32 -1 2 prvni.
0 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4
3 2 -1 2
|3 6 -1 -2 4
0o 2 1 0 -1
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Priklad

Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 :l o Kilitovy Fadek napiseme jako
A= 32 -1 2 prvni.
0 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4
3 2 -1 2
|3 6 -1 -2 4
0o 2 1 0 -1
-11 0 1 -4
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3.6 -1 -2 4 ij e PYititame vhodné nasobky
A= 2 -1 2 kli¢ového ¥adku k ¥adkiim pod

3
0 2 1 0 -1 nim tak, aby pod kli¢ovym
-1 1 0 1 -4 prvkem vznikly nuly.
3 2 -1 2 -3
|3 6 -1 -2 4 <:|+
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

A=

3

6 -1 -2
3 2 -1
2 1 0
1 0 1
3 2 -1
6 -1 -2
2 1 0

1 0 1
3 2 -1

4 ij e PFititame vhodné ndsobky
2 Kli€ového ¥adku k ¥adkam pod
-1 nim tak, aby pod kli¢ovym

—4

prvkem vznikly nuly.

do

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

A=

3

6

=N O W =N W

-1 -2
2 -1
1 0
0 1
2 -1
-1 -2
1 0
0 1
2 -1

4 ij e PFititame vhodné ndsobky
2 Kli€ového ¥adku k ¥adkam pod
-1 nim tak, aby pod kli¢ovym

—4

prvkem vznikly nuly.

do

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

a3 2 -1
0 2 1 0
11 0 1
1] 3 2 -1
|3 6 -1 -2
0 2 1 0
-1 1 0 1
1 3 2 -1
o -3 -7

-1
—4

2
4
-1

4 ij e PFititame vhodné ndsobky

2 klitového ¥adku k fadkim pod
nim tak, aby pod kli¢ovym
prvkem vznikly nuly.

do
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

a3 2 -1
0 2 1 0
11 0 1
1] 3 2 -1
|3 6 -1 -2
0 2 1 0
-1 1 0 1
1 3 2 -1
o - -7 1

-1
—4

2
4
-1
—4

4 ij e PFititame vhodné ndsobky

2 klitového ¥adku k fadkim pod
nim tak, aby pod kli¢ovym
prvkem vznikly nuly.

do
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

a3 2 -1
0 2 1 0
11 0 1
1] 3 2 -1
|3 6 -1 -2
0 2 1 0
-1 1 0 1
1 3 2 -1
o - -7 1

-1
—4

2
4
-1
—4

4 ij e PFititame vhodné ndsobky

2 klitového ¥adku k fadkim pod
nim tak, aby pod kli¢ovym
prvkem vznikly nuly.

do

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

a3 2 -1
002 1 0
-11 0 1
1] 3 2 -1
13 6 -1 2
0 2 1 0
-1 1 0 1
13 2 -1
0 -3 -7 1
“lo 2 1 o0

-1
—4

2
4
-1
—4
2
—2
-1

4 ij e PFititame vhodné ndsobky

2 klitového ¥adku k fadkim pod
nim tak, aby pod kli¢ovym
prvkem vznikly nuly.

do

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad

Ur&ete hodnost matice
3.6 -1 -2 4 i] e Prititdme vhodné nasobky
A— 3 2 -1 2 kli¢ového ¥adku k ¥adkim pod
0 2 1 0 -1 nim tak, aby pod kli¢ovym
-1 0 1 -4 prvkem vznikly nuly.
3 2 -1 2 -3
3 6 -1 2 4 :+
0 2 1 0 -1
11 0 1 -4 +
1 3 2 -1 2
R R A
0 2 1 0 -1
0
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

a3 2 -1
002 1 0
-11 0 1
1] 3 2 -1
13 6 -1 2
0 2 1 0
11 0 1
13 2 -1
0 -3 -7 1
“lo 2 1 0
0 4

-1
—4

2
4
-1
—4
2
—2
-1

4 i] e PFititame vhodné ndsobky

2 klitového ¥adku k fadkim pod
nim tak, aby pod kli¢ovym
prvkem vznikly nuly.

do

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3.6 -1 -2 4 i] e PYititame vhodné nasobky
A= 2 -1 2 kli¢ového ¥adku k ¥adkiim pod

3
0 2 1 0 -1 nim tak, aby pod kli¢ovym
-1 1 0 1 -4 prvkem vznikly nuly.
3 2 -1 2 -3
|3 6 -1 -2 4 :+
0o 2 1 0 -1
1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
N 0o -3 -7 1 =2
0 2 1 0 -1
0 4 2
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3.6 -1 -2 4 i] e PYititame vhodné nasobky
A= 2 -1 2 kli¢ového ¥adku k ¥adkiim pod

3
0 2 1 0 -1 nim tak, aby pod kli¢ovym
-1 1 0 1 -4 prvkem vznikly nuly.
3 2 -1 2 -3
|3 6 -1 -2 4 :+
0o 2 1 0 -1
1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
N 0o -3 -7 1 =2
0 2 1 0 -1
0 4 2 0
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Priklad
Ur&ete hodnost matice
3 6 —1 =2

a3 2 -1
002 1 0
-11 0 1
1] 3 2 -1
13 6 -1 2
0 2 1 0
11 0 1
13 2 -1
0 -3 -7 1
“lo 2 1 0
0 4 2 0

4 i] e PFititame vhodné ndsobky

2 klitového ¥adku k fadkim pod
-1 nim tak, aby pod kli¢ovym
—4 prvkem vznikly nuly.

2

4

-1

—4

2

-2

-1

do

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad

Urcete hodnost matice
3 6 -1 -2 4 i] o Cturty ¥adek miZeme vynechat,
A= 3 2 -1 2 nebot je nésobkem druhého
62 1 0 -1 ¥adku.
-1 1 0 1 —4
3 2 -1 2 -3
3 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
10 =3 -7 1 =2
0 2 1 0 -1
O ¢4 2 0 £2
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Priklad

Ur&ete hodnost matice
3.6 -1 -2 4 i] @ Dile pracujeme s podmatici pod
A= 3 2 -1 2 prvnim ¥adkem.
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4
3 2 -1 2 -3
L3 6 -1 -2 4 J+
0 2 1 0 -1
11 0 1 -4 +
1 3 2 -1 2
10 -3 -7 1 =2
0 2 1 0 -1
O ¢4 2 0 £2
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Priklad

Ur&ete hodnost matice
3 6 -1 -2 4 E @ Dale pracujeme s podmatici pod
A= 32 -1 2 prvnim fadkem.
0o 2 1 0 -1 "
11 o0 1 4 @ Vybereme kli¢ovy prvek ve zleva
prvnim nenulovém sloupci této
3 2 -1 2 -3 podmatice.
L3 6 -1 -2 4 :+
0 2 1 0 -1
11 0 1 -4 +
1 3 2 -1 2
1o -7 1 -2
0 2 1 0 -1
O ¢ 2 0 £2
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Priklad

Ur&ete hodnost matice
3 6 -1 -2 4 3 @ Dale pracujeme s podmatici pod
A= 32 -1 2 prvnim fadkem.
0 2 1 0 -1 o
11 o0 1 4 @ Vybereme klicovy prvek ve zleva
prvnim nenulovém sloupci této
3 2 -1 2 -3 podmatice.
o3 6 -1 -2 4 3* @ Kli¢ovy ¥adek nemusime
0 2 1 0 -1 premistovat.
11 0 1 -4 +
1 3 2 -1 2
o -7 1 -2
0 2 1 0 -1
O ¢ 2 0 £2
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Priklad

Urcete hodnost matice
3.6 -1 -2 4 i] @ Vytvafime nuly pod klicovym
A= 32 -1 2 prvkem - pF¥i¢teme nasobek
o 2 1 0 -1 kli¢ového ¥adku k nasobku
-1 0 1 —4 tadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|3 6 -1 -2 4 :+
0 2 1 0 -1
11 0 1 -4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 —-11] 13 :+
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] o Vytvd¥ime nuly pod klicovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k nasobku
-1 10 1 —4 fadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 =2
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] o Vytvd¥ime nuly pod klicovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k nasobku
-1 10 1 —4 fadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 -2
0
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] o Vytvd¥ime nuly pod klicovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k nasobku
-1 10 1 —4 fadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 -2
0 0
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] @ Vytvé¥ime nuly pod klitovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k ndsobku
-1 10 1 —4 tadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 -2
0 0 -—-11
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] @ Vytvé¥ime nuly pod klitovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k ndsobku
-1 10 1 —4 tadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 -2
0O 0 -—-11 2
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] @ Vytvé¥ime nuly pod klitovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k ndsobku
-1 10 1 —4 tadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 -2
o o -1 2 =7
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Priklad
Ur&ete hodnost matice

3 6 -1 -2 4 i] @ Vytvé¥ime nuly pod klitovym
A= 32 -1 2 prvkem - pfi¢teme nasobek
62 1 0 -1 klitového ¥adku k ndsobku
-1 10 1 —4 tadku pod nim.
3 2 -1 2 -3
|13 6 -1 —2 4 e
0o 2 1 0 -1
-1 1 0 1 —4 +
1 3 2 -1 2
0 -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1]13 .
O 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 =7 1 -2
o o -1 2 -7
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Priklad

Uréete hodnost matice
3 6 -1 -2 4
A 3 2 -1 2 E
0 2 1 0o -1
-11 0 1 —4
11 3 2 -1 2 -3
0 2 1 0 -1 @ Ziskand matice ve schodovitém
-1 1 0 1 -4 " tvaru ma t¥i nenulové fadky,
13 2 -1 2 tedy
h(A) = 3.
o -7 1 -2 2
0 2 1 0 -1] 3 :+
v 4 2 0 f2
1 3 2 -1 2
~10 -3 -7 1 =2
o o -1 2 -7
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Postup popsany v pfedchozim p¥ikladu miZeme shrnout:

Postup upravy matice do schodovitého tvaru

@ Zatneme s nenulovym sloupcem nejvice vlevo - tzv. kli¢ovy sloupec.
Vybereme nenulovy prvek z tohoto sloupce jakoZto kli¢ovy prvek
(nejvhodngjsi je, pokud je klitovy prvek roven 1 nebo —1).

Q Kli¢ovy ¥adek pfemistime na prvni misto v matici.

17

© Aplikaci vhodnych ¥adkovych tprav vytvatime nuly pod kli¢ovym prvkem, tzn.
pfi¢itdme vhodné ndsobky kli¢ového ¥adku ke vhodnym nasobkim ¥adki pod
nim. P¥ipadné provedeme dodate¢né lpravy, které mohou matici zjednodusit
(nap¥. vynechanf ¥adku).

@ Kroky 1-3 aplikujeme na “podmatici” pod klitovym ¥ddkem. (Tedy klicovy
¥adek a vechny p¥ipadné ¥adky nad nim budeme v dal¥im uZ jenom opisovat).
Postup opakujeme tak dlouho, dokud neni matice ve schodovitém tvaru.
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Hodnost matice se transponovanim matice nezméni, tedy pro libovolnou matici A
plati h(A) = h(AT).

Poznamka

| A

Z predchozi véty vyplyva, Ze v8echna tvrzeni tykajici se hodnosti matice vyslovena
pro fadky lze formulovat i pro sloupce. Hodnost matice miZeme tedy chapat jako
maximalni polet linedrné& nezavislych sloupcl matice.

Poznamka (Linearni (ne)zavislost vektori)

Necht je ddno m vektoril stejného rozméru. Z definice hodnosti matice (a z
posledni v&ty) vyplyva, Ze tyto vektory jsou

o linedrng zavislé, jestlize h(A) < m,

o linedrn& nezavislé, jestlize h(A) = m,

R4

kde A je matice, jejiz ¥adky (sloupce) jsou tvoreny danymi vektory.

Simona Fisnarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi 26 / 42



Priklad
Vektory

(3,6,—1,—2,4), (1a3a27_172)a (0’271707_1)7 (_

jsou linedrn& zavislé, nebot hodnost matice

36 -1 -2 4
13 2 -1 2 L3 2
0 -3 -7
02 1 0 -1 0 o 11
-11 0 1 —4

je rovna 3, viz predchozi pfiklad na uréeni hodnosti matice.

1,1,0,1, —4)
-1 2
1 -2
2 -7

ZVMT lesnictvi

27 / 42
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P¥iklad
Vektory
(Oa 27 07 37 O)? (1a Oa 07 07 O)? (07 Oa Oa 57 _1)? (Oa Oa 17 07 _4)

jsou linedrné& nezavislé, nebot hodnost matice

0203 0 1000 O
1000 O© 020 3 0
0005 -1 " {oo1o0 -4
0010 —4 0005 —1

je rovna 4.
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Inverzni matice

Definice (Inverzni matice)

Necht A je &tvercova matice ¥adu n. Matice A se nazyva invertibilni, jestlize
existuje tvercovad matice A~! ¥adu n takova, Ze

AAT ' =T=A"1A

Matice A~! se nazyva inverzni matice k matici A.

Je-li A invertibilni, pak inverzni matice A~ je uréena jednozna&n&. Ne ka?d4
matice je v8ak invertibilni.

o Matice A je invertibilni pravé tehdy, kdyZ ji Ize pomoci ekvivalentnich
Fadkovych dprav pFevést na jednotkovou matici I.

o KaZdd posloupnost ekvivalentnich Fadkovych uprav, kterd pfevede matici A
na I, prevede zdroveri I na A~*.
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P¥edchozi véta dava navod jak nelézt inverzni matici:

Postup nalezeni A~!

Necht A je &tvercova matice.
@ Vytvotime “dvojmatici” (A|T).
@ Na matici (A|I) aplikujeme ekvivalentni ¥adkové dpravy, které prevedou
matici A na jednotkovou matici I.

Q Jestlize je A prevedena na I (v levé &Ssti vysledné “dvojmatice” je I), pak v
pravé &asti vysledné “dvojmatice” mame A~
Schematicky:
(A[I) ~ -~ (I]ATH).

@ Pokud matici A nelze pfevést na jednotkovou matici (v prib&hu vypottu se v
levé &3sti vynuluje cely ¥adek), pak A nenf invertibilni, tj. inverzni matice
A1 neexistuje.

I PouZivdme pouze Fadkové lpravy.
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P¥iklad
1 -1 1

A=12 0 -1 ATt =?
0 2 -2

Simona Fignarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi 31 / 42



Priklad
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P¥iklad
1 -1 1

A=12 0 -1 ATt =?
0 2 -2

ZVMT lesnictvi
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Priklad

1
A=12 0 -1 ATt =?
0

Simona Fisnarovda (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty

ZVMT lesnictvi

31/ 42



Priklad

1
A=12 0 -1 ATt =?
0
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Priklad

b
Il
(el O

o
|

—
o
—
I

~
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Priklad

1
A=12
0

=

2

-1 1

0 -1 A"l =2

2 =2
1 |1 0 -2
—110 1 :|+
—210 0

1

2
0
1
~o—3—21
0

-210

0

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad

1
A=12
0

=

2

2
0
1
0—3—2
0

-1 1

0 -1 A"l =2
2 =2

1 (1 0 0 -2
—1/10 1 0 <:|+

—-210 0 1

1 0 O |-2 +
1 0 j -1

210 0 1 Q+
-3/-2 1 0

Simona Fignarova (MENDELU)
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Priklad

b
Il
(el O
o
|
—
o
—
I
~

_11100 2
90_10103+

0 2 —2/0 01

1 -1 1|1 0 0\] -2+~
~0—3—210j 1
(02_2001Q+
20 —1l0 1 0

~l0 2 3|2 1 0

ZVMT lesnictvi 31/42
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Priklad

b
I
(el O
o
|
—
o
—
I
~

_11100 2
90_10103+

0o 2 =210 0 1

1 -1 1|1 0 0\] -2+~
~0—3—210j 1
(02_2001Q+
20 -1l0 1 0

~l0 2 3|2 1 o0

00 1]2 -1 1

ZVMT lesnictvi 31/42

Simona Fignarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty



Priklad

b
I
(el O
o
|
—
o
—
I
~

[\
|
w
|
[\
=
_ o O
+
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Priklad

1 -1 1
A=[2 0 -1| A1=2
0 2 -2
_1 1 /100 —2
2 0 _10103+
0 2 -210 0 1
1—11100|-2j+
~10 [2] -3]-2 1 0 -1
(02—2001Q+
20 -1lo 1 o0 +
00 [1]]2 -1 1/s 00 1]2 -1 1
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Priklad

1 -1 1
A=|2 0 -1| 4a'=?
0 2 -2

1] -1 1]t 00 —2

2 0 _10103+

0 2 —-210 0 1

1—11100|-2j+
~lo [2] —=3]-2 1 0 -1
(02—20014+

2 0 -1lo 1 0 + 2.0 02 0 1
N02—3_210j+ ~

00 [1]]2 -1 1/s 00 12 -1 1
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Priklad

1 -1 1
A=(2 o -1 A=
0 2 -2

1] -1 1 [1 0 0\—-2

> 0 _1]o 1 o]k

o 2 —21{0 01

Lol 110 0\ 2
~lo [2] —=3]-2 1 0 -1
(02—2001Q+

2 0 1|0 1 0 . 2 002 0 1
~002 B2 1 0fee |~ 002 0 208

00 [1]]2 -1 1/s 00 1]2 -1 1
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Priklad

1 -1 1
A=[2 0o -1] A=
0 2 -2

1] -1 1 [1 0 0\—-2

2 0 _1010:+

0 2 —2[0 01

1—11100|-2j+
~lo [2] —=3]-2 1 0 -1
(02—2001Q+

2 0 1[0 1 0 . 2.0 0]2 0 1\]:2
N02—3—210j+ ~|0 2 04 -2 3|]:2

00 [1]]2 -1 1/s 00 1]2 -1 1
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Priklad

1 -1 1
A=1(2 0 -1 A7t =?
0 2 -2
1] -1 1 [1 0 0\—-2
2 0 _1010:+
0o 2 —-2/0 01
Lol 110 0Y] -2
~lo [2] -3]-2 1 0 -1
02 20 0 1)

2.0 -110 1 0 + 2 002 0 1\]:2
~1002 B2 1 0fqe |~ (02 044 2 32
00 [1]|2 -1 1/ s 00 12 -1 1

10010 }
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Priklad

1 -1 1
A=[2 0 -1| A1=2
0 2 -2
_1 1 /100 -2
2 0 _1010:+
0 2 —2/0 01
1 -1 1|1 00|-2j+
~lo [2] —=3]-2 1 0 -1
0 2 -21|0 0 1)
2 0 -1]0 1 0 + 2.0 02 0 | :2
N02—3—210j+ ~|0 2 04 -2 3|]:2
00 [1]]2 -1 1/s 00 12 -1
100 |1 oé
~lo 10 |2 -1 ¢
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Priklad

1 -1 1
A=12 0 -1 AL =2

0 2 -2

_1 1 /100 -2

2 0 _1010:+

0 2 —2/0 01

1—11100|-2j+
~lo [2] —=3]-2 1 0 -1
02—2001Q+

2 0 -1lo 1 0 + 2.0 012 0 1\]:2
N02—3—210j+ ~|0 2 04 -2 3|]:2
00 [1]]2 -1 1/s 00 1]2 -1 1
10010§
~lo10 |2 -1 2

001 |2 -1 1
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Priklad

1
A=12 0 -1 ATt =?
0

=

. -1 1 |1t 00 -2
2 0 —110 1 0 J+
0 2 —-210 0 1

1—11100|-2j+
~lo [2] —=3]-2 1 0 -1
02—2001Q+

2 0 -1lo 1 0 + 2 0 02 0 | :2
N02—3_210j+ ~10 2 0]4 -2 3]|:2
00 [1]]2 -1 1/s 00 12 -1
1001 0o 1 2 0 1

~10 10 2—1% = A1=314 -2

00 1 |2 -1 1 4 -2 2
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Priklad
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Priklad

w

I
=N =
W =
N W N
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O O =
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_— o O
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad
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Priklad

1 1 2
B=12 1 3 B~1=?
4 3 7

—_
w

=
[
[N

o = O
_ o O

1 0 0 -2 -4 1 1 2 11
01 0 :+ ~l0 -1 -1]|-—
0 0 1 + 0o -1 -1

Z posledni matice vyplyva, e B~! neexistuje.

w
-

|
NI

Simona Fisnarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi 32 /42



Determinant matice

Determinant matice

Necht A = (a;;) je Etvercovd matice Fadu n. Pod pojmem determinant matice A
budeme rozumét redlné &islo det A (nebo také |A|), které je “urcitym zplsobem”
pfifazeno matici A. Determinant z matice A zapisujeme

aix  aiz - A1n

a1 Q22 - A2n
det A = |A| =

Gp1  Qp2 - Ann

Zplsob, jakym je determinant matici p¥itazen, nebudeme definovat obecné,

ukadZeme si pouze, jak je mozné determinant vypotitat (vycislit z vySe uvedeného

schématu) pro matice riiznych ¥ada.

ZVMT lesnictvi
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Determinanty matic malych ¥ada

@ Pron=1,t. A=ay, jedet A =ay;.

@ Pron=2:
ailr a2

= a11G22 — 021012
az1 a22 ’

tzv. k¥izové pravidlo
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Determinanty matic malych ¥ada

@ Pron=1,t. A=ay, jedet A =ay;.

@ Pron=2:
ailr a2

= a11G22 — 021012,
az1 a22

tzv. k¥izové pravidlo

@ Pron=3:

ay; Qi Qi3
az1 Q22 Qa3 | =
asz1 asz a3z

(11022033 + 021032013 + A12023031
—a31a22013 — 432023011 — 021A12433-
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Sarrusovo pravidlo

Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz G33

11022033+021032013+031012023
—031022013—011032023—021A12033
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Sarrusovo pravidlo

Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:

@ Pod determinant opiSeme znovu prvni dva ¥adky.

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz G33

11022033+021032013+031012023
—031022013—011032023—021A12033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23

ZVMT lesnictvi
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opiSeme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz a3z

11022033+021032013+a031012023
—031022013—011032023—021A412033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23

ZVMT lesnictvi 35 /42
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opiSeme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).

ay; a2 Qi3
az1 Q22 Q23 | =
asz1 asz G33

11022033+021032013+a031012023
—031022013—011032023—021A412033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opiSeme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).

a1l aiz2 @13
a1 A22 Aa23 | =
asz1 asz G33

11022033+021032013+a031012023
—031022013—011032023—021A412033

ail aiz2 ais
Q21 Q22 (23
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opiSeme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz G33

11022033+021032013+a031012023
—031022013—011032023—021A412033

aix aiz2 ais
Q21 Q22 (23
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opi¥eme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).
@ Vynasobime prvky ve vedlejsi diagonale a3y — ase — a3 a v diagonaldch pod
ni (tyto soutiny jsou se znaménkem —).

aj; Qa2 a3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz G33

11022033+021032013+a031012023
—031022013—011032023—021A12033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23

ZVMT lesnictvi 35 /42
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opi¥eme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).
@ Vynasobime prvky ve vedlejsi diagonale a3y — ase — a3 a v diagonaldch pod
ni (tyto soutiny jsou se znaménkem —).

aj; a2 Qa3
az1 Q22 a3 | =
asz1 asz G33

11022033+021032013+a031012023
—031022013—011032023—021A12033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23

ZVMT lesnictvi 35 /42
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opi¥eme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).
@ Vynasobime prvky ve vedlejsi diagonale a3y — ase — a3 a v diagonaldch pod
ni (tyto soutiny jsou se znaménkem —).

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
asz1 asz G33

11022033+021032013+a031012023
—031022013— 011032023 — 0121012033

aix aiz2 ais
21 Q22 (23
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Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opi¥eme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).
@ Vynasobime prvky ve vedlejsi diagonale a3y — ase — a3 a v diagonaldch pod
ni (tyto soutiny jsou se znaménkem —).

@ VSechny tyto souliny setteme.

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz G33

11022033+021032013+031012023
—031022013—011032023—021A12033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23

Simona Fisnarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi 35 /42



Sarrusovo pravidlo
Pravidlo pro vypoéet determinantu matice tfetiho ¥adu si miZeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho schématu:
@ Pod determinant opi¥eme znovu prvni dva ¥adky.
@ Vyndsobime prvky v hlavni diagondle a v diagonéldch pod ni (tyto soutiny
jsou se znaménkem +).
@ Vynasobime prvky ve vedlejsi diagonale a3y — ase — a3 a v diagonaldch pod
ni (tyto soutiny jsou se znaménkem —).

@ VSechny tyto souliny setteme.

aj; a2 Qa3
az1 Q22 Q23 | =
a3y asz G33

11022033+021032013+031012023
—031022013—011032023—021A12033

a1l aiz2 ais
Q21 Q22 (23

@ Toto pravidlo nelze Zddnym zplisobem zobecnit pro matice ¢tvrtého nebo
vysSich rada!
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Vypocet determinantd matic ¢tvrtého a vyssich ¥adi mizeme pFevést na vypolet
determinantd nizSich ¥add pomoci nasledujici véty.

|
o

Véta (Laplaceiv rozvoj)

Necht A = (a;;) je Etvercovd matice Fadu n. Symbolem M;; ozna&me
determinant matice Fadu n — 1, kterd vznikne z matice A vynechanim i-tého
Fadku a j-tého sloupce. Pak
det A ( )H'la,lMZl + ( )i+2a¢2Mi2 + -1 ( 1)’+"amMin
pro i=1,...,n

)

(tzv. Laplaceiiv rozvoj podle i-tého Fadku )
a

det A = (=1)"ay; Myj + (=1)* ag; Ma; + -+ (=1)" " 4y My
pro j=1,...,n

(tzv. Laplaceiiv rozvoj podle j-tého sloupce)
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P¥iklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.
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P¥iklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.

@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2

Simona Fisnarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi

37/ 42



P¥iklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.

@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2
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P¥iklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.

@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2

2 5 -1
=(=1)*12| -2 -4 2
3 -7 -1
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P¥iklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.

@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2

-3 3 =7 -1

2 5 -1 -1 2 -1
=(=1)*12| -2 4 2 | 4+ (-1)*1| -1 -2 2
3 -7 -1 -3 3 -1
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Priklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.
@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

@ Vzniklé determinanty tfetiho Fadu vypocteme pomoci Sarrusova pravidla.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2

2 0 1 0
-3 3 =7 -1

2 5 -1 -1 2 -1
=(=1)*12| -2 4 2 | 4+ (-1)*1| -1 -2 2
3 -7 -1 -3 3 -1
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Priklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.
@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

@ Vzniklé determinanty tfetiho Fadu vypocteme pomoci Sarrusova pravidla.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2

2 0 1 0
-3 3 =7 -1

2 5 -1 -1 2 -1
=(=1)*12| -2 4 2 | 4+ (-1)*1| -1 -2 2
3 -7 -1 -3 3 -1

—2[8 — 14+ 30 — (12 — 28 + 10)]
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Priklad
P¥i vypoctu determinantu pomoci Laplaceova rozvoje je nejvyhodn&jsi provést
rozvoj podle ¥adku nebo sloupce, ktery obsahuje nejvice nul.
@ Pro vypolet tohoto determinantu bude nejvyhodn&jsi provést rozvoj podle
tretiho ¥adku.

@ Vzniklé determinanty tfetiho Fadu vypocteme pomoci Sarrusova pravidla.

-1 2 5 —1
-1 -2 -4 2

2 0 1 0
-3 3 =7 -1

2 5 -1 -1 2 -1
=(=1)*12| -2 4 2 | 4+ (-1)*1| -1 -2 2
3 -7 -1 -3 3 -1

=28 —14+30 — (12— 28+ 10)] + [-2 43 — 12 — (=6 — 6 + 2)] = 59
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Véta (Vlastnosti determinantu)

Transponovanim matice se hodnota determinantu nezméni.

Hodnota determinantu matice se nezméni, jestlize k libovolnému Fadku
(sloupci) matice pFicteme libovolny ndsobek jiného Fadku (sloupce).
Prehozenim dvou Fadka (sloupcii) determinant zméni znaménko.
Vyndsobime-li jeden Fidek (sloupec) &islem k, zvétsi se hodnota
determinantu k-krat.

Vydélime-Ii jeden Fidek (sloupec) nenulovym &islem k, zmensi se hodnota
determinantu k-krat.

© 0 060 O©O

Determinant z matice, kterd ma pod hlavni diagondlou samé nuly, je roven
soucinu prvkii v hlavni diagondle.

| \

Poznamka
P¥edchozi véta dava navod jak “zjednodusit” vypolet determinantu vytvofenim

vétsiho mnoZstvi nul v matici. Nejvyhodn&jsi je upravit determinant tak, aby v
jednom ¥adku (sloupci) byly kromé& jednoho prvku samé nuly. Podle tohoto ¥adku

(sloupce) pak provedeme rozvoj determinantu.
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Determinant matice je roven nule, jestliZe plati alespori jedno z ndsledujicich
tvrzen.

Q@ Néktery Fadek nebo sloupec v matici je nulovy.

© V matici jsou dva stejné Fadky nebo sloupce.

© Néktery Fadek (sloupec) je ndsobkem jiného Fadku (sloupce).
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Regularni a singularni matice

Véta
Necht A je &tvercovd matice Fadu m. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
Q h(4)=n
Q Rédky (sloupce) matice A jsou linedrn& nezavislé.
O detA#0
Q A je invertibilni, tj. A~ existuje.

Definice (Regularni a singularni matice)

Ctvercovou matici, ktera ma vlastnosti uvedené v predchozi vé&t&, nazyvame
regularni, v opaéném pt¥ipad€ mluvime o singularni matici.

Simona Fignarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi

40 / 42



VyuzZiti systému pocitacové algebry

Ukazka vyuZiti systémi Wolfram Alpha, Sage, Maxima, viz:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/linearni-algebra.html

P¥imy odkaz na Wolfram Alpha:

http://www.wolframalpha.com/

Priklad

Vypottéte soutin matic

N

(1 2 2) ;
2 1 3 1
Re¥eni pomoci systému Wolfram Alpha:

{{1.2.2},{2,1,3}}*{{1,2}.{3,1} {1,4}}
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http://user.mendelu.cz/marik/akademie/linearni-algebra.html
http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/input/?i={{1,2,2},{2,1,3}}*{{1,2},{3,1},{1,4}}

Priklad

Uréete hodnost matice, determinant, inverzni
matici.

N O N
— =W

1
Je dand matice [ 2
3

Re¥eni pomoci systému Wolfram Alpha:

@ hodnost matice:

rank{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}

@ determinant:

det{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}

© inverzni matice:

inv{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}

Simona Fisnarova (MENDELU) Ciselné vektory, matice, determinanty ZVMT lesnictvi 42 / 42


http://www.wolframalpha.com/input/?i=rank{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=inv{{1,2,3},{2,0,1},{3,2,1}}
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