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Rozsifena mnozina realnych dcisel

Rozsifena mnozina realnych ¢&isel je mnozina R rozsifena o prvky oo a —oc.
Znalime ji R*. Tedy
R* = R U {—o00,00}.

Body +o0 se nazyvaji nevlastni body, body mnoZiny R se nazyvaji vlastni body.
Pro a € R definujeme operace:

a+00=00, aAa—00=-—00, O00O+00=00 —00—00=—00
a a
0000 =00 = —00-(—00), ©00-(—00)=—-00, |—=—=0| |£oo|=00
00 —00
Proa>0: a-co=00, a-(—00)=—00
Proa<0: a-co=-00, a-(—)=o

Nejsou definovany tyto operace:

+00 a

- ) + °O7 R ) ER*
o0 o0 o0 oo 0 a

Okoli bodu

o Okolim (9-okolim) bodu xy € R rozumime otev¥eny interval
(xo — d,z0 + 0), kde 0 je kladné redlné &islo. Zna&ime Os(xg).

O
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o Interval (zo — d, o) se nazyva levé okoli bodu x, znatime Oy (x0) a
interval (zg, o + &) se nazyva pravé okoli bodu z¢, zna&ime O} (z0).

O ® ® O
$0—6 iRy iRy ZEQ—|-5

o Ryzim (prstencovym) okolim (5-okolim) bodu xy € R rozumime mnoZinu
(xg — 0,20 + ) \ {xo}, kde J je kladné redlné &islo. Zna&ime Ps(xq).
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o Interval (zo — §,x0) se nazyva levé ryzi okoli bodu x, znatime Py (z¢) a
interval (29, o + &) se nazyva pravé ryzi okoli bodu zg, zna&ime P; (zo).
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Pokud nebude hodnota § podstatnd, budeme okoli bodu zy znatit jen O(z) a
ryzi okoli P(xg). Podobné& pro jednostranna okoli.

o Okolim a zarovefi i ryzim okolim bodu co rozumime kazdy interval (a, c0),
kde a € R.

o Okolim a zaroveri i ryzim okolim bodu —oco rozumime kazdy interval
(—00,a), kde a € R.

Definice limity

Definice (Limita funkce)
Rekneme, e funkce f mé v bod¥ zy € R* limitu L € R*, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli P(xzy) bodu xq tak, Ze pro viechna
x € P(xg) plati f(z) € O(L). Pieme
lim f(x)=L.

T—rXTQ




Vlastni limita ve vlastnim bodé: ) c¢ R, L € R
lim f(z)=1L

T—XQ

K libovolnému e-okoli O, (L) bodu L lIze najit ryzi d-okoli Ps(xg) bodu xg tak,

aby platilo
f(x) € O-(L) pro viechna x € Ps(xp).

Zhruba Feceno: Funkéni hodnoty jsou libovolné blizké k L, pokud x je
dostatecné blizké k x(, ale x # xg.

Yy o Na obrazku je k danému O, (L)
nalezeno nejvétsi mozné ryzi okoli
L+e bodu z(. Ryzi okoli Ps(zq) je lze
L zvolit mensi.

L—c¢
o Funkéni hodnota v bodé& xy neni

pro existenci limity podstatn4,
funkce nemusi byt v bodé& x
vilbec definovana. Zajimaji nas
pouze funkéni hodnoty v
“blizkém” ryzim okoli bodu zy.

Nevlastni limita ve vlastnim bodé: ro € R, L = £o0

lim f(z) =00

T—rXQ

K libovolnému h € R Ize najit ryzi J-okoli Ps(zg) bodu x( tak, aby platilo

f(x) > h proviechna x € Ps(x).

o Ps(xg) je moZné volit mensi.




Jednostranné limity (zo € R)

Analogicky s pouZitim pravého (levého) ryziho okoli v pfedchozi definici limity,
miZeme definovat ve vlastnim bodé& vlastni i nevlastni nevlastni limitu zprava
(zleva).

o Nahradime-li v definici ryzi okoli P(xqg) pravym ryzim okolim P (x),
dostavdme definici limity zprava

lim f(x)=L.
:B—):BS—

o Nahradime-li v definici ryzi okoli P(xg) levym ryzim okolim P~ (z),
dostavame definici limity zleva

lim f(z)=L.

37—).’13‘0

Vlastni limita v nevlastnim bodé: vy = oo, L € R

lim f(z)=1L

T—r 00

K libovolnému e-okoli O (L) bodu L lze najit K € R tak, aby platilo

f(x) € O-(L) pro vsechna x> K.

L+¢ Y

o Cislo K na obrazku
je mozné volit vétsi
(vice vpravo).




Nevlastni limita v nevlastnim bodé:
ro = +oo, L = oo

sy ) = 0

K libovolnému h € R Ize najit K € R tak, aby platilo

f(x) > h provdechna z > K.

o Na obrazku je k danému h
zvoleno nejmensi mozné K.
Cislo K je mozné volit v&tsi
(vice vpravo).

Vlastnosti limit

Z definice limity vyplyvd, Ze aby méla funkce v daném bodé& limitu, nemusi byt v
tomto bodé vibec definovana. Musi v3ak byt definovand v néjakém ryzim okoli

tohoto bodu. Napftiklad lir% In z nem3 viibec smysl, nebot funkce y = Inx neni
Tr—

definovana v Zadném levém okoli nuly. Smysl ma tedy pouze lim Inz.
z—0Tt

Véta

Funkce f mad ve vlastnim bodé& xq limitu (vlastni nebo nevlastni) pravé tehdy,
kdyZ ma v tomto bodé& obé jednostranné limity, které jsou si rovny. Pak plati

lim f(x) = lim+ f(x) = lim f(x).

T—T0 Tz Ty

Véta

Funkce ma v libovolném bodé& nejvyse jednu limitu.




Svisla a vodorovna asymptota

Definice (Svisla asymptota (asymptota bez smérnice))

Rekneme, Ze funkce f ma v bod& zy € R svislou asymptotu (asymptotu bez
smérnice) o rovnici © = xg, jestlize alespofi jedna z jednostrannych limit v bodé
xo je nevlastni, tj. nastane alespon jeden z p¥ipadi:

lim f(z)=o00, lim f(x) =00, lim f(x)=—o00, lim f(z)= —o0c.

- — - —
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Definice (Vodorovna asymptota)

Rekneme, Ze funkce f ma vodorovnou asymptotu o rovnici y = ¢ pro z — 0o
(pro x — —x), jestlize

lim f(z)=q ( lim_f(z) = q).

T—r 00 r—r—00

Priklad
Necht je funkce f zadana grafem:
Yy '
....... I 0
| :
| \/
| z
I .
....... i '
1 3 x
o lim f(z)=0 o lim f(z) = oo
o xl_ifl;lg,f(x) =3 o lim f(x) neexistuje, nebot
Q lim1 f(x) neexistuje, nebot xlﬂ?— @) = 37 Jﬂ% flz) =2
T——
lim f(z)=o00, lim f(x)=—-0¢ o lim f(x) =00
Tz——1- z——17+ T—00

asymptoty: z=—1, z=1ay=0prox - —o0




Spojitost funkce

Definice (Spojitost v bodé)

o Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod& z, € R, jestlize

lim f(z) = f(zo).

T—XQ

o Rekneme, Ze funkce f je spojita v bod& =y € R zprava (zleva), jestlize

lim f(z) = f(zo) ( lim f(z) = f(zo))
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o Z definice limity vyplyva, Ze je-li funkce spojitd v bodé€ xy, pak je definovana
v tomto bodé i v n&jakém jeho okoli.

Definice (Spojitost na intervalu)

o Rekneme, Ze funkce f je spojitad na otevieném intervalu (a,b), jestlize je
spojitd ve v8ech bodech tohoto intervalu.

o Rekneme, Ze funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b), jestlize je
spojitd ve v8ech jeho vnitfnich bodech, v bod& a je spojitd zprava a v bodé b
je spojitd zleva.

Véta
Zakladni elementarni funkce a funkce, které vznikly souctem, rozdilem, soucinem,

podilem a skladanim téchto funkci jsou spojité ve vsech bodech svého defini¢niho
oboru.

Body, v nichz funkce neni spojitd, se nazyvaji body nespojitosti.

o Body nespojitosti funkce z pfedchoziho p¥ikladu jsou —3, —1, 1 a 3. V bodé
3 je funkce spojitd zleva.

o Body nespojitosti zakladnich elementdrnich funkci jsou body, v nichZ tyto
funkce nejsou definované. Napfiklad body nespojitosti funkce y = cotgx jsou
body km, k € Z. Body nespojitosti racionalni lomené funkce jsou nulové body
jmenovatele.



Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrass)

Necht f je funkce spojitd na uzavFeném intervalu {(a,b). Pak
o f je na {(a,b) ohranicend.

o f nabyvd na (a,b) své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

max

min

Véta (Bolzano)

Necht f je funkce spojitd na uzavFeném intervalu {(a,b). Pak f nabyvd na (a,b)
vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou. Zejména, je-li
f(a)- f(b) <0, pak existuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze f(c) = 0.

Poznamka

Na predchozi vété je zaloZena metoda piileni intervalu, kterd se vyuziva napftiklad
pfi feSeni algebraickych rovnic.




Vypocet limity

Véta (Pravidla pro poéitani s limitami)

Necht f a g jsou funkce, které maji limitu v bod& x¢ € R* a necht ¢ € R. Pak
plati

Jim =
Jzﬁoc floy=c- g, 1)
I )~ 0 I
i (1) () =l 1) B oo
hm f(x)
mligclo chéi)) B 5171:;510 g(x) pro mh—g:lo g(x) 7 0.

TT—XQ

P¥i vypoctu limity lim f(x) postupujeme tak, Ze dosadime bod z( do funkce f.

T—rIQ

Limita spojité funkce

Je-li funkce f spojitd v xg, pak dostaneme po dosazeni bodu zgy do funkce funkéni
hodnotu (kone¢né &islo), ktera je zdrovefi limitou funkce v daném bodé.

P¥iklad (Limita spojité funkce)
2e+3 7

|
@a:1—>H12 4 —x 2

@ lim arctgz® = arctgl = %

r——1

V bodech, ve kterych je funkce spojitd, nema vypocet limity velky vyznam. Dale
se tedy budeme zabyvat pouze funkcemi, které nejsou v bodé x( spojité.



,a€R

Pokud p¥i vypoctu limity podilu funkci g dostaneme vyraz

Limita typu Hﬁ

|| 6
lim f(z)=a, a € R, lim g(z)= +oo,
T—xQ T—X0
pak
lim M = 0.
v—~z0 g(x)
P¥iklad (Limita typu ‘ ||, a e R)
1 1
T—00 0 .0
@ lim 222_ 0 _g
z—0t Inx —00
[ ] e a *
Limita typu ||2]|, a € R* \ {0}
Pokud p¥i vypoctu limity podilu funkci 5 dostaneme vyraz H% ‘ t].
lim f(z)=a, a € R* {0}, lim g(z)=0,
T—rTQ

T—rIQ
pak nastane pravé jedna ze t¥i moznosti:

o lim L&) = 0o, pokud existuje ryzi okoli bodu z takové, ¥e podil L&) > 0
S @) 9(@)
pro véechna x z tohoto okoli.

o lim % = —o0, pokud existuje ryzi okoli bodu x( takové, Ze funkce
T—T0
f(x)

g < 0 pro vsechna x z tohoto okoli.

o lim L& neexistuje, pokud se limita zprava nerovnd limité zleva, tj. podil
T—To g9(x)
f(=x)

e méni v bodé xy znaménko.
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Pfiklad (Limita typu |2

) 3
@ alsgr%))(x—3)3 1o

Vysetfime znaménko zlomku @ 3)3 v “blizkém" ryzim okoli bodu z = 3.

, a € R*~.{0})

x 4 7 7 . -
= mozny vysledek: oo, —oo nebo neexistuje

Citatel z je v "blizkém" ryzim okoli bodu 3 kladny. Jmenovatel (z — 3)3 v&ak
v bod& 3 méni znaménko: v levém okoli je zaporny, v pravém okoli je kladny.
Pro jednostranné limity plati:

z—3+ (x — 3)3 - T 23— (x—3)3 — ’
= 31312% mneexmtwe.
@ lim toT ‘_2 = mozny vysledek: oo, —oo nebo neexistuje
a\c/—>5 (:E — 5)2 0 ’

Citatel z — 7 je v “blizkém” ryzim okoli bodu 5 zaporny, jmenovatel (z — 5)?
je kladny. Takze

b 75 = || ==
:1:—>5 QB — 5

Neurtité vyrazy typu ||;|| nebo |||

Dostaneme-li p¥fi vypoltu limity podilu dvou funkci vyraz typu H 9 H nebo H H

pak se jedna o tzv. neurcity vyraz. Timto typem limit se budeme obecnégji
zabyvat az po probrani pojmu derivace. Zde si ukdZzeme jen vypocet v pfipadé
podilu dvou polynomi.

Dal$i neurdité vyrazy: ||+oo - 0], ,[[0°]], []oc®||. [|1°°] se daji pFevést na

vypocet limity typu H%H nebo H%H Témito typy limit se zabyvat nebudeme.
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Véta (Limita polynomu a racionalni lomené funkce v nevlastnim bodé)
Plati

lim (apz™ +a12" '+ - 4+ ap_1x+a,) = lim apz”,
T—too r—to00

. apr™ + a1 2"+ an_1T +ap ) apgx™

lim = lim

z—+oo bgx™ + byt + ... 4+ b,,_1x+b,, x—Foo byr™

Priklad
@ lim (22° —42* 4+ —2)= lim 22° = —oo0.
r—r—00 xr——00
ot 4322 - 22 xt 1
® AT s %33
220 + 3x* — 2 220 2
@ lim v ST = lim =2 = lim Zz%=o0
z——o0 312 +x—1 z——o00 312 T——00
. bx? —3x—2 . ba? . 5) 5)
iy e R S e L LN P

Vyuziti systému pocitacové algebry

P¥iklad
Vypoctéte limity:

o2 =3t 4 -2 . Inz . ox+2
lim , lim —, lim

T— 00 2x3 + 4 =0+t T z—1x —1°

Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
lim (x75-3x"4+x-2)/(2x"3+4) as x->infty
lim (1n x)/x as x>0+

lim ((x+2)/(x-1)) as x—>1

12


http://www.wolframalpha.com/

	Okolí bodu a rozšírená množina R
	Definice limity
	Vlastnosti limit
	Svislá a vodorovná asymptota
	Spojitost funkce
	Výpocet limity
	Využití systému pocítacové algebry

