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Rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel

Rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel je množina R rozš́ı̌rená o prvky ∞ a −∞.
Znač́ıme ji R∗. Tedy

R∗ = R ∪ {−∞,∞}.

Body ±∞ se nazývaj́ı nevlastńı body, body množiny R se nazývaj́ı vlastńı body.
Pro a ∈ R definujeme operace:

a+∞ =∞, a−∞ = −∞, ∞+∞ =∞, −∞−∞ = −∞

∞·∞ =∞ = −∞·(−∞), ∞·(−∞) = −∞, a

∞
=

a

−∞
= 0 , |±∞| =∞

Pro a > 0: a · ∞ =∞, a · (−∞) = −∞

Pro a < 0: a · ∞ = −∞, a · (−∞) =∞

Nejsou definovány tyto operace:

∞−∞, ±∞ · 0, ±∞
±∞

,
a

0
, a ∈ R∗

Okoĺı bodu
Okoĺım (δ-okoĺım) bodu x0 ∈ R rozuḿıme otev̌rený interval
(x0 − δ, x0 + δ), kde δ je kladné reálné č́ıslo. Znač́ıme Oδ(x0).

x0 − δ x0 x0 + δ

Interval (x0 − δ, x0〉 se nazývá levé okoĺı bodu x0, znač́ıme O−δ (x0) a
interval 〈x0, x0 + δ) se nazývá pravé okoĺı bodu x0, znač́ıme O+

δ (x0).

x0 − δ x0 x0 x0 + δ

Ryźım (prstencovým) okoĺım (δ-okoĺım) bodu x0 ∈ R rozuḿıme množinu
(x0 − δ, x0 + δ)r {x0}, kde δ je kladné reálné č́ıslo. Znač́ıme Pδ(x0).

x0 − δ x0 x0 + δ

Interval (x0 − δ, x0) se nazývá levé ryźı okoĺı bodu x0, znač́ıme P−δ (x0) a
interval (x0, x0 + δ) se nazývá pravé ryźı okoĺı bodu x0, znač́ıme P+

δ (x0).

x0 − δ x0 x0 x0 + δ
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Pokud nebude hodnota δ podstatná, budeme okoĺı bodu x0 značit jen O(x0) a
ryźı okoĺı P (x0). Podobně pro jednostranná okoĺı.

Okoĺım a zároveň i ryźım okoĺım bodu ∞ rozuḿıme každý interval (a,∞),
kde a ∈ R.

Okoĺım a zároveň i ryźım okoĺım bodu −∞ rozuḿıme každý interval
(−∞, a), kde a ∈ R.

Definice limity

Definice (Limita funkce)

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R∗ limitu L ∈ R∗, jestliže ke každému
okoĺı O(L) bodu L existuje ryźı okoĺı P (x0) bodu x0 tak, že pro všechna
x ∈ P (x0) plat́ı f(x) ∈ O(L). Ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L.
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Vlastńı limita ve vlastńım bodě: x0 ∈ R, L ∈ R
lim
x→x0

f(x) = L

K libovolnému ε-okoĺı Oε(L) bodu L lze naj́ıt ryźı δ-okoĺı Pδ(x0) bodu x0 tak,
aby platilo

f(x) ∈ Oε(L) pro všechna x ∈ Pδ(x0).

Zhruba řečeno: Funkčńı hodnoty jsou libovolně bĺızké k L, pokud x je
dostatečně bĺızké k x0, ale x 6= x0.

x

y

x0 x0 + δx0 − δ

L
L− ε

L+ ε

Na obrázku je k danému Oε(L)
nalezeno nejvěťśı možné ryźı okoĺı
bodu x0. Ryźı okoĺı Pδ(x0) je lze
zvolit menš́ı.

Funkčńı hodnota v bodě x0 neńı
pro existenci limity podstatná,
funkce nemuśı být v bodě x0
v̊ubec definovaná. Zaj́ımaj́ı nás
pouze funkčńı hodnoty v
“bĺızkém” ryźım okoĺı bodu x0.

Nevlastńı limita ve vlastńım bodě: x0 ∈ R, L = ±∞
lim
x→x0

f(x) =∞

K libovolnému h ∈ R lze naj́ıt ryźı δ-okoĺı Pδ(x0) bodu x0 tak, aby platilo

f(x) > h pro všechna x ∈ Pδ(x0).

x

y

x0 x0 + δx0 − δ

h
Pδ(x0) je možné volit menš́ı.
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Jednostranné limity (x0 ∈ R)

Analogicky s použit́ım pravého (levého) ryźıho okoĺı v p̌redchoźı definici limity,
můžeme definovat ve vlastńım bodě vlastńı i nevlastńı nevlastńı limitu zprava
(zleva).

Nahrad́ıme-li v definici ryźı okoĺı P (x0) pravým ryźım okoĺım P+(x0),
dostáváme definici limity zprava

lim
x→x+

0

f(x) = L.

Nahrad́ıme-li v definici ryźı okoĺı P (x0) levým ryźım okoĺım P−(x0),
dostáváme definici limity zleva

lim
x→x−

0

f(x) = L.

Vlastńı limita v nevlastńım bodě: x0 = ±∞, L ∈ R

lim
x→∞

f(x) = L

K libovolnému ε-okoĺı Oε(L) bodu L lze naj́ıt K ∈ R tak, aby platilo

f(x) ∈ Oε(L) pro všechna x > K.

x

y

K

L
L− ε

L+ ε
Č́ıslo K na obrázku
je možné volit věťśı
(v́ıce vpravo).
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Nevlastńı limita v nevlastńım bodě:
x0 = ±∞, L = ±∞
lim
x→∞

f(x) =∞

K libovolnému h ∈ R lze naj́ıt K ∈ R tak, aby platilo

f(x) > h pro všechna x > K.

x

y

K

h
Na obrázku je k danému h
zvoleno nejmenš́ı možné K.
Č́ıslo K je možné volit věťśı
(v́ıce vpravo).

Vlastnosti limit

Z definice limity vyplývá, že aby měla funkce v daném bodě limitu, nemuśı být v
tomto bodě v̊ubec definovaná. Muśı však být definovaná v nějakém ryźım okoĺı
tohoto bodu. Nap̌ŕıklad lim

x→0
lnx nemá v̊ubec smysl, nebot’ funkce y = lnx neńı

definovaná v žádném levém okoĺı nuly. Smysl má tedy pouze lim
x→0+

lnx.

Věta

Funkce f má ve vlastńım bodě x0 limitu (vlastńı nebo nevlastńı) právě tehdy,
když má v tomto bodě obě jednostranné limity, které jsou si rovny. Pak plat́ı

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) = lim
x→x−

0

f(x).

Věta

Funkce má v libovolném bodě nejvýše jednu limitu.
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Svislá a vodorovná asymptota

Definice (Svislá asymptota (asymptota bez směrnice))

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ R svislou asymptotu (asymptotu bez
směrnice) o rovnici x = x0, jestliže alespoň jedna z jednostranných limit v bodě
x0 je nevlastńı, tj. nastane alespoň jeden z p̌ŕıpadů:

lim
x→x+

0

f(x) =∞, lim
x→x−

0

f(x) =∞, lim
x→x+

0

f(x) = −∞, lim
x→x−

0

f(x) = −∞.

Definice (Vodorovná asymptota)

Řekneme, že funkce f má vodorovnou asymptotu o rovnici y = q pro x→∞
(pro x→ −∞), jestliže

lim
x→∞

f(x) = q ( lim
x→−∞

f(x) = q).

Př́ıklad

Necht’ je funkce f zadaná grafem:

x

y

−3

1
1
3

3

2

−1 1

lim
x→−∞

f(x) = 0

lim
x→−3

f(x) = 1
3

lim
x→−1

f(x) neexistuje, nebot’

lim
x→−1−

f(x) =∞, lim
x→−1+

f(x) = −∞

lim
x→1

f(x) =∞

lim
x→3

f(x) neexistuje, nebot’

lim
x→3−

f(x) = 1
3 , lim

x→3+
f(x) = 2

lim
x→∞

f(x) =∞

asymptoty: x = −1, x = 1 a y = 0 pro x→ −∞

6



Spojitost funkce

Definice (Spojitost v bodě)

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x0 ∈ R zprava (zleva), jestliže

lim
x→x+

0

f(x) = f(x0) ( lim
x→x−

0

f(x) = f(x0))

Z definice limity vyplývá, že je-li funkce spojitá v bodě x0, pak je definovaná
v tomto bodě i v nějakém jeho okoĺı.

Definice (Spojitost na intervalu)

Řekneme, že funkce f je spojitá na otev̌reném intervalu (a, b), jestliže je
spojitá ve všech bodech tohoto intervalu.

Řekneme, že funkce f je spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉, jestliže je
spojitá ve všech jeho vniťrńıch bodech, v bodě a je spojitá zprava a v bodě b
je spojitá zleva.

Věta

Základńı elementárńı funkce a funkce, které vznikly součtem, rozd́ılem, součinem,
pod́ılem a skládáńım těchto funkćı jsou spojité ve všech bodech svého definičńıho
oboru.

Body, v nichž funkce neńı spojitá, se nazývaj́ı body nespojitosti.

Body nespojitosti funkce z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu jsou −3, −1, 1 a 3. V bodě
3 je funkce spojitá zleva.

Body nespojitosti základńıch elementárńıch funkćı jsou body, v nichž tyto
funkce nejsou definované. Nap̌ŕıklad body nespojitosti funkce y = cotgx jsou
body kπ, k ∈ Z. Body nespojitosti racionálńı lomené funkce jsou nulové body
jmenovatele.
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Vlastnosti spojitých funkćı

Věta (Weierstrass)

Necht’ f je funkce spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉. Pak

f je na 〈a, b〉 ohraničená.

f nabývá na 〈a, b〉 své nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.

0 x

y

a
b

max

min

y = f(x)

Věta (Bolzano)

Necht’ f je funkce spojitá na uzav̌reném intervalu 〈a, b〉. Pak f nabývá na 〈a, b〉
všech hodnot mezi svou nejmenš́ı a nejvěťśı hodnotou. Zejména, je-li
f(a) · f(b) < 0, pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že f(c) = 0.

0 x

y
y = f(x)

a

bc
f(a)

f(b)

Poznámka

Na p̌redchoźı větě je založena metoda půleńı intervalu, která se využ́ıvá nap̌ŕıklad
p̌ri řešeńı algebraických rovnic.
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Výpočet limity

Věta (Pravidla pro poč́ıtáńı s limitami)

Necht’ f a g jsou funkce, které maj́ı limitu v bodě x0 ∈ R∗ a necht’ c ∈ R. Pak
plat́ı

lim
x→x0

c = c

lim
x→x0

c · f(x) = c · lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

(
f(x)± g(x)

)
= lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x)

lim
x→x0

(
f(x) · g(x)

)
= lim
x→x0

f(x) · lim
x→x0

g(x)

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
pro lim

x→x0

g(x) 6= 0.

Při výpočtu limity lim
x→x0

f(x) postupujeme tak, že dosad́ıme bod x0 do funkce f .

Limita spojité funkce

Je-li funkce f spojitá v x0, pak dostaneme po dosazeńı bodu x0 do funkce funkčńı
hodnotu (konečné č́ıslo), která je zároveň limitou funkce v daném bodě.

Př́ıklad (Limita spojité funkce)

1 lim
x→2

2x+ 3

4− x
=

7

2

2 lim
x→−1

arctgx2 = arctg1 =
π

4

V bodech, ve kterých je funkce spojitá, nemá výpočet limity velký význam. Dále
se tedy budeme zabývat pouze funkcemi, které nejsou v bodě x0 spojité.
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Limita typu
∥∥ a
±∞

∥∥, a ∈ R
Pokud p̌ri výpočtu limity pod́ılu funkćı fg dostaneme výraz

∥∥∥ a
±∞

∥∥∥, tj.

lim
x→x0

f(x) = a, a ∈ R, lim
x→x0

g(x) = ±∞,

pak

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Př́ıklad (Limita typu
∥∥∥ a
±∞

∥∥∥, a ∈ R)

1 lim
x→∞

1

x2
=

1

∞
= 0

2 lim
x→0+

sinx

lnx
=

0

−∞
= 0

Limita typu
∥∥a
0

∥∥, a ∈ R∗ r {0}
Pokud p̌ri výpočtu limity pod́ılu funkćı fg dostaneme výraz

∥∥a
0

∥∥, tj.

lim
x→x0

f(x) = a, a ∈ R∗ r {0}, lim
x→x0

g(x) = 0,

pak nastane právě jedna ze ťŕı možnost́ı:

lim
x→x0

f(x)
g(x) =∞, pokud existuje ryźı okoĺı bodu x0 takové, že pod́ıl f(x)g(x) > 0

pro všechna x z tohoto okoĺı.

lim
x→x0

f(x)
g(x) = −∞, pokud existuje ryźı okoĺı bodu x0 takové, že funkce

f(x)
g(x) < 0 pro všechna x z tohoto okoĺı.

lim
x→x0

f(x)
g(x) neexistuje, pokud se limita zprava nerovná limitě zleva, tj. pod́ıl

f(x)
g(x) měńı v bodě x0 znaménko.
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Př́ıklad (Limita typu
∥∥a
0

∥∥, a ∈ R∗ r {0})

1 lim
x→3

x

(x− 3)3
=

∥∥∥∥30
∥∥∥∥ ⇒ možný výsledek: ∞, −∞ nebo neexistuje

Vyšeťŕıme znaménko zlomku x
(x−3)3 v “bĺızkém” ryźım okoĺı bodu x = 3.

Čitatel x je v “bĺızkém” ryźım okoĺı bodu 3 kladný. Jmenovatel (x− 3)3 však
v bodě 3 měńı znaménko: v levém okoĺı je záporný, v pravém okoĺı je kladný.
Pro jednostranné limity plat́ı:

lim
x→3+

x

(x− 3)3
=

∥∥∥∥++
∥∥∥∥ =∞, lim

x→3−

x

(x− 3)3
=

∥∥∥∥+−
∥∥∥∥ = −∞,

⇒ lim
x→3

x

(x− 3)3
neexistuje.

2 lim
x→5

x− 7

(x− 5)2
=

∥∥∥∥−20
∥∥∥∥ ⇒ možný výsledek: ∞, −∞ nebo neexistuje

Čitatel x− 7 je v “bĺızkém” ryźım okoĺı bodu 5 záporný, jmenovatel (x− 5)2

je kladný. Takže

lim
x→5

x− 7

(x− 5)2
=

∥∥∥∥−+
∥∥∥∥ = −∞.

Neurčité výrazy typu
∥∥0
0

∥∥ nebo
∥∥±∞
±∞

∥∥
Dostaneme-li p̌ri výpočtu limity pod́ılu dvou funkćı výraz typu

∥∥ 0
0

∥∥ nebo
∥∥∥±∞±∞∥∥∥,

pak se jedná o tzv. neurčitý výraz. T́ımto typem limit se budeme obecněji
zabývat až po probráńı pojmu derivace. Zde si ukážeme jen výpočet v p̌ŕıpadě
pod́ılu dvou polynomů.

Daľśı neurčité výrazy: ‖±∞ · 0‖, ‖∞−∞‖,
∥∥00∥∥,

∥∥∞0
∥∥, ‖1∞‖ se daj́ı p̌revést na

výpočet limity typu
∥∥ 0
0

∥∥ nebo
∥∥∥±∞±∞∥∥∥. Těmito typy limit se zabývat nebudeme.
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Věta (Limita polynomu a racionálńı lomené funkce v nevlastńım bodě)

Plat́ı
lim

x→±∞
(a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an) = lim

x→±∞
a0x

n,

lim
x→±∞

a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an
b0xm + b1xm−1 + · · ·+ bm−1x+ bm

= lim
x→±∞

a0x
n

b0xm
.

Př́ıklad

1 lim
x→−∞

(2x3 − 4x2 + x− 2) = lim
x→−∞

2x3 = −∞.

2 lim
x→∞

x4 + 3x2 − 2x

3x4 + 5
= lim
x→∞

x4

3x4
=

1

3
.

3 lim
x→−∞

2x6 + 3x4 − 2

3x2 + x− 1
= lim
x→−∞

2x6

3x2
= lim
x→−∞

2

3
x4 =∞.

4 lim
x→∞

5x2 − 3x− 2

3x3 + x2 + 2
= lim
x→∞

5x2

3x3
= lim
x→−∞

5

3x
=

5

−∞
= 0.

Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Př́ıklad

Vypočtěte limity:

lim
x→∞

x5 − 3x4 + x− 2

2x3 + 4
, lim

x→0+

lnx

x
, lim

x→1

x+ 2

x− 1
.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

lim (x^5-3x^4+x-2)/(2x^3+4) as x->infty

lim (ln x)/x as x->0+

lim ((x+2)/(x-1)) as x->1
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