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Rozsifena mnozina realnych cisel

Rozsifend mnoZzina redlnych &isel je mnoZina R rozsifenad o prvky co a —oc.
Znalime ji R*. Tedy

R* =RU{—o0,00}.
Body +00 se nazyvaji nevlastni body, body mnoZiny R se nazyvaji vlastni body.
Pro a € R definujeme operace:

a+00 =00, A—00=—00, OO+00=00, —00—00=—00
a a
0000 =00 =—00:(—00), 00-(—00)=-00, |—=—=0| |foo]=00
00 —00
Proa>0: a-co=o00, a-(—00)=—00
Proa<0: a-0c0=-00, a-(—00)=o00

Nejsou definovany tyto operace:

+oo a
— +00-0, —, =, a€R"
o0 — 00, 00 oo 0 a
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Okoli bodu

@ Okolim (d-okolim) bodu zp € R rozumime otev¥eny interval (zg — d, ¢ + 9),
kde ¢ je kladné redlné &islo. Znatime Os(xo).

O t O
Tg— 0 oy To+ 0

o Interval (zg — d, o) se nazyva levé okoli bodu xg, znatime Oy (x() a interval
(20,20 + &) se nazyva pravé okoli bodu g, znatime OF (zo).
o o o o
To— 0 xo Zo To+ 0

@ Ryzim (prstencovym) okolim (d-okolim) bodu xy € R rozumime mnoZinu
(o — 8,20 + 9) ~ {zo}, kde ¢ je kladné redIné &islo. Znatime Ps(xq).

O O
15

O O
To—0 xo To+ 0

@ Interval (zg — d,20) se nazyva levé ryzi okoli bodu xg, znatime Py (x¢) a
interval (zg,zo + 0) se nazyvé pravé ryzi okol bodu g, znatime P; (z0).

O O O
O O

ZL‘0—5 Zo o $0+5
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Pokud nebude hodnota ¢ podstatnd, budeme okoli bodu z¢ znatit jen O(z) a
ryzi okoli P(xg). Podobng pro jednostranna okoli.

@ Okolim a zdrovefi i ryzim okolim bodu oo rozumime kazdy interval (a, 00),
kde a € R.

@ Okolim a zdroveii i ryzim okolim bodu —oo rozumime kazdy interval
(—00,a), kde a € R.
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Definice limity

Definice (Limita funkce)

Rekneme, e funkce f ma v bod& zy € R* limitu L € R*, jestlize ke kazdému
okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli P(zg) bodu x( tak, Ze pro viechna
x € P(xg) plati f(z) € O(L). Piseme

lim f(z)=L.

Tr—x0
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Vlastni limita ve vlastnim bodé: 2o € R, L € R

lim f(x)=1L

Tr—xo

K libovolnému e-okoli O.(L) bodu L lIze najit ryzi §-okoli Ps(xo) bodu x¢ tak,
aby platilo

f(z) € O (L) pro viechna x € Ps(xg).
Zhruba Yeteno: Funkéni hodnoty jsou libovolné blizké k L, pokud x je
dostateéné blizké k x(, ale = # xg.

Y o Na obrazku je k danému O, (L)
| nalezeno nejvétsi mozné ryzi okoli
Lte f-———r—pf————- bodu z¢. Ryzi okoli Ps(z¢) je lze

Lp----141 zvolit mengi.
L—¢ b ——— +9-—-—--- , L,
L @ Funkéni hodnota v bodé zg neni
I : I pro existenci limity podstatna,
-1 : | : funkce nemusi byt v bodé z
o

viibec definovand. Zajimaji nas
pouze funkéni hodnoty v
“blizkém" ryzim okoli bodu z.

——

_—

ro—0 To xg+d X
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Nevlastni limita ve vlastnim bodé: vy € R, L = 0

2p, f(#) =0

K libovolnému h € R lze najit ryzi §-okoli Ps(x¢) bodu z( tak, aby platilo

f(z) > h proviechna =z € Ps(xg).

o Ps(xo) je mozné volit mensi.

xo—0 To xog+d
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Jednostranné limity (z, € R)

Analogicky s pouZitim pravého (levého) ryziho okoli v p¥edchozi definici limity,
miZeme definovat ve vlastnim bod& vlastni i nevlastni nevlastni limitu zprava
(zleva).

o Nahradime-li v definici ryzi okoli P(xo) pravym ryzim okolim P*(zg),
dostdvame definici limity zprava

lim f(z) = L.
z—xg

o Nahradime-li v definici ryzi okoli P(zq) levym ryzim okolim P~ (z),
dostdvame definici limity zleva

lim f(xz)=L.

T—T
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Vlastni limita v nevlastnim bodé: ry = oo, L € R

lim f(z)=1L

T—00

K libovolnému e-okoli O.(L) bodu L lIze najit K € R tak, aby platilo

f(z) € O-(L) pro vsechna z > K.

o Cislo K na obrazku
je mozné volit vétsi
(vice vpravo).
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Nevlastni limita v nevlastnim bodé:

xg = +oo, L = +00

lim f(z) =0

T—00

K libovolnému h € R lze najit K € R tak, aby platilo

f(x) > h proviechna z > K.

o Na obrazku je k danému h
zvoleno nejmensi mozné K.
Cislo K je mozné volit vt
(vice vpravo).
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Vlastnosti

Z definice limity vyplyvd, Ze aby méla funkce v daném bodé limitu, nemusi byt v

tomto bodé viibec definovana. Musi v8ak byt definovana v néjakém ryzim okoli

tohoto bodu. Napftiklad lin% Inz nema viibec smysl, nebot funkce y = Inz nenf
T—

definovand v Zadném levém okoli nuly. Smysl ma tedy pouze lim Inz.
z—0t

Funkce f m4 ve vlastnim bodé& x limitu (vlastni nebo nevlastni) pravé tehdy,
kdyZ ma v tomto bodé& obé& jednostranné limity, které jsou si rovny. Pak plati

lim f(z)= lim+ f(z) = lim f(x).

=5 z—z] Tz

Funkce ma v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.
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Svisla a vodorovna asymptota

Definice (Svisla asymptota (asymptota bez smérnice))

Rekneme, 7e funkce f ma v bod& zy € R svislou asymptotu (asymptotu bez
smérnice) o rovnici & = x, jestlize alespof jedna z jednostrannych limit v bod&
xo je nevlastni, tj. nastane alespoii jeden z pFipadi:

lim f(z) =00, lim f(z)=o00, lim f(z)=—-00, lim f(z)= —oc0c.
z%zg’ T—To m—)zg' T—Ty

| \

Definice (Vodorovna asymptota)

Rekneme, Ze funkce f ma vodorovnou asymptotu o rovnici y = ¢q pro  — oo (pro
x — —00), jestlize
lim f(z)=q ( lim f(z)=gq).

Tr—>00 r——00
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P¥iklad
Necht je funkce f zadana grafem:

b o - -
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P¥iklad
Necht je funkce f zadana grafem:

b o - -

o lim f(z)=0

r—r—00
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P¥iklad
Necht je funkce f zadana grafem:

b o - -

o lim f(z)=0

r—r—00

o lim f(x)=

r——3

W=
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Priklad

Necht je funkce f zadana grafem:

<

o lim f(x)=0

r—r—00

i —1
° wl—l>n—l3f(x) 3

e lim f(z) neexistuje, nebot
z——1

lir_nr f(z) = o0, ligl1+ fl@)=—0
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P¥iklad
Necht je funkce f zadana grafem:

e

o lim f(x)=0

r—r—00

i —1
° wl—l>n—l3f(x) 3

e lim f(z) neexistuje, nebot
z——1

lir_nr f(z) = o0, ligl1+ fl@)=—0

° ;1_>mlf(x):oo
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Priklad

Necht je funkce f zadana grafem:

T
....... . o
| \/
| :
! 5
| :
....... h .
1 3 T
e lim f(z)=0 i =
() o lin f(2) = oc
; _1 . - ,
° w1_1>n_13f(x) =3 ° 911_)1% f(z) neexistuje, nebot
° limlf(x) neexistuje, nebot a:lig’)l* f@) =5 mli%h flz) =2
T——
lim f(z) =00, lim f(z)=—-c0
z——1— z——1t

13 / 25
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Priklad

Necht je funkce f zadana grafem:

T
....... . o
| \/
| :
! :
| :
....... h .
1 3 T
e lim z)=10 i =
() o lin f(2) = oc
. _ l . . . 1
° w1_1>n_13f(x) =3 ° 911_)1% f(z) neexistuje, nebot
° limlf(x) neexistuje, nebot xli%lf f@) =5 JE?,& flz) =2
T——
l. = , 1' = — 1. —
Jim f(@)=oo, lim f(z)=-c0 e lim f(z)=o0
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P¥iklad
Necht je funkce f zadana grafem:
Yoo
....... . o
| \/
| :
! :
| :
....... h .
1 3 T
o lim f(x)=0 o lim f(z) =00
A z—1
; _1 . L )
° w1_1>n_13f(x) =3 ° 911_)1% f(z) neexistuje, nebot
° limlf(ﬂc) neexistuje, nebot zli%lf f@) =5 JE?,& flz) =2
T——
l. = , 1' = — 1. —
Jim f(@)=oo, lim f(z)=-c0 e lim f(z)=o0
asymptoty: x = -1, x=1ay=0proxr — —©
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Spojitost funkce

Definice (Spojitost v bodg)

o Rekneme, %e funkce f je spojitd v bod& zy € R, jestlize

lim f(z) = f(zo).

Tr—x0
o Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bod& zo € R zprava (zleva), jestlize

lim f(z)= f(zo) (lim f(z)= f(z0))

s —
T—T T—T

o Z definice limity vyplyva, Ze je-li funkce spojita v bodé xq, pak je definovana
v tomto bodé i v n&jakém jeho okoli.
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Definice (Spojitost na intervalu)

@ Rekneme, ¥e funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a,b), jestlize je
spojita ve v8ech bodech tohoto intervalu.

o Rekneme, e funkce f je spojitd na uzavieném intervalu (a,b), jestlize je
spojita ve v3ech jeho vnit¥nich bodech, v bodé& a je spojitd zprava a v bodé& b
je spojitd zleva.

Véta

Zdkladni elementarni funkce a funkce, které vznikly souc¢tem, rozdilem, soucinem,
podilem a skladanim téchto funkci jsou spojité ve vsech bodech svého definiéniho
oboru.

| A

Body, v nichZ funkce neni spojitd, se nazyvaji body nespojitosti.

@ Body nespojitosti funkce z pfedchoziho p¥ikladu jsou —3, —1, 1 a 3. V bodé
3 je funkce spojitd zleva.

@ Body nespojitosti zakladnich elementarnich funkci jsou body, v nichZ tyto
funkce nejsou definované. Napfiklad body nespojitosti funkce y = cotgz jsou
body km, k € Z. Body nespojitosti raciondlni lomené funkce jsou nulové body
jmenovatele.
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Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrass)

Necht f je funkce spojitd na uzavieném intervalu (a,b). Pak
o f je na {a,b) ohranicend.

o f nabyvd na (a,b) své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

max
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Véta (Bolzano)

Necht f je funkce spojitd na uzavieném intervalu (a,b). Pak f nabyvd na (a,b)
vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou. Zejména, je-li
f(a)- f(b) <0, pak existuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze f(c) = 0.

Poznamka

Na pfedchozi vété je zaloZena metoda plleni intervalu, kterd se vyuZiva naptiklad
pri feSeni algebraickych rovnic.
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Vypocet limity

Véta (Pravidla pro poéitani s limitami)

Necht f a g jsou funkce, které maji limitu v bodé xq € R* a necht ¢ € R. Pak
plati

lim c=c

T—To

zlggoc fl@)=c- lim f(z)
hm a2
zlggo g(z) ILm g(x) sl zllgvlo 9(z) # 0.
T—XTQ

P¥i vypottu limity lim f(z) postupujeme tak, Ze dosadime bod xy do funkce f.
Tr—xo

ZVMT lesnictvi 18 / 25
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Limita spojité funkce

Je-li funkce f spojitd v xg, pak dostaneme po dosazeni bodu zy do funkce funkéni
hodnotu (kone&né &islo), kterd je zaroveii limitou funkce v daném bodg.

Pfiklad (Limita spojité funkce)
2xr+3 7

Q lim —

z2—2 4 —x 2

™
@ lim arctgz® = arctgl = —
r——1 4

V bodech, ve kterych je funkce spojitd, nema vypolet limity velky vyznam. Daéle
se tedy budeme zabyvat pouze funkcemi, které nejsou v bodé xg spojité.

Simona Fisnarova (MENDELU) Limita a spojitost ZVMT lesnictvi 19 /25



,a€eR

Limita typu Hi“x

Pokud p¥i vypoctu limity podilu funkci 5

lim f(z) =a, a €R,

Tr—xo
pak
lim _f(x) =
a—ao g(z)
Priklad (Limita typu | 52|, a € R)
1 1
Q lim - =—=0
T—00 I o0
0 lim sina _ 0 —0
z—0t lnx -0

dostaneme vyraz ‘

a

+oo

’, £,

lim g(x) = +o0,

T—rxTo

=0.
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Limita typu ||2||, « € R* \ {0}

Pokud p¥i vypoctu limity podilu funkci =§ dostaneme vyraz H%H tj.

li)m f(x)=a, a e R* {0}, lim g(z)=0,
T o

Tr—rT0o

pak nastane pravé jedna ze t¥i moZnosti:

° li_>m (—; = 00, pokud existuje ryzi okoli bodu zy takové, Ze podil ) -
Tr—rXo

g(z)
pro v8echna x z tohoto okoli.
o lim @ = —00, pokud existuje ryzi okoli bodu x( takové, Ze funkce
T—x0 g(z)
fz)

5@ < 0 pro v8echna x z tohoto okoli.

o lim & neexistuje, pokud se limita zprava nerovnd limité zleva, tj. podil
T—xo g(z)

% méni v bod& xy znaménko.
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Piklad (Limita typu [|4|
5 =[s

, a € R* {0})

lim — =
Q lim 0

z—3 (a: — 3)3
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Piklad (Limita typu [|4|

, a € R* {0})

. T 3 . . L
Q lim ———— = ||=|| = moZny vysledek: co, —oo nebo neexistuje
y vy J

=3 (x — 3)3 0
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, a € R* {0})

Piklad (Limita typu [|4|

. T 3
° il—>m3 (z—3)3 " ||0

Vy%et¥ime znaménko zlomku ﬁ v “blizkém" ryzim okoli bodu x = 3.

Citatel z je v “blizkém” ryzim okoli bodu 3 kladny. Jmenovatel (z — 3)% viak

v bodé 3 méni znaménko: v levém okoli je zdporny, v pravém okoli je kladny.

= mozny vysledek: co, —oo nebo neexistuje

ZVMT lesnictvi 22 /25
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, a € R* {0})

Ptiklad (Limita typu ||¢

T 3

lim —— = ||=

o w1—>3 (x — 3)3 0
Vy%et¥ime znaménko zlomku ﬁ v “blizkém" ryzim okoli bodu x = 3.

Citatel z je v “blizkém” ryzim okoli bodu 3 kladny. Jmenovatel (z — 3)% viak

v bodé 3 méni znaménko: v levém okoli je zdporny, v pravém okoli je kladny.

Pro jednostranné limity plati:

= mozny vysledek: co, —oo nebo neexistuje

lim —— — Im —— =
x—>3+

T
= lim ——— neexistuje.
r—3 (SC — 3)3 J

ZVMT lesnictvi 22 /25
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Ptiklad (Limita typu ||¢

T

Q lim

i3 (x—3)8

, a € R* {0})

= mozny vysledek: co, —oo nebo neexistuje

3
0

Vy%et¥ime znaménko zlomku = 3)3 v “blizkém" ryzim okoli bodu x = 3.

Citatel z je v “blizkém” ryzim okoli bodu 3 kladny. Jmenovatel (z — 3)% viak
v bodé 3 méni znaménko: v levém okoli je zdporny, v pravém okoli je kladny.
Pro jednostranné limity plati:

lim —— — lim x — X = —00
=3+ ( a3 (x—3)3 || —| ’
= il_)l% @ —3) neexistuje.
. x—17 -2
o i 5= 7|
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, a € R* {0})

Ptiklad (Limita typu ||¢

T 3

lim —— = ||=

o w1—>3 (x — 3)3 0
Vy%et¥ime znaménko zlomku ﬁ v “blizkém" ryzim okoli bodu x = 3.

Citatel z je v “blizkém” ryzim okoli bodu 3 kladny. Jmenovatel (z — 3)% viak

v bodé 3 méni znaménko: v levém okoli je zdporny, v pravém okoli je kladny.

Pro jednostranné limity plati:

= mozny vysledek: co, —oo nebo neexistuje

_H N _007

T +
lim —— — lim =
=3+ ( z—3- (x — 3)3 -
=i T heexistuje
im ————neexistuje.
z—3 (SC - 3)3 !
=T - . o
Q lim — = ||—|| = moZny vysledek: co, —co nebo neexistuje

755 (1 — 5)2

ZVMT lesnictvi
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Ptiklad (Limita typu ||¢

, a € R*\{0})

. x 3
° ilam3(x—3)37 0

Vysetfime znaménko zlomku =

= mozny vysledek: oo, —oo nebo neexistuje

=
Citatel z je v “blizkém” ryzim okoli bodu 3 kladny. Jmenovatel (x — 3)3 véak
v bod& 3 méni znaménko: v levém okoli je zadporny, v pravém okoli je kladny.
Pro jednostranné limity plati:

e V “blizkém" ryzim okoli bodu z = 3.

li li ”3 a 0
1m — m ———— = ||—|| = —
et (. — 3)3 a—3- (v — 3)3 ’

= ilﬂl% ﬁneexistuje.
) r—T7 —
° ilg%) (r —5)2 'O
Citatel « — 7 je v "blizkém" ryzim okoli bodu 5 zaporny, jmenovatel (z — 5)?
je kladny. Takze

=> mozny vysledek: co, —oo nebo neexistuje
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Neur&ité vyrazy typu ||3|| nebo ||==||

Dostaneme-li p¥i vypo&tu limity podilu dvou funkci vyraz typu ||0|| nebo H H

pak se jedna o tzv. neurdity vyraz. Timto typem limit se budeme obecnégji zabyvat
az po probrani pojmu derivace. Zde si ukdzeme jen vypolet v p¥ipadé podilu dvou
polynomi.

Dalsi neurtité vyrazy: ||+00 - 0], |loo — ool|, ||0°]|, ||0c®|, [|1°°|| se daji pFevést na

vypocet limity typu H o H nebo HiﬁH Témito typy limit se zabyvat nebudeme.
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Véta (Limita polynomu a raciondlni lomené funkce v nevlastnim bodg&)
Plati

lim (apz" +a1z™ * +---+ap_12+a,) = lim aoz”,
rz—+oo r—+o0

apz™ + a1z 4 -+ ap_12 + an . apx™

25800 BgZ™ 4 1T + - by 1 + by z— 00 boz™
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

P¥iklad
Vypottéte limity:

Reeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
lim (x75-3x74+x-2)/(2x"3+4) as x—->infty
lim (1n x)/x as x->0+

lim ((x+2)/(x-1)) as x->1
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