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MnozZina realnych d&isel a jeji podmnoziny

@ Redlna &isla se zobrazuji jako body na &iselné ose. KaZdému bodu &iselné osy
odpovida pravé jedno redlné &islo. MnoZinu redlnych &isel znatime R.

o Dalsi &iselné mnozZiny:
N={1,2,3,...} — mnoZina pfirozenych &isel
Z=A{...,-3-2,-1,0,1,2,3,...} — mnoZina celych &isel
Q={%:peZqeZ~{0}} - mnoZina raciondlnich &isel
I =R~ Q — mnoZina iraciondlnich &isel
C={a+ib:a,beR} — mnoZina komplexnich &isel

o Mnoziny N, Z, Q, T jsou podmnoZiny mnoZiny R.

@ Symbolem R? budeme znaé&it mnoZinu v&ech usporadanych dvojich (z,),
kdez € R, y € R ... rovina
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Pojem funkce

Definice (Funkce)

Necht M je neprazdnd podmnoZina mnoZiny redlnych &isel, tj. M C R. Pravidlo
f. které kazdému prvku x € M pFitazuje pravé jeden prvek y € R, se nazyva
redlna funkce jedné redlné proménné. Piseme y = f(z) nebo f:z — y.
© MnoZina M se nazyva defini¢ni obor funkce f a znat&i se D(f).
@ MnoZina viech y € R, pro n&Z existuje z € M takové, Ze y = f(x), se nazyvd
obor hodnot funkce f a znati se H(f).
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o Funkce je zadang defini¢nim oborem D(f) a pravidlem (funk&nim p¥edpisem),
pomoci n&ho? je kazdému x € D(f) p¥itazen pravé jeden prvek y € H(f).

Napf¥iklad:

o y=sinz, z €[5, 7]

@ Pokud neni v zaddni funkce defini¢ni obor uveden, pak jim rozumime
mnoZinu v8ech z € R, pro kterda ma dany predpis “smysl|”.

var+1
T

Napfiklad defini¢ni obor funkce y = uréime nasledovné:

x+1>0= 2> -1 aziroveli =z #0,

tedy
D(f)=(-1,0) U (0,0).
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@ Explicitné zadana funkce: “y = vzorec s proménnou z",

naptiklad y = sinz, y =Inz, y = 3%, y =2t + 22, y = m+

V zépisu y = f(x) nazyvdme

o f... funkni predpis (nap¥. sin, In, ...)
e x... argument (nezdvisld prom&nn3)

o y... funk&ni hodnota (zavisld prom&nnd)

o Implicitné zadana funkce: “vzorec s proménnymi x,y = 0"

napfiklad sin(z 4 2y) +y = 0.

Budeme se zabyvat pouze funkcemi zadanymi explicitné.

Simona Fisnarova (MENDELU)

Funkce — zdkladni pojmy a vlastnosti ZVMT lesnictvi 5/36



Definice (Graf funkce)

Grafem funkce f rozumime mnoZinu vech uspotadanych dvojic (z, f(z)) € R?,

kde z € D(f).

D)= 42,547
H= 542,35
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Ptiklad (Absolutni hodnota a signatura)
@ Absolutni hodnota Y
x prox >0,
f(@) = |a| = {
—x prox <0.
|0 z
@ Signatura
Y
1
—1 prozxz <O,
f(z) = sgnz = 0 prox=0,
1 proz>0. 1 0 x
o Plati: |z| = - sgnx a také x = |z| - sgnx.
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Neni funkce, neni graf

@ Zobrazeni, které neni funkce — jednomu bodu nemohou byt p¥ifazeny dvé

rizné hodnoty:

@ Body v rovin& nebo kfivka, které nejsou grafem funkce:
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Vlastnosti funkci

ohraniéenost

parita (sudost, lichost)
periodi¢nost
monotonie

prostost
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Definice (Ohrani&enost)

Necht f je funkce a M C D(f) je neprdzdnd mnoZina. Rekneme, e funkce f je
na mnoziné M

o zdola ohranicend, jestliZe existuje d € R takové, Ze f(z) > d pro kazdé
x e M.

@ shora ohranitend, jestlize existuje h € R takové, Ze f(x) < h pro kazdé
x e M.

@ ohranicenad, jestlize je na mnoZiné M ohrani¢ena zdola i shora.

@ Je-li funkce ohranitend zdola, pak existuje vodorovng p¥imka (p¥i ozna&eni z
definice y = d) takova, Ze graf funkce leZi nad touto p¥imkou.

o Je-li funkce ohranitend shora, pak existuje vodorovna p¥imka (p¥i oznaZeni z
definice y = h) takova, Ze graf funkce leZi pod touto pfimkou.

@ Je-li funkce ohranilend, lezi cely graf mezi dvéma vodorovnymi pfimkami.
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Definice (Parita)

Funkce f se nazyva

o sudd, jestlize pro kazdé z € D(f) plati

—z€D(f) a f(-z)=f(2).
o liché, jestlize pro kazdé 2 € D(f) platf

—z€D(f) a f(-z)=—f(2)

o Graf sudé funkce je soumérny podle osy y.
o Graf liché funkce je soumérny podle pocatku.

/ !
SuoA Lieua! AL SUDA | AN LICHA

3 P 3
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Definice (Perioditnost)

Necht p € R, p > 0. Funkce f se nazyva periodickd s periodou p, jestlize pro
kazdé x € D(f) plati

ctpeD(f) a flxz+p) =f(z)=f(z—p)
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Definice (Monotonie)

Necht f je funkce a M € D(f) neprdzdnd mnoZina. Rekneme, 7e funkce f je na

mnoziné M
@ rostouci, jestlize pro kazda dvé x1, zo € M spliujici 1 < x5 je
f(z1) < f(z2).
o klesajici, jestlize pro kazdd dvé x,, xo € M spliiujici z1 < x5 je
f(z1) > f(z2).
@ neklesajici, jestlize pro kazda dv& z;, o € M spliujici 1 < z2 je
f(@1) < f(=2).
@ nerostouci, jestlize pro kazdd dvé xy, xo € M spliiujici 21 < 22 je
f(@1) = f(=2).
Funkce f se nazyvd monotonni na mnozing& M, jestlize je neklesajici nebo
nerostouci.

Funkce f se nazyva ryze monotonni na mnoziné M, jestlize je rostouci nebo
klesajici.
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Definice (Prosta funkce)

Necht f je funkce a M € D(f) neprdzdnd mnoZina. Rekneme, 7e funkce f je na
mnozin& M prosta, jestlize pro kazdd dvé z1, xo € M spliiujici x1 # x5 je

f(@1) # f(2).

'PEDSTAl: g
G e
D) HQ)
NER! PRoSTA': £
) #(L)

Dva vizne’ boo(z 2 D(£) se zobvar! do Izo(mlw bedu 2 H(E).
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Je-li funkce ryze monotonni na mnoZiné M, pak je na této mnoZiné prostd.

Je-li funkce prosta, pak kazda vodorovnd p¥imka protind jeji graf v nejvy$e jednom

bodé&.

|
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Operace s funkcemi

Souéet, rozdil, sou&in a podil funkci f a g definujeme nasledovné:

f+9)(@) = f(z)+g(x) pro z€ D(f)ND(g)

f=9)(z)=f(x) —g(z) pro z€D(f)ND(g)

(f-9)(x) = f(x)-g(z) pro x€ D(f)ND(g)
5) (1‘)2% pro z€ D(f)ND(g)~{z€R:g(z) =0}

Ptiklad

fry=2% g:y=az, D(f)=D(g) =R
o f+g:y=a’+x, D(f+g)=R
o f-g:y=a’—=z, D(f-g)=R
o f-g:y=a*, D(f-g)=R

o Liy=22 D(%):R\{O}

5 .
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Skladani funkci

Dosazenim libovolné funkce za argument jiné funkce vznika funkce sloZena.

Definice (Slozena funkce)

Necht f, g jsou dvé& funkce. SloZenou funkci g o f rozumime funkci definovanou
predpisem

(g0 f)(x) =g(f(x)), kde ze€ D(f)a f(x) <€ D(g)

Funkce f se nazyva vnitfni slozka a g vnéjsi slozka sloZzené funkce g o f. Zapis
go f &eme “g po f".
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P¥iklad
f:y=2% g:y=sinx
egofiy=yg
° fogry=/f

Priklad

f:ry=2% g¢g:y=sinz, h:y=Iz
@ hogof:y=h(g(f(x))) = Insinz?
o fogoh:y= f(g(h(z))) =sin’Inz
o fohog:y=f(h(g(x)) =In*sinz
o gofoh:y=g(f(h(z)) =sinln’z
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Inverzni funkce

Definice (Inverzni funkce)

Necht f je prostd funkce. Funkce f~1, kterd kazdému y € H(f) p¥ifazuje pravé
to x € D(f), pro které plati y = f(x), se nazyvd inverzni funkce k funkci f.

£
CS_ . OO
DMO-HEY) M=)

o f je inverzni funkce k funkci f~1.
o Grafy funkei f a f~! jsou symetrické podle p¥imky y = .
°o D(f)=H(f")aH(f)=D(f")
o f7l(f(x)) = x pro kazdé z € D(f)
F(f~H(y)) =y pro kazdé y € H(f)
@ Funkce f je rostouci (klesajici), pak f~! je také rostouci (klesajici).
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Inverzni funkci k funkci f ur&ime tak, Ze v zadani funkce y = f(x) zamé&nime
prom&nné x a y. Dostaneme tedy rovnici z = f(y). Z této rovnice vyjadfime
promé&nnou y (pokud to lze). Je-li funkce f prostd, je toto vyjddFeni jednozna¥né.

P¥iklad
Inverzni funkce k funkci y = 3x — 1 je funkce y = %L + %
f: y=3zx-1 [l z=3y—1=y=1ia+4
D(f)=R D(f~')=R
H(f)=R H(f7Y)=R
y
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Nékteré vzajemné inverzni funkce:

Y=z y=a>2>0
y =</ y=a’
y=e" y=Inz
y=a*,a#1,a>0 y =log,
y=sinz, ¢z € (—7/2,7/2) | y = arcsinx
y=-cosz, z € (0,7) Yy = arccos x
y=tgr, x € (—7w/2,7/2) | y=arctgx
y = cotgzx, x € (0,7) Yy = arccotgx
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Zakladni elementarni funkce

Mocninné funkce

Exponencialni funkce

Logaritmické funkce (inverzni k exponencidlnim)

Goniometrické funkce

Cyklometrické funkce (inverzni ke goniometrickym na daném intervalu)
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Mocninné funkce

f k4 — 23
primka y = z parabola y = 22 kubicka para?ola y=ux
Yy Yy
0 T 0 T
0 x

1
hyperbola y = — _ L
z Y= odmocnina y =

Nk* L —
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Exponencialni a logaritmické funkce

y=a"(a>1) y=a"(0<a<l)
Specidlni p¥ipad:

y=e€" e=2,71828

—/1 | e je tzv. Eulerovo &islo 1\\

0 i T - 0771 Ed
y=log,z (a >1) y=log,z (0 <a<l)
! Specialni p¥ipad: Y
i \

0 1 a x 0la 1 Ed
/ tzv. pfirozeny logaritmus

Funkce y = a” a y = log, = jsou vzdjemné inverzni, tedy y = log,z <= z = a¥.
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Goniometrické funkce

Yy = sinx Yy =Ccosx
1 Y 1 !
o 2m
- -z 0 T T I -7 -z 0 z T e
] 1
y=tgx y = cotgx
Yy
sin x
tgr =
COS T
-7 ™
-z 0 E x —7 -z 0 z oz
COS T
cotgr = —
S x
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Cyklometrické funkce

y = arcsinx Y = arccos x
inverzni k y =sinz, x € (=5, %) inverzni k y = cosz, = € (0, )
v Y

ol

T

RE CEEES
Yy = arccotgx
y = arctgx . k=
. , — cot
inverzni k y = tgz, z € (-3, %) inverzni k y = cotgz, = € (0,7)

Y ™

o
8

> o <

B

ol
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Transformace grafu funkce
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Polynomy

Definice (Polynom)

Polynomem stupné n rozumime funkci tvaru
Po(z) = apz™ + a12™ t + -+ ap_17 + an,

kde ag,a1,...,a, € R, ag # 0. Cisla ag, a1, ..., a, nazyvdme koeficient
b ) o ) K ) ) b
polynomu. Clen a,, se nazyva absolutni &len polynomu.

Priklad
@ polynom stupn& 0: Py(x) = a (konstantni funkce)
@ polynom stupn& 1: Pi(x) = az + b (linedrni funkce)
@ polynom stupné& 2: Py(x) = ax? + bx + ¢ (kvadraticka funkce)
@ konkrétni ptiklad polynomu 5. stupng&: x° — 32* + 522 — 2 + 9
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Definice (Kofen polynomu)

o Cislo ¢ se nazyva koten polynomu P, (z), jestlize
P,(c) =0.

o Koften ¢ polynomu P, (x) se nazyva k-ndsobny, jeslize existuje polynom @,
takovy, Ze
Py(z) = (& — ¢)* Qu-1(z)

a ¢ neni kofenem polynomu @, (x), tj. Qn_x(c) # 0.

@ Kofen s nasobnosti 1 se nazyva jednoduchy koten.

@ Nasobnost kofene ¢ udava, kolikrdt je moZné vydélit dany polynom beze
zbytku tzv. kofenovym &initelem (z — ¢).
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Véta (Zakladni véta algebry)

KaZdy polynom stupné n md pravé n kofeni (v&etné komplexnich), pfitom kaZdy
koFen pocitame tolikrat, kolik je jeho ndsobnost.

Ptiklad

@ Linedrni polynom P;(z) = ax + b ma pravé jeden kofen z = —7 (FeSeni
rovnice az + b = 0).

@ Kvadraticky polynom Py () = az? + bz + ¢ ma pravé dva kofeny
Ty 9 = —0EVE —dac V;;z_‘l‘w (¥eenf rovnice az? + bx + ¢ = 0):

o dva riizné redlné kofeny, pokud b* — 4ac > 0

o jeden dvojnéasobny redlny koten, pokud b% — 4ac =0

o dvojici komplexn& sdruzenych kotenti, pokud b? — 4ac < 0
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Geometricky vyznam realnych korenii

Redlné kofeny polynomu jsou priseéiky grafu tohoto polynomu s osou z.

@ Koten sudé nasobnosti: Polynom neméni znaménko v tomto bodé.

o Koten liché nasobnosti: Polynom méni znaménko v tomto bodé.

Pf¥iklad
y
P(x) = 2%(z — 2)(z + 3)3
@ —3 je trojnasobny kofen
>~ 5 5 > @ 0 je dvojnasobny kofen
@ 2 je jednoduchy ko¥en
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Racionalni lomena funkce

Definice (Racionalni lomena funkce)

Necht P, () je polynom stupn& n a Q,,(x) je polynom stupn& m. Funkce tvaru

se nazyva raciondlni lomena funkce.

o Je-lin < m, pak se R(x) nazyvd ryze lomena.

o Je-lin > m, pak se R(x) nazyva neryze lomena.

Kazdou neryze lomenou raciondlni funkci Ize vyjad¥it jako soulet polynomu a ryze
lomené raciondlni funkce. (Provedeme déleni P, (x) : Q.. (x)).
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

VyuZiti systémi Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

o Ziklady prace:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/zaklady-prace.html

o Grafika:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/grafika.html
Matematické vypotty online (MAW):

o Grafy funkci:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=graf

@ Defini¢ni obory:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=df
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Priklad

Urcete defini¢ni obory funkci:

2
y:ln<x+ ), y=+Va?—3x+2.

r—3

Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
domain of f(x)=1n((x+2)/(x-3))
domain of f(x)=sqrt(x~2-3x+2)

Ptiklad
Nakreselte grafy funkci:
y=2>+4+2, y=sinz.
Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
plot x72+2

plot sin(x)
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