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Derivace a jeji geometricky vyznam

o P¥imka, kterd ma smérnici k a prochdzi bodem (zg, o), ma rovnici
y = yo +k(z —z0).

P¥itom smérnice k je uréena vztahem k = tgp, kde ¢ je thel, ktery tato
primka svird s kladnym smérem osy z.

o Tecna ke grafu funkce f v y
bodé (xg, f(xp)) ma tedy
rovnici
= f(zo) + kt(x — x0), f(zo)
y = f(@o) + k(2 — o)
kde k; je smé&rnice této _—
teCny.
Jak tuto smérnici uréime?

Spole¢ng s te€nou v bodé& (xg, f(xg)) uvaZujme seénu prochazejici body
<£l§'0,f(£l?0)> d (ZCO + haf(xo + h’))’ h € R.

o Smérnice uvazované secny je

fzo +h) — f(xo)
- .

f(:l?() + h)

o Pokud se bod z¢ + h bude bliZit
bodu zg, tj. h se bude bliZit k nule,
pak tato se¢na prejde postupné v
te¢nu v bod& (xg, f(x0)).

o Smérnici te¢ny v bod& (zq, f(xg))
miZeme tedy vyjadrit

kt:}l%f(%—Fh]z—f(on).




Spole¢ng s te¢nou v bodé& (xg, f(xg)) uvaZujme seénu prochazejici body
(330,f(£130)> d (x() + h,f(w() + h’))’ h € R.

o Smérnice uvazované secny je

f(zo + h) — f(xo)
- .

o Pokud se bod xg + h bude bliZit
bodu xg, tj. h se bude blizit k nule,
pak tato se¢na prejde postupné v
te¢nu v bodé& (xg, f(x0)).

o Smérnici te¢ny v bod& (zq, f(xg))
mizeme tedy vyjadrit

kt:}lig%)f(moJrh})L—f(on).

Spole¢ng s te€nou v bodé& (xg, f(xg)) uvaZujme seénu prochazejici body
<£l§'0,f(£l?0)> d (ZCO + haf(xo + h’))’ h € R.

o Smérnice uvazované secny je

fzo +h) — f(xo)
- :

o Pokud se bod z¢ + h bude bliZit
bodu zg, tj. h se bude bliZit k nule,
pak tato se¢na prejde postupné v
te¢nu v bod& (xg, f(x0)).

o Smérnici te¢ny v bod& (zq, f(xg))
miZeme tedy vyjadrit

kt:}l%f(%—Fh]z—f(on).




Spole¢ng s te¢nou v bodé& (xg, f(xg)) uvaZujme seénu prochazejici body

(x(), f(il?o)) a <$0 + h, f(ZIZO + h)), h € R.

o Smérnice uvazované secny je

f(zo + h) — f(xo)
- .

o Pokud se bod xg + h bude bliZit
bodu zg, tj. h se bude bliZit k nule,
pak tato se¢na prejde postupné v
te¢nu v bodé& (xg, f(x0)).

o Smérnici te¢ny v bod& (zq, f(xg))
mizeme tedy vyjadrit

kt:;llii%f(%Jrh})L_f(%)'

Spole¢ng s te€nou v bodé& (xg, f(xg)) uvaZujme seénu prochazejici body

(ZL’(), f($0)> a (x() + h, f([l?o + h)), h € R.

o Smérnice uvazované secny je

fzo +h) — f(xo)
- .

o Pokud se bod z¢ + h bude bliZit
bodu zg, tj. h se bude bliZit k nule,
pak tato se¢na prejde postupné v
te¢nu v bod& (xg, f(x0)).

o Smérnici te¢ny v bod& (zq, f(xg))
miZeme tedy vyjadrit

kt:}l%f(%—Fh]z—f(on).




Definice (Derivace v bodég)

Necht f je funkce a xg € D(f). Existuje-li limita

i £GP0 £ 1) = f(o)
h—0 h

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé xg a zna&ime f/(xg).

o Pokud oznalime x = xg + h, pak miZeme limitu v pfedchozi definici
ekvivalentné vyjadrit jako

T—rXTQ T — xo

o Analogicky (pomoci jednostrannych limit) definujeme derivaci zprava f’, (x¢)
a derivaci zleva f’ ().

o Ma-li funkce v bodé z¢ derivaci, pak je definovand v tomto bod& a v néjakém
jeho okoli. Derivace funkce je definovana pouze ve vlastnich bodech, ale
muzZe byt vlastni i nevlastni.

o Ma3-li funkce f v bodé g vlastni derivaci, pak te€na ke grafu funkce v bodé
(zo, f(xg)) je p¥imka o rovnici

y = f(xo) + f'(x0)(z — x0).

Véta
Ma-Ii funkce f v bodé& xq vlastni derivaci, pak je v tomto bodé& spojita.

Obraceni véty neplati. Funkce spojitda v bodé x Y
nemusi mit v tomto bodé& derivaci.

Napf¥iklad funkce y = |z| je v bod& z = 0 spojit3,
ale derivace zde neexistuje, nebot f’ (0) = —1,
ale fi (zo) = 1. 0 T

Poznamka (Derivace jako funkce)

Ma-li funkce f derivaci ve v8ech bodech mnoziny M C R, pak miZeme na této
mnoziné definovat funkci, kterd kazdému bodu z M pf¥ifadi derivaci v tomto bodé.
Tato funkce se nazyva derivace funkce f a zna&i se f’.

. o L / o v . df dy
Je-li funkce f tvaru y = f(x), pak také piSeme y'. Daldi znateni: 5L, —.




Pravidla a vzorce pro derivovani

Derivace elementarnich funkci

=0 (™) = nx™ 1
1
e”) = e sinz) = cosx arcsing) = ——
() (sin ) (aresin )’ =
1
a®) =a®lna cosz) = —sinx arccosz) = - ——
(@) (cos) (arecosir) = ————
(nz) =2 (tgz) = — (arctg) = —
nz - x) = arctgx) =
T & cos? x & 14+ 22
(log,z) = ——  (cotgn) = ——— (arcootgz)’ = ——
0 cotex) = — arccotgr) = —
Ba zlna & sin? x & 14+ 22
Pravidla pro derivovani
Necht u, v jsou funkce a ¢ € R. Pak
(cu)' =
(u+v) =
(uv) = u'v + '’
/ —
u uw'v — uv' we—uw'
v
P¥iklad
@ y=sinz(z* +31) = y = cosx(x®+ 3z) + sinz(2x + 3)
@ v x> N , 32(z?+1) -2 22 2t + 322 2?(2? +3)
YT TV T (22 1+ 1)2 T @112 (2212




Derivace slozené funkce

Véta

Pro sloZenou funkci plati

[f(g(x)]) = f'(g(x)) - ¢' (),

kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaci vpravo.

Podobné
[f(g(h(@))] = f'(9(h(2))) - ¢’ (h(x)) - I (z)
Priklad
@ y=sinz? = ¢y =cosz? 2
@ y=sin’zr = y =2sinz-cosz
1
@ y=Insine®® = ¢ = .cos eZT . 2T .9

sin e2®

Derivace vyssich fadu

Definice

Druhou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’)’, tj. derivaci prvni derivace.
Obecnné n-tou derivaci funkce f rozumime funkci f(™ = (f(n=1)"

Derivace do 3. Faddu znalime ¢arkami, derivace vysSich ¥ad( znacime &islici v
zavorce, tj. pisSeme

FLF P M respe oy Yy @y,
Jiné znadeni:
dy d2y d3y d"y
de’ dxz2?2’ da3’ 7 dzn’




L’Hospitalovo pravidlo

Véta (L'Hospitalovo pravidlo)

Necht f a g jsou funkce, xo € R* a necht je spinéna jedna z podminek

lim f(z)= lim g(x) =0

T—rIQ T—rXTQ

nebo
| lim g(z)| = 0.

T—XTQ

Pak platri

lim ﬂ = lim ()
o g(a) | eoeo g(@)

pokud limita na pravé strané existuje.

o Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

o L'Hospitalovo pravidlo je uZite¢né pro vypocet limit typu H%H a ||%||

o L'Hospitalovo pravidlo Ize pouZit opakované.

P¥iklad
o cosx —1 Ol Lp. .. —sinzx
@ lim —— = ||=|| = lim = 0.
x—0 Sinx r—0 COSZX
X X X
) € o0 LP. ,. € ©.@) LP. ,. €
@ lim —2:H—‘ =" lim —:H—H = lim — = oo.
T—00 I 00 r—o00 21 00 r—o00o 2
1 .
, Inz —00 || LP. . = . —sin’x 0
@ lim = |—1| = lim — = lim — = ||=
z—0+ cotgx o0 =0t ——5— x>0t x 0

L.

)

im —2sinzcosx = 0.
r—0+




Vyuziti systému pocitacové algebry

Ukazka vyuZiti systémi Mathematical Assistant on Web, Sage, Maxima, Wolfram
Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/diferencialni-pocet.html


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/diferencialni-pocet.html
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