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Derivace a jej́ı geometrický význam

Př́ımka, která má směrnici k a procháźı bodem (x0, y0), má rovnici

y = y0 + k(x− x0).

Přitom směrnice k je určena vztahem k = tgϕ, kde ϕ je úhel, který tato
p̌ŕımka sv́ırá s kladným směrem osy x.

Tečna ke grafu funkce f v
bodě (x0, f(x0)) má tedy
rovnici

y = f(x0) + kt(x− x0),

kde kt je směrnice této
tečny.
Jak tuto směrnici urč́ıme? x

y

x0

f(x0) ϕ
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Společně s tečnou v bodě (x0, f(x0)) uvažujme sečnu procházej́ıćı body
(x0, f(x0)) a (x0 + h, f(x0 + h)), h ∈ R.

y

x0 x0 + h

f(x0)

f(x0 + h)

←−

ϕ

Směrnice uvažované sečny je

ks = tgϕ =
f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Pokud se bod x0 + h bude bĺıžit
bodu x0, tj. h se bude bĺıžit k nule,
pak tato sečna p̌rejde postupně v
tečnu v bodě (x0, f(x0)).

Směrnici tečny v bodě (x0, f(x0))
můžeme tedy vyjáďrit

kt = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.
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Definice (Derivace v bodě)

Necht’ f je funkce a x0 ∈ D(f). Existuje-li limita

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

nazýváme ji derivaćı funkce f v bodě x0 a znač́ıme f ′(x0).

Pokud označ́ıme x = x0 + h, pak můžeme limitu v p̌redchoźı definici
ekvivalentně vyjáďrit jako

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Analogicky (pomoćı jednostranných limit) definujeme derivaci zprava f ′+(x0)
a derivaci zleva f ′−(x0).
Má-li funkce v bodě x0 derivaci, pak je definovaná v tomto bodě a v nějakém
jeho okoĺı. Derivace funkce je definovaná pouze ve vlastńıch bodech, ale
může být vlastńı i nevlastńı.
Má-li funkce f v bodě x0 vlastńı derivaci, pak tečna ke grafu funkce v bodě
(x0, f(x0)) je p̌ŕımka o rovnici

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).
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Věta

Má-li funkce f v bodě x0 vlastńı derivaci, pak je v tomto bodě spojitá.

Obráceńı věty neplat́ı. Funkce spojitá v bodě x0

nemuśı ḿıt v tomto bodě derivaci.
Nap̌ŕıklad funkce y = |x| je v bodě x = 0 spojitá,
ale derivace zde neexistuje, nebot’ f ′−(0) = −1,
ale f ′+(x0) = 1. x

y

0

Poznámka (Derivace jako funkce)

Má-li funkce f derivaci ve všech bodech množiny M ⊆ R, pak můžeme na této
množině definovat funkci, která každému bodu z M p̌rǐrad́ı derivaci v tomto bodě.
Tato funkce se nazývá derivace funkce f a znač́ı se f ′.

Je-li funkce f tvaru y = f(x), pak také ṕı̌seme y′. Daľśı značeńı: df
dx ,

dy
dx .
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Pravidla a vzorce pro derivováńı

Derivace elementárńıch funkćı

c′ = 0 (xn)′ = nxn−1

(ex)′ = ex (sinx)′ = cosx (arcsinx)′ =
1√

1− x2

(ax)′ = ax ln a (cosx)′ = − sinx (arccosx)′ = − 1√
1− x2

(lnx)′ =
1

x
(tgx)′ =

1

cos2 x
(arctgx)′ =

1

1 + x2

(loga x)
′ =

1

x ln a
(cotgx)′ = − 1

sin2 x
(arccotgx)′ = − 1

1 + x2
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Pravidla pro derivováńı

Necht’ u, v jsou funkce a c ∈ R. Pak

(cu)
′
= cu′

(u± v)
′
= u′ ± v′

(uv)
′
= u′v + uv′(u

v

)′
=

u′v − uv′

v2
, v 6= 0.

Př́ıklad

1 y = sinx(x2 + 3x) ⇒ y′ = cosx(x2 + 3x) + sinx(2x+ 3)

2 y =
x3

x2 + 1
⇒ y′ =

3x2(x2 + 1)− x3 · 2x
(x2 + 1)2

=
x4 + 3x2

(x2 + 1)2
=

x2(x2 + 3)

(x2 + 1)2
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Př́ıklad

1 y = sinx(x2 + 3x) ⇒ y′ = cosx(x2 + 3x) + sinx(2x+ 3)

2 y =
x3

x2 + 1
⇒ y′ =

3x2(x2 + 1)− x3 · 2x
(x2 + 1)2

=
x4 + 3x2

(x2 + 1)2
=

x2(x2 + 3)

(x2 + 1)2
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Derivace složené funkce

Věta

Pro složenou funkci plat́ı

[f(g(x))]′ = f ′(g(x)) · g′(x),

kde existence derivace vlevo plyne z existence derivaćı vpravo.

Podobně
[f(g(h(x)))]′ = f ′(g(h(x))) · g′(h(x)) · h′(x)

Př́ıklad

1 y = sinx2 ⇒ y′ = cosx2 · 2x

2 y = sin2 x ⇒ y′ = 2 sinx · cosx

3 y = ln sin e2x ⇒ y′ =
1

sin e2x
· cos e2x · e2x · 2
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Věta
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Derivace funkce ZVMT lesnictv́ı 12 / 16



Derivace složené funkce
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Derivace vyš̌śıch řád̊u

Definice

Druhou derivaćı funkce f rozuḿıme funkci f ′′ = (f ′)′, tj. derivaci prvńı derivace.
Obecnně n-tou derivaćı funkce f rozuḿıme funkci f (n) = (f (n−1))′.

Derivace do 3. řádu znač́ıme čárkami, derivace vyš̌śıch řádů znač́ıme č́ıslićı v
závorce, tj. ṕı̌seme

f ′, f ′′, f ′′′, f (4), . . . , f (n), resp. y′, y′′, y′′′, y(4), . . . , y(n).

Jiné značeńı:
dy

dx
,

d2y

dx2
,

d3y

dx3
, . . . ,

dny

dxn
.
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L’Hospitalovo pravidlo

Věta (L’Hospitalovo pravidlo)

Necht’ f a g jsou funkce, x0 ∈ R∗ a necht’ je splněna jedna z podḿınek

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

nebo
| lim
x→x0

g(x)| =∞.

Pak plat́ı

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
,

pokud limita na pravé straně existuje.

Obdobné tvrzeńı plat́ı i pro jednostranné limity.

L’Hospitalovo pravidlo je užitečné pro výpočet limit typu
∥∥ 0
0

∥∥ a ‖±∞±∞‖.
L’Hospitalovo pravidlo lze použ́ıt opakovaně.
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Př́ıklad

1 lim
x→0

cosx− 1

sinx

=

∥∥∥∥00
∥∥∥∥ L.P.

= lim
x→0

− sinx

cosx
= 0.

2 lim
x→∞

ex

x2
=

∥∥∥∞∞∥∥∥ L.P.
= lim

x→∞

ex

2x
=

∥∥∥∞∞∥∥∥ L.P.
= lim

x→∞

ex

2
=∞.

3 lim
x→0+

lnx

cotgx
=

∥∥∥∥−∞∞
∥∥∥∥ L.P.

= lim
x→0+

1
x

− 1
sin2 x

= lim
x→0+

− sin2 x

x
=

∥∥∥∥00
∥∥∥∥

L.P.
= lim

x→0+
−2 sinx cosx = 0.
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Simona Fǐsnarová (MENDELU) Derivace funkce ZVMT lesnictv́ı 15 / 16



Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Ukázka využit́ı systémů Mathematical Assistant on Web, Sage, Maxima, Wolfram
Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/diferencialni-pocet.html
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