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prostredkit EU a stétniho rozpoctu Ceské republiky.

Tento text je primarné urcen pro posluchace kurzu Matematika MT (a MT-K) na Agrono-
mické fakulté Mendelovy univerzity v Brné, nicméné je pouzitelny jako dopliujici text pro
kazdy kurz zdkladu matematiky. Jsou zde zahrnuty zéklady linedrni algebry, diferencidlniho
poctu a integralniho po¢tu véetné fesenych pifkladu i prikladu k procviéeni.

Cilem tohoto kurzu je predevsim to, aby posluchaci ziskali povédomi o zdkladnich néstrojich
v matematice, byli schopni ddle prohlubovat své znalosti ve sméru daném jejich specializaci
a tyto bezchybné pouzivat, nebot ke spravné volbé metody, rozplénovan{ experimentu, nebo
napiiklad vyhodnoceni vystupu je nutnd nejen povrchni znalost typu vstup/vystup’, ale také
logika a dukladné porozuméni{ vnitfnim principim metod.




Na konci kazdé kapitoly je uvedena ukazka zadani piikladu typickych pro danou kapitolu ve
formé vhodné pro Wolfram|Alpha, coz je odpovidaci stroj volné dostupny na adrese

http://www.wolframalpha.com/

Vyhodou Wolfram|Alpha oproti programum uréenym k feseni matematickych tloh je jeho
dostupnost v siti bez instalace a také jeho univerzélnost. Otdzka nemusi byt zadand presné
danym zpusobem a ¢asto dokonce ani iplné jednoznaéné — stroj najde nejpravdépodobnéjsi
interpretaci otdzky a zobrazi vysledek, piipadné sdm upozorni na mozné jiné interpretace.
Toto nefunguje jen pro matematické vypocty, ale pro otdzky vseho druhu. Je tedy mozné
zeptat se nejen na vysledek pocetniho piikladu, ale také na definici neznamého pojmu, nebo
tfeba na pocasi v Amsterdamu. Pfi pouzivani doporucuji vzdy kontrolovat, jaka interpretace
otézky byla pouzita. Napiiklad zaddnim "weather Amsterdam’ ziskéte piedpoved pocasi pro
Amsterdam v Nizozemi a ostatni Amsterdamy jsou zobrazeny jako dalsi mozné interpretace.
Také proto je vhodné si Wolfram|Alpha pred feSenim matematickych tloh uvedenych v textu
vyzkouset zaddvanim jinych dotazi (od "How are you?’ po ’5%=123, 72%=7") a sledovdnim
odpovédi. V odpovédich je vétsinou obsazeno mnohem vice informaci, nez bylo pozadovéano.
Napf. v odpovédi na otézka ohledné vlastnich ¢isel matice (viz str. 40) jsou obsazeny i pifslusné
vlastni vektory. Doporucuji vyzkouset Wolfram|Alpha na feseni vSech piikladu uvedenych v
textu. Tim ziskdte pfedstavu jak vypadd odpovéd napi. kdyz feSeni neexistuje, nebo pii
nevhodné formé zaddni. Za povsimnuti stoji také moznosti typu 'More digits’, nebo ’Show
steps’, které jsou u nékterych odpoved{ k dispozici. Zv1asté zobrazeni kroku pii feseni piiklada
muze byt velmi uziteéné (zde ale pozor — zpusob vypoctu, ktery si vybere stroj, je vétsinou
ten, ktery lze nejsnadnéji algoritmizovat, coz nemusi byt nejlepsi zpusob jak piiklad pocitat
rucné).

Na z&vér si uvedme nékolik ukézek jak zaddvat pocetni operace:

e Pocetni operace.

12 + 5 % 3 - 273
2* (1 -3/ (5 + 1))

e Dalsi pocetni operace (hvézdicka jako ndsobeni muze byt vynechdna, nedojde-li k ne-
dorozumeni).

5%87(1/3)
5 (8)°(1/3)

e Procenta.

20% = 120, 50% = 7

e Pomeér.

52:32
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Kapitola

Uvod

§1.1 Symboly

AANB
AV B
A= B
A& B

= {a,b,c}

S oMM ot W W <C

{reM:V(z)}
[x1,22,. .., 0]
Ax B

ATL

ACB

ACB
ANB
AUB
f:A—DB
y=f(z)

(fog)(=z), fg(x))
a=1b
a#b
a~b
a =
a<b
a>b
a<b
a>b
(a,b)

A a soucasné B (soucasnd platnost, konjunkce)

A nebo B (disjunkce)

A z toho plyne B; plati-li A, potom plati B (implikace)

A préave tehdy kdyz B; (ekvivalence, A < B = (A = B) A (B = A))
pro vsechna (obecny kvantifikdtor)

existuje (existenéni kvantifikétor)

existuje pravé jeden

neexistuje

je prvkem

neni prvkem

mnozina A s prvky a,b,c

prazdna mnozina

mnozina takovych = z mnoziny M, které spliuji vlastnost V(z)
usporadand n-tice

kartézsky soucin mnozin A a B; A x B = {[a,b] : a € A,b € B}
n-t4 kartézskd mocnina mnoziny A; A" = A X Ax---x A
mnozina A je podmnozinou mnoziny B;

mnozina A je obsazena v mnoziné B (je povolena rovnost)
mnozina A je vlastni{ podmnozinou mnoziny B (nenf povolena rovnost)
prunik mnozin A,B (r € ANB &z € ANz € B)

sjednoceni mnozin A,B (rt € AUB < v € AVa e B)
zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B

hodnota zobrazeni (funkce) f v bodé z; funkce f nezdvisle proménné x
(zde y je zdvisle proménnd)

slozené zobrazeni (funkce) f po g

a je rovno b

a nenf rovno b; a je ruzné od b

a je ptiblizné rovno b

a je po zaokrouhleni rovno b

a je mensi nez b

a je vétsi nez b

a je mensi nebo rovno b

a je vétsi nebo rovno b

otevieny interval od a do b; {r e R:a < 2 < b}

1




2 KAPITOLA 1. UVOD

[a,b] uzavieny interval od a do b; {x € R:a <z < b}

(a, ] zleva otevieny a zprava uzavieny interval od a do b;
{r € R:a <z <b} (téz polootevieny)

la,b) zleva uzavieny a zprava otevieny interval od a do b;
{z € R:a <z < b} (téz polouzavieny)

n! n faktoridl (0! =1,11=1,21=2-1,31=3-2-1,...)

al absolutni hodnota ¢isla a; velikost ¢isla a (vzdélenost od pocéatku)

max maximum

min minimum

b

Sy soucet Tq + Tap1 + -+ + Tp—1 + Tp

’L:b(l

1T @i SOUCIn Tg * Tgq1*+*** Tp—1 - Tp

1=a

o0 nekone¢no

e Eulerovo ¢islo (e = 2,718281828...);
zaklad pfirozeného logaritmu

™ Ludolfovo ¢islo (m = 3,141592654.. . .);
pomér obvodu kruhu k jeho pruméru

i imagindrn{ jednotka (i = v/—1, tj. i2 = —1)

z=a+bi komplexni ¢islo z, kde Rez = a,Imz =5

Rez realnd ¢ast komplexniho ¢isla z

Im 2z imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

z komplexné sdruzené éislo ke komplexnimu éislu z;
(z=a+bi=>zZ=a—b)

v vektor

] nulovy vektor

-7 opacny vektor k vektoru o

(@,8) = @0
Mat, xn (R)
i,j, ij

Omxn

I

In

A—l

AT
h(A)
|A|,det A
A~B
sgn
r—a
z—at
xr—a
lim f(z)
r—ra

lim f(z)

T—a

skalarni souc¢in vektoru @ a ¥

mnozina matic o m fadcich a n sloupcich s realnymi prvky
prvek matice A z fadku i a sloupce j
nulovd matice

nulova matice o m fadcich a n sloupcich
jednotkové matice

jednotkova matice o n Fadcich a n sloupcich
inverzn{ matice k matici A

transponovand matice k matici A

hodnost matice A

determinant matice A

matice A ekvivalentni s matici B

signum (znaménko) ¢isla x

x se blizi k a

x se blizi k a zprava

z se blizi k a zleva

limita funkce f pro z blizici se k a

limita funkce f pro z blizici se k a zprava (jednostranna limita)

§1.2. CISELNE OBORY 3
lim f(z) limita funkce f pro z blizici se k a zleva (jednostrannd limita)
T—a

D(f) definiéni obor funkce f

H(f) obor hodnot funkce f

f(a) hodnota funkce f v bodé z =a

f(@)|o=a dosazeni ¢isla a za nezdvisle proménnou z do funkce f; f(a)
f(z), %, Y derivace funkce f podle nezavisle proménné x

f(z), %, Y druhé derivace funkce f podle nezdvisle proménné x
f(")(x), %7 y™  n-t4 derivace funkce f podle nezdvisle proménné

df diferencial funkce f

dx diferencidl argumentu x (nezdvisle proménné)

[, f(z)] = [z,y]  bod grafu funkce f o souradnicich z,y

(2,;(:50) d-okolf bodu zo; (zg — 8, g + 9)

Os(z0) prstencové (ryzi) d-okoli bodu zg; (zg — d,x0) U (zg, zo + 9)
Oy (z0) levé §-okoli bodu zo; (zo — 6, 0]

Ogr(zzro) pravé d-okoli bodu zg; [z, zo + J)

(2(; (z0) levé prstencové é-okoli bodu zg; (g — d, z0)

O;r (o) pravé prstencové d-okoli bodu xzo; (xg,xo + 9)

[ f(z)dz primitivn{ funkee k funkei f; (neurcity) integral funkee f

b

[ f(z)dz Riemannuv (ur¢ity) integréal funkce f od a do b

a

[F(2)]o = F(2)l;  F(b) - F(a)

§1.2 Ciselné obory!
e Pfirozena &isla: N ={1,2,3,...}.

e Celacisla: Z={z=nVz=-nVz=0:neN}={...,-2,-1,0,1,2,...}.

e Raciondlni &isla: Q={¢=2: z2€Z,neN}.
Cisla, kterd nejsou raciondlni, tj. nelze je vyjadiit jako podil celého a pfirozeného ¢isla,

nazyvame iraciondlni a znac¢ime I.

e Redlna ¢islaa. R=QUIL
K redlnym ¢islum lze jednoznaéné prifadit vSechny body nekoneéné pifmky (¢iselné osy)
dle jejich vzdalenosti od pocatku.

e Komplexni &isla: C={z=a+bi: a,bcR,i®=—1}.
Komplexnim éfslem z nazgvame uspofddanou dvojici redlnych ¢isel [a, b] a piseme z =
[a,b] = a4+ bi. Cislu a fikdme redlnd cast komplexniho &fsla z (Re 2), cislu b imagindrn{
¢ast komplexniho éfsla z (Im z).

'Bith stvofil pfirozens ¢isla, vie ostatn{ uz je vytvorem clovéka. (Leopold Kronecker)
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Pozndmka. Obéas se pouzivaji napt. pouze kladnd redlnd ¢isla véetné, nebo bez nuly apod.
Proto oznacime:

> No = NuU {0},

>Zt={x€Z:z>0} 7~ ={xe€Z:x <0},

DZ:{:{.’I?GZ:JZZO}, Zy ={x € Z:x <0},

>QM={zeQ:z>0}, Q ={reQ:z<0},

> Qf ={reQ:z20} Q) ={z€Q:2<0},

> Rt ={zeR:z >0}, R-={zeR:z<0},

bRy ={z€R:2>0}, Ryj={zeR:2<0}

> R* = RU{—00,00} (tzv. rozdifend mnozina redlnych cisel).

Kapitola

Vektory

§2.1 Vektorovy prostor

Veli¢iny, kterymi popisujeme svét kolem néas lze rozdélit do dvou skupin:

e Skalarni veli¢iny (skaldry)
— jsou plné urceny jedinym ¢iselnym tdajem uddvajicim jejich velikost
— teplota, hmotnost, mnozstvi,. . .

e Vektorové veli¢iny (vektory)
— k jejich popisu je tfeba vice ¢isel v uréeném potadi
— rychlost, sila (velikost a smér), poloha (soufadnice), barevny odstin (souradnice RGB,
CMYK), stav populace (pocet a cas), ...

Definice 1 (Vektor). <

Necht n € N. Uspoiddanou n-tici redlnych &fsel vy, va, ..., v,

v1

nazyvame (realnym) vektorem. Cislo n potom nazyvéme dimenzi (rozmérem) vek-
toru ¥ a €isla vy, ve, ..., v, nazyvame slozky vektoru v.

Pozndmka. Vektory se v literatufe nékdy zapisuji do fddku, tj. ¢ = (vi,v2,...,vp). Je-li
potom potieba pouzit ho jako sloupec, pouziva se na néj operace transpozice (viz ddle v ¢dsti
o maticich, kdy je na vektor nahlizeno jako na matici o jediném fddku/sloupci), podobné
obrécené.
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e Scitdani vektoru definujeme po slozkach, tj. pro ¥, € R™ mdme

vl wi vy +wy

v w2 v2 + W
i+a=\| .|+ . |= . € R™

Un Wn Up + Wy

Je ztejmé, ze je mozné s¢itat pouze vektory o stejné dimenzi.

e Nasobeni vektoru v € R” skaldrem o € R definujeme tak, ze kazdou slozku vektoru ¢
vynéasobime skaldrem «, tj.

vl vy
V2 Qv
at =« = eR"
Up avy
Definice 2 (Nulovy vektor). N
Vektor
0
. 0
0=].
0
nazyvame nulovy vektor.
Pro libovolné a € R, ¥ € R™ plati:
e T+0=7,
e al=0
Definice 3 (Opacny vektor).
Vektor —v = —1¢ nazyvame opacny vektor k vektoru .

Plati

§2.1. VEKTOROVY PROSTOR 7

,—[ Vlastnosti operaci na vektorech} N
Pro vsechny vektory o, w € R™ a skalary «, 8 € R plati:
(i) T+ W =ad+7, (iv) (a+ B)T = av' + B7,
(i) ot = v (v) a(B9) = (apf)?,
(iil) (7 + W) = av + o, (vi) 10 =1.

Definice 4 (Vektorovy prostor). N

Mnozinu v8ech n-rozmérnych vektoru s operacemi séitdni vektoru a ndsobeni vektoru
redlnym ¢islem nazyvame n-rozmérny vektorovy prostor.

€ J

Pozndmka. Vektorovy prostor je uzavien na operace s¢itdni vektori a nédsobeni vektoru
realnym éislem. Tj. je-li V' vektorovy prostor, 0, € V, a,b € R, pak

e V+weV,

e av eV,

e avi+bweV.

Geometricky lze vektory (dimenze 2 a 3) zobrazit jako orientované pruvodice bodu (v roving,
nebo v prostoru). Na obr. 2.1 jsou zobrazeny vektory 7 = (2) a @ = (3).

Obr. 2.1: Vektory v roviné.

Operaci s¢itani vektoru lze snadno zndzornit pomoci tzv. rovnobéznikového pravidla (viz
obr. 2.2). Ndsobeni konstantou o € R geometricky znamend prodlouzeni vektoru (pro o > 1),
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zddnou zménu (pro @ = 1), nebo jeho zkrdceni (pro o < 1) pfi zachovdni jeho sméru.
Vynésobeni zépornou konstantou navic vektor ot4ci (viz obr. 2.3).

YA YA
VL 2V
v v
\7\7 » »
0 X Y X
Obr. 2.2: Séitani vektoru. Obr. 2.3: Nésoben{ vektoru konstantou.

Vektor 1ze zadat také pomoci jeho poc¢atecniho a koncového bodu. Vektor @ = 1@) =B—-A
je orientovand tsecka z bodu A do bodu B, viz obr. 2.4.

YA

Obr. 2.4: Vektor w = B — A.

Pozndmka. Protoze vektor je ddn jen svou velikosti a smérem, zelené Sipky na obr. 2.4 jsou
jen ruznd umisténi téhoz vektoru w = (_11)

Definice 5 (Linedrni kombinace). \

Necht @y, ¥, ..., 0, € R" a ay,as,...,a, € R. Vektor
m
W= a1V + agla + - - + iy, = E ;T
i=1

nazyvame linedrni kombinace vektoru Uy, Us, . .., Up.

-1 1 -3
Piiklad 1. Vektor W = | 5 | je linedrni kombinaci vektori @ =
4 3 -2

nebot

[

<L
Il

—

’

§2.1. VEKTOROVY PROSTOR 9

1 -3 2.14(=3) —1
si+v=2(2|+|1]= 2241 |=(5|=w
3 -2 2.34(-2) 4

Definice 6 (Linearn{ zdvislost).

Rekneme, ze vektory vy, va,..., 0, € R™ jsou linedrné zdvislé, jestlize je jeden z
téchto vektoru linedrni kombinaci ostatnich. V opa¢ném piipadé fekneme, ze jsou
linedrné nezdvislé.

Plati 1. Vektory vy, v, ..., 0, € R™ jsou linedrné zdvislé prdavé tehdy, kdyz existuji takovd
cisla aq, g, ..., € R, Ze aspon jedno z nich je nenulové a plati

m

Z Uy = a1 + aotly + -+ - + QU = 0.

i=1

Pozndmka. Vektory vy, s, . .., U € R™ jsou zcela jisté zdvislé, jestlize:

e je mezi nimi aspon jeden nulovy vektor,
e jsou mezi nimi aspon dva vektory stejné,
e jeden z danych vektoru je ndsobkem jiného,

e m > n (vektoru je vétsi pocet, nez je jejich dimenze).

1 -3 -1
Piiklad 2. Vektoryu = (2|, 0= | 1 aw= | 5 | jsou linedrné zdvislé, nebot =
3 -2

20+ v, .
20+ 7 — @ =0.

Definice 7 (Skaldrni soucin). \

Necht @, % € R™. Cislo

m
(U, W) = U+ 0 = vjwy + vows + - -+ + VW, = E v;w;
i=1

nazyvame skaldrni soucin vektoru ¥, w.

€ J

Priklad 3.

-3\ /-1
(A7), [5)=(=3)-(-1)+7-5+(-2)-4=3+35—8 = 30.
) 4
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§2.2 Priklady k procviceni

Priklad 4. Jsou ddny vektory

2 -1 1
U= 3 v = 4 w =
—5 0 1
Spoctéte:
(i) 5w — u, (i) (u,v) =u-v,
(i) 3u—2v+ w, () 2u—w,—v) = (2u—w) - (—v).

§2.3 Wolfram|Alpha
e Soucet vektoru.

(1,3,2) + (-2,4,5)

e Ndsobeni vektoru konstantou.

-2 (-1,0,2)

e Linedrn{ kombinace vektoru.

4 (-1,0,2) -3 (5,4,-6)

e Skaldrn{ soucin.

(-1,0,2).(5,4,-6)

e Linedrni (ne)zavislost.

linear independence (-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3),(0,2,5)

Kapitola

Rl \Matice

§3.1 Definice a operace

Definice 8 (Matice). N

(Redlnou) matici typu m x n rozumime obdélnikové ¢iselné schéma

aip a2z - Qln
A— a1 a a?n
Am1  GQm2  * Amn
kde ¢isla a;; € R,i = 1,...,m,j = 1,...,n, nazyviame prvky matice A. Mnozinu

vSech matic typu m x n znaéime Maty,xn(R). Matici A s prvky a;j znacime také

€ J

Pozndmka. V predchozi definici m znaci pocet fadki a n pocet sloupct matice A. Prvek a;;
se nachdz{ v i-tém fddku a j-tém sloupci matice A.

e Scitdni matic stejnych rozméru definujeme po slozkdch, tj. pro A,B € Maty,xn(R)
mame

A+ B= ((l,jj) + (b,j) = (a,] + b;j) S ]\Iatmx,,,(R).

Piiklad 5.

2 -1 -2 7 2-2 147 0 6
0 1 |+(4 —-2|=(0+4 1-2 |=(4 -1
5 3 1 8 5+1 3+8 6 11

Priklad 6.

50\ (T 2 5Y | v secist mati I
41 41 O = elze Secist, matice majr ruzne roZmery.

e Ndsobeni matice A € Maty,xn(R) skaldrem o € R definujeme tak, ze kazdou slozku
matice A vynasobime skalarem «, tj.

ad = a(aij) = (aaij) € Matpmxn(R).

11
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Priklad 7.
-2 7 7(=2)  T-7T —14 49
74 —1)=| 74 7(-1)|=]|28 -7
1 8 7.1 7-8 7 56
,—[ Vlastnosti operaci na maticz’ch} N

Pro vsechny matice A, B € Mat,,xn(R) a skaldry «, 5 € R plati:

(i) A+ B=B+A, (iv) (a+ B)A = A+ BA,
(i) @A = Aq, (v) a(BA) = (af)A
(i) a(A+ B) = A+ aB, (vi) 1A= A.

~
Necht A = (a;;) € Matmxn(R).
e Plati-li m = n, nazyvdme matici A ¢tvercovd matice fadu m (faddu n).

e Prvky a;; ¢tvercové matice nazyvame prvky hlavni diagondly.

Matice, jejiz vSechny prvky jsou nulové, nazyvame nulovd matice a znacime

0.

e Ctvercovou matici, kterd md na hlavni diagondle jednicky a vsude jinde nuly,
nazyvame jednotkovou matici a znac¢ime I.

Matici, jejiz kazdy fadek zacind vétsim poctem nul nez fadek pfechdzejici,
nazyvame schodovitou matici.

Matici

AT — (aﬁ) c ]\/Iatnxm(R>

nazyvame transponovand matice k matici A. (Transponovand matice vznikne
zdmeénou Fadku a sloupcu puvodni matice.)

€ J

Priklad 8. Jsou ddny matice

2 -1 0 10
A:<(1] ?),B:(é (2) _34>,C: 0 1 3|,p=[2 o0
0 1 0 3 —4

o Matice A je ¢tvercovou matici Tadu 2, je to jednotkovd matice a je schodovitd.

e Matice B je schodovitd.

§3.1. DEFINICE A OPERACE 13

e Matice C je ¢tvercovd tadu 3, nend schodovitd.

e Matice D je transponovand k matici B, tj. D = BT o B = DT.

Definice 10 (Nasobeni matic).

Necht matice A je typu m x[p]|a B je matice typu [p]|x n. Soucinem matic A a B
(v tomto pofadi) rozumime matici C' typu m x n, pro jejiz prvky plat{

cij = aibij + aigbyj + -+ aipbp; =
p
= E aikbrj,
k=1

1. Piseme C' = AB

k=l
=
=]
~
Il
3
<
Il
=
<

. J

Pozndmka. Ptinasobeni matic v pfedchozi definici vznikl prvek c;; jako skaldrni soucin i-tého
fadku matice A a j-tého sloupce matice B.

Piiklad 9.

3.0 -2 2 1

14 3]-|o0o —4|=

2 7 1 5 9
3:240-0+(=2)-5 3-1+0-(—4)+ (- 2 -4 -15

=| 1-2+4.0+3-5 1-144-(—4)+3 =[17 12
2:247-04+1-5 2. 1+7-(—4)+1 9 —17

2 1 3.0 -2

0 —4|-{14 3]=X

5 9 2 7 1

Matice nelze ndsobit, nemaji sprdvné rozmeéry [(3 x 2)(3 x 3)].

— Véta 1. N

Necht A, B, C jsou matice vhodnyjch rozméri. Pak plat{

(AB)C = A(BC),
A(B+C) = AB + AC,
(A+ B)C = AC + BC.

. J

Pozndmka. Sou¢in matic nenikomutativni, tj. obecné nelze zaménovat poradi ndsobeni matic.
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Necht A € Mat,xn(R). Potom plati A-I,, = A, I, - A= A.

Definice 11 (ERO). ~

Nésledujici dpravy matic nazyvame ekvivalentni rddkové operace (ipravy)
e vyména dvou fadkua,
e vyndasobeni fadku nenulovym éislem,
e piicteni jednoho fadku k jinému,
e vynechédni nulového radku.

Rekneme, ze matice A a B jsou ekvivalentn{ a piSeme A ~ B, jestlize lze matici A
prevést koneénym poctem ekvivalentnich dprav na matici B.

Kazdou matici lze koneénym poctem ekvivalentnich fadkovych tprav pievést do
schodovitého tvaru.

§ 3.2 Gaussova eliminaéni metoda

Pomoci Gaussovy eliminacni metody (GEM) lze pfevést libovolnou matici do schodovitého
tvaru.

§3.2. GAUSSOVA ELIMINACNI METODA 15

— Postup N

(i) V matici najdeme sloupec nejvice vlevo s alesponi jednim nenulovym prvkem.

(ii) Zvolime v tomto sloupci jeden z nenulovych prvku (tzv. pivota) a premistime
fadek, ve kterém se nachézi, na pozici prvniho fddku (pomoci vymény radku).

(iii) Pomoci ERO vynulujeme prvky pod pivotem. Vznikne-li nulovy fadek, vy-
nechédme ho.

(iv) Kroky (i)—(iii) opakujeme na podmatici vzniklé z ptuivodn{ matice vynechdnim
radku s pivotem.

(v) Postup opakujeme, dokud neni matice ve schodovitém tvaru

€ J

Pozndmka. Kdykoliv behem postupu muzeme néktery rddek vyndsobit, nebo vydélit vhodnym
¢islem tak, abychom matici zjednodusili.

Priklad 10.

0 -1 2 6 3 =30
A= 3 3ol T [0 1 o2 6
2 1 2 1 4 1) HI-2.1

2

4 1
2 6 ~10 -1 2 6
10 1) IIT-5-11 0o 0 0 -29

Definice 12 (Hodnost matice).

Necht A € Mat,xn(R). Hodnosti h(A) matice A rozumime maximaln{ poéet linedrné
nezavislych fddku (= pocet linedrné nezavislych sloupcu).

e Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poétu jejich nenulovych faddku.
e Matice transponovand ma stejnou hodnost jako matice puvodni.

e Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

Priiklad 11. V predchozim prikladu jsme zjistili, Ze
0 -1 2 6 1 3 -3 0
A=[1 3 -3 0]~ |0 -1 2 6 |,
2 1 4 1 0 0 0 -29
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tedy h(A) = 3.

Pozndmka. Timto zpusobem lze také snadno zjistit, zda jsou dané vektory linedrné zavislé,
popf. z nich dokonce vybrat maximélni pocet linedrné nezavislych vektoru.
Vektory naskldadame jako sloupce do matice, tu prevedeme do schodovitého tvaru. Linedrné

nezavislé vektory jsou ty, které se nachézely ve sloupcich s pivoty.

Definice 13. N

Necht A je ¢tvercova matice fadu n. Jestlize existuje ¢tvercovd matice A~ fadu n
takova, ze plati
A A =1=47" A4,

nazyvéame matici A~ inverzni matici k matici A.

— Véta 5. N

Necht je A &tvercova matice fadu n. Potom k ni existuje inverzni matice A~ prave
tehdy, kdyz mé matice A linedrné nezavislé fadky (ffkdme, ze je reguldrni).

7 predchozi véty plyne, ze inverzni matici lze najit jen ke ¢tvercové matici, kterd mé plnou
hodnost. To znamend, ze ve schodovitém tvaru jsou vsichni pivoti na jeji hlavni diagondle
a v prubéhu GEM se neobjevil zddny nulovy tddek. Jadrem algoritmu pro vypocet inverzni
matice je tzv. uplnd Gaussova eliminace, kterd spociva v tom, ze po ziskani schodovitého tvaru
pokracujeme stejnym zpusobem v nulovani prvku nad pivoty (se kterymi se uz nehybe), a to
zprava doleva.

,—{ Postup <

1. K matici A ptriddme jednotkovou matici stejné velikosti. Tim ziskame
rozsifenou matici (A[T).

2. Pomoci tiplné Gaussovy eliminace prevedeme matici A na diagonalni matici
(tj. matici, kterd m4d nenulové prvky pouze na hlavni diagondle). Vsechny ERO
piitom provédime s celymi fadky matice (A|I).

3. Kazdy rddek matice (A|l) vydélime diagondlnim prvkem matice A, ktery se v
ném nachdazi.

4. Tim jsme matici A pfevedli na matici I a matici I na matici A~!. Vyslednd
roziffend matice je tedy (I|A~1).

§3.2. GAUSSOVA ELIMINACNI METODA 17

Poznamka. Opét jako u ,netplné“ Gaussovy eliminac¢ni metody muzeme kdykoliv to jde
matici zjednodusit vhodnou tpravou (zvlésté vydéleni fadku spoleénym délitelem vsech jeho
prvku).

Piiklad 12. Najdéte inverznd matice k maticim A, B a C.

12 1 3 2 2 3 -1
A={3 4|, B=[-1 0 4),c=[4 1 2
5 6 2 3 3 2 -2 3

Matice A neni ¢tvercova, tedy k ni neexistuje inverzni matice.

3 2[1 00
BI)=| -1 0 4|0 1 0 | II+I
2 33|00 1) III-2-1
13 2|1 00
~1 o0 61 10
0 -3 -1|-2 0 1) III+1II
13 2|1 0
~103 6|1 0
005/-111) 1
13 2] 1 0 0 I—2-11I
~103 6| 1 10 IT—6-111
00 —-1/5 1/5 1/5
1 3 0] 7/5 -2/5 -2/5\ I—1II
~1 o 0|11/5 —1/5 —6/5
0 0 1|-1/5 1/5 1/5
10 0|-4/5 —1/5 4/5
~| 03 0f11/5 -1/5 —-6/5 | -3
00 1|-1/5 1/5 1/5
10 0|—-4/5 —-1/5 4/5
~( 0o 1 o115 ~1/15 —6/15 | =([|B7Y)
00 1|-1/5 1/5 1/5
Tedy
—4/5 -1/5  4/5 -12 -3 12
B7l'=[11/15 -1/15 —6/15 T

~1/5 1/5  1/5 -3 3 3
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0
0
1
Matice C' nenf reguldrni (h(C) = 2), tedy k ni neexistuje inverzn{ matice.

§ 3.3 Aplikace — Leslieho model ristu

Pomoci Leslicho modelu je mozné odhadnout vyvoj populace. PopiSeme si pouze jeji vy-
tvoreni a pouziti. Zkoumédme néjaky systém jednotliveu (zvifata, hmyz, bunééné kultury.. ..)
rozdéleny do n skupin (stafi, fdze vyvoje,...). Stav v case k je tedy dan vektorem

ay
az
Tk = .
G,
kde a;,i = 1,...,n, je pocet jedincu skupiny ¢ v ¢ase k. (Linedrn{) model vyvoje takového

systému je ddn matici A € Matyx,(R), kterd popisuje zménu z zj na x4 (jde o iterovany
proces):
Ty = Ay

Leslieho matice m4 tvar

fi o fs 0 fa

0 0 - 0
0 m 0 -+ 0
A=10 0 m - 0 |-
0 0 0 0
0 0 0 - 7oy

kde f; je relativni plodnost a 7; relativni pfeziti skupiny .

Piiklad 13. Uvazujme populaci nezmari, kteri se doZivaji t7i mésicu. Kazdy nezmar splodi
mezi pronim a druhym mésicem dva malé nezmdrky, stejné tak mezi druhym a tretim mésicem
Zivota. Mladi nezmari (do stdri jednoho mésice) neplodi. Polovina nezmari po dovrsent druhého
meésice umird, po dovrseni trettho mésice umiraji v§ichni. Napiste Leslieho matici nezmariho
modelu a urcete sloZend populace, o slozent (17,102,191) po trech mésicich.

§3.4. PRIKLADY K PROCVICENI 19

Resenti: Leslieho matice je

0 2 2
A=[1 0 o
0 1/2 0

Dand populace bude mit po tfech mésicich slozen{

3

0 2 2\ 17 1189
A3 . (pocéteeni slozeni) = [1 0 0] -[102] = | 136
0 1/2 0 191 293

Poznamka. 7 modelu daného Leslieho matici lze snadno uréit i piirustek za obdobi a také
k jakému slozeni (vzhledem k “vékovym” skupindm) populace spéje. K obojimu se vratime
po probrani nalezitych matematickych néstroju. Populace z nezmaiiho piikladu mé prirustek
cca 62% a ustalf se na slozen{ cca 52 : 32 : 10. Tedy nejmladsich bude (cca) 55, 32%, stiedniho
veku 34,04% a senioru 10, 64%.

1

§ 3.4 Priklady k procviceni

Priklad 14. Jsou ddny matice

1 2 -2 8
A=13 4], B=|(0 3
5 6 2 1
Spoctéte:
(i) A+ B, (iv) ABT,
(it) 3A — 2B,
(iii) A— 3BT, (v) AB.
Priiklad 15. Jsou ddny matice
15 -2 714 ? f -2 5
A=(0 4 3|, B= C={(0 3
2 0 1 2000 1 1
1 -3 2

Uréete, v jakém potadi je lze vyndsobit a ndsobeni proved'te.
Pi#iklad 16. Proved'te totéz, co v prikladu 15, pro transponované matice AT, BT, CT.

Piiklad 17. Pomoci Gaussovy eliminaéni metody preved'te matici D na schodovitij tvar.

1 2 1
D=13 1 -1
-2 1 3

'Nejvétsi matice v testu bude 3 x 3 nebo 4 x 4. Je to test, ne redlny zivot. (Michael Sand)
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Priiklad 18. Uréete hodnost matice

1 5 3 0
E=1-1 -2 0 —4
0o 2 2 0

Ddle urcete, které sloupce v matici E jsou linedrné nezdvislé.

Piiklad 19. Najdéte matici inverzni k zadanym maticim.

-1 0 2 -3
F=1 o 3 |, g=|10 2|, H=
-3 1 2 2 2 =7
Priklad 20. Jsou ddny matice
2 1 0 -2
A=|-1 3|, B=|3 1
4 5 -1 2
Spoctéte 3A — 2B, ABT, ATB.
Priiklad 21. Jsou ddny vektory
-2 3
u= 1| 0], v=[-1
1 4
Spoctéte (u,v), uvT, ulv.
Priklad 22. Uréete hodnost matice
2 -1 0 3
A=11 3 2 -3
-1 4 2 -6

1 -2 0 1
3 1 2 =2
0 1 3 0
2 -2 3 1

Priiklad 23. Napiste priklady matic o hodnosti 1,2,3 a 4 a hodnost zdiuvodnéte.

Priklad 24. Jsou ddny vektory

1 -1 —6 1
Uy = 4 ,Ug = 2 , U3z = 0 s Ug = —2
0 1 4 3

Vyberte z nich co nejvice linedrné nezdvislych vektori.

Priklad 25. Najdéte inverzni matici k maticim

P 32
A=|2 -2 1|, B=

1 -3 3 21

2 -3

o= O =

§3.5. WOLFRAM|ALPHA 21

§3.5 Wolfram|Alpha
e Soucet matic.

{(-1,0,2),(5,4,-6),(1,2,3)} + {(2,1,0),(6,-3,4),(2,2,5)}

e Nésobeni matice konstantou.

3 {(5,-3,0),(2,1,-3),(4,0,3)}

e Linedrni kombinace matic.

-2 {(3,3,2),(-2,1,6),(1,5,3)} +5 {(2,2,-2),(3,-6,1),(0,2,7)}

e Soucin matic.

{(-1,1,0,2),(5,4,-4,-6),(3,5,2,-3)}.{(0,1),(3,-3),(2,-1),(5,00 }

e Hodnost matice.

rank{(5,-4,8),(3,-3,4),(3,-3,4),(2,-1,4}

e Transponovand matice.

transpose{(4,2,-1),(3,9,5),(2,-1,1),(1,6,-2)}

e Inverzni matice.

inverse{(2,-1,3),(0,-3,2),(2,-1,5)}
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Kapitola

Soustavy linearnich rovnic I

8§4.1 Definice a pojmy

Definice 14 (Soustava linedrnich rovnic).

Necht aij €ER, b €R,i=1,...,m, j=1,...,n. Soustavou m linedrnich rovnic o n

neznamych x1,x2,.. ., x, rozumime soustavu rovnic

anz + axe + -+ aipTy = by
2121 + a2 + -+ + A2,y = by
. (SLR)

Am1T1 + AmaT2 + -+ G = by

Reseni soustavy linearnich rovnic (SLR) rozumime uspofddanou n-tici redlnych ¢isel
r1,72,...,Tn, PO jejichz dosazeni za nezndmé z1,x9,...,x, (v tomto poradi) do
soustavy linedrnich rovnic dostaneme ve vsech rovnicich identity.

23
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Definice 15 ( ; ) N
e Matici
ailr  aiz - Qin
A= a1 az2 a?n
Aml  GAm2 Qmn

nazyvame matici soustavy (SLR).

e Matici
a1 a2 ccc a1 | b
a1 az - G | bo
Ar = . .
Aml Qm2 - Gmn | b

nazyvame rozsirenou matici soustavy (SLR).

€ J

Pozndmka. Soustavu (SLR) muZzeme zapsat v maticové formé:

a1 aip - am T by
azr  azg -+ Az T2 ba

. . : = b
Aml1 Am2 - (Amnp Tn b

po prislusném oznaceni Az = b.

Definice 16 (Homogenni s wa linedrnich rovnic). N

Jestlize v soustavé (SLR) plati

by=by="-=by =0,
nazyvame tuto soustavu homogenni. V opa¢ném piipadé se nazyva soustava neho-
mogenni.
L )

Pozndmka. Homogenni soustava linedrnich rovnic md bud pouze trividlni fegeni (jestlize
h(A) = n), nebo nekoneéné mnoho feseni (jestlize h(A) < n), kterd lze vyjadrit pomoci
n — h(A) nezavislych parametru.

Véta 7 (Frobeniova) }

Soustava linearnich rovnic Az = b je Tesitelna pravé tehdy, kdyz matice soustavy A

a rozsifend matice soustavy A, = (A|b) maji stejnou hodnost.

§4.2. RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC 2

— Pocet reseni SLR N\

o Jestlize h(A) # h(A,), soustava nemd resend.

w

o Jestlize h(A) = h(A,) = n, soustava md prdvé jedno resent.

e Jestlize h(A) = h(A;) < n, soustava md nekonecné mnoho tesent, kterd lze
vyjadrit pomoci n — h(A) nezdvislych parametru.

8§4.2 Reseni soustav linearnich rovnic

Definice 17 (Ekvivalentni soustavy linedrnich rovnic). N

Dvé soustavy linedrnich rovnic se nazyvaji ekvivalentni, jestlize maji shodné feseni.

,—{ Postup N

(i) Pomoci GEM prevedeme rozsifenou matici soustavy A, = (A|b) na schodovity
tvar.

(ii) Pomoci Frobeniovy véty rozhodneme, zda mé soustava feseni.

(iii) Je-li soustava TFesitelnd, pfitadime schodovité matici soustavu linedrnich rovnic.
Tato je ekvivalentni s puvodni soustavou.

(iv) Postupné fesime rovnice od posledni a ziskané vysledky dosazujeme do
nasledujicich rovnic. Ma-li soustava nekonec¢né mnoho feseni, zvolime vhodné
promeénné za nezavislé parametry.

Pozndmka. Je-li matice A soustavy Az = b reguldrni, pak ma tato soustava vzdy jediné feseni.
Toto feseni je mozné ziskat pouzitim inverzni matice A~1.

Az=1b [A7}
A Az =AY
Ie=A""
x=A"'b.

Pozor, obé strany rovnice musime vyndsobit matici ze stejné strany (zde zleva), protoze
nasobeni matic neni komutativni.
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Priklad 26.

r+y+z=3
204+ Ty +2=-2
T+2y+z=4
111 3 5 1 —6
A=(2 7 1 b= | -2 At=-1 0 1
121 4 -3 -1 5
x 5 1 —6 3 -1
yl=471tb=[-1 0 1 —2|=11
z -3 -1 5 4 13

Resent je tedy © = —11, y = 1, z = 13.

§4.3 Priklady k procviceni

Priklad 27. Vyreste soustavu linedrnich rovnic:

() (v)

20 +3y —2 =9,
T—y+z=-2,
—x + 2y — 3z =6,

z+y+z=0,
T—y+z=2,
T —2y—2z=—6,

v
i) (vi)
z+y+z=06,
T +3y+2z=-1, T +2y—2z=4,
2x 4+ Ty + 6z = 3, 2x 4+ 3y — z = 10,
x4+ 5y + 6z =13,
(vii)
(1) 20+ 2y +2z=—1,
9% — 3y — 62— 13, -3z +y=0,
20+ 3y —z=1,
T —y—2z=-5, 4 0
—x+2y+4z =38, vy =0
(viii)
(iv) —3r+y—2z=4,
2wy +3x3 —xg =1, —Br+y—z2=2,
31 + 29 + 43 — 204 = 3, T+ 3y — 5z = -2,

r1 —ro + 4wy — 1y =2, dr + 5y —3z =1,

§4.4. WOLFRAM|ALPHA

27

(i) (z)

TH+y—22—w=2, T+ 22 — 223 — T4 = 2,
—2x+3y—z+4+2w=1, 2x1] — 229 + x3 + 224 = 3,
3x+2y —z— 3w = -2, z] — 3wy + 323+ 324 = 1,
dr — 2y — 3z — 2w = 1. 4xy — 4xo + 2w3 + 4y = 6.

§4.4 Wolfram|Alpha
e Reseni soustavy linedrnich rovnic.
solve 2x+3y-z=2,5x-y-4z=7,x-y+6z=1

solve x1+3x2-5x3+x4=12,2x1-x2+x3-x4=-5,x3-5x4=1
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Kapitola

Determinanty

§5.1 Definice a determinanty do fadu 3

Definice 18 (Permutace).

Necht jsou déna é&fsla 1,2,...,n. Permutaci téchto prvki rozumime uspotadanou
n-tici, kterd vznikla jejich preskladanim. Inverzi rozumime zdménu i-tého a j-tého

prvku v permutaci.

Pozndmka. Potet permutaci n-prvkové mnoziny je n! =n - (n —1)---2- 1. Napf. permutaci
prvku 1,2,3 je 31 =3-2-1 = 6, konkrétné:

(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2, 1).

Definice 19 (Determinant).

Necht A je &étvercova matice fadu n. Determinant matice A je éislo det A = |A| € R,

det A = Z(*l)pamam g,

kde séitdme pies vsechny permutace (ki,ks,...,k,) sloupcovych indexi. Cislo p

zna¢i pocet inverzi piislusné permutace.

Pozndmka. Podle definice tedy ,stac¢i“ vzit po jednom prvku z kazdého réddku tak, aby zadné
dva nebyly ze stejného sloupce. Tyto prvky mezi sebou vyndsobit. Determinant je pravé
souctem vsech téchto soucinu. Z toho je vidét, ze definice neni vhodnd pro pocitani determi-

nantu matic vétsich rozmeéru.
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,—[ Viypoéet determinanti nizdich f'lid’li} .,

e Determinant fadu 1:
det(a11) = a11.

e Determinant fadu 2 — kfizové pravidlo:
an a
det ( 11 12) _
azp a2

e Determinant fadu 3 — Sarrusovo pravidlo

ail; a1z
azi Q22

= G11G22—021012.

aip a2 a1y

apy; aiz ai3 az1 Q2 a23

det A = det a1 a2 a3 = |a31 a3z
azy azz ass ail a3
a2 Q23

= a11G22a33 + 021032013 + 31012023 —a031022013— 111032023

§5.2 Determinanty vyssich fadua

Definice 20. ~\

Necht A je étvercova matice fadu n. Vynechdme-li v matici A i-ty fddek j-ty sloupec,
oznacujeme derminant vzniklé submatice M;; a nazyvame jej minor piislusny prvku
Q. CfSlO

Aij = (*Uiﬂjuij

nazyvame algebraicky doplnek prvku a;;.

§5.2. DETERMINANTY VYSSICH RADU 31

,—[Véta 8 (Laplaceuv rozvoj).} <

Necht A je étvercova matice fddu n. Pro libovolny fédek (sloupec) determinantu
det A plati

n
det A = al]Al] + angzj +- an]'Anj = ZGL@]A,']‘
i=1

n
(det A=apnAn+aiglip+ -+ apmAin = Z a'iinj)'
Jj=1

. J

Piiklad 28. Je dan determinant

-2 3 1
detA={4 5 0
3 -1 —4

Protoze druhy tadek a tfeti sloupec obsahuje nulu, je vhodné zvolit pro Laplaceuv rozvoj
jeden z nich. Zvolme druhy fadek a pocitejme:
3 1

, apy =4, My =‘31 714‘~,

Ay = (-1 My = (1) - [-12 = (=1)] =11

3 —4

, G =35, Mzz:‘_z 1‘7

Agg = (—1)**2 . My =1-[8-3]=5

-2 3
-2 3
[0]], as=0, My= ‘ 3 71‘7
3 -1
Agg = (13 Myy = (-1) - [2-9] = 7.
Odtud
det A = as1 A1 + aggAos + asgAss =4-11+5-54+0-7=069.

Pozndamka. Determinant fadu n se pomoci Laplaceova rozvoje prevede na nejvyse n determi-
nantu fddu n — 1. Pritom cilem je pfevést determinant vyssiho fddu na determinanty réddu 2
nebo 3, které lze snadno spocitat kiizovym, resp. Sarrusovym pravidlem. Napi. determinant
fadu 5 vede na nejvyse 5 determinantu fadu 4. Z nich kazdy vede na nejvyse 4 determinanty
tddu 3. Celkem tedy determinant fadu 5 vede na nejvyse 20 determinantu fadu 3, popf. na 60
determinantt fddu 2. Proto je velmi vhodné vybirat pro rozvoj fadek, nebo sloupec obsahujici

co nejvetsi pocet nulovych prvku.
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§5.3 Upravy determinanti

Véta 9 (Operace nemeénici hodnotu determinantu).}

Ponechéni jednoho fddku/sloupce beze zmény a pficteni jeho nésobku k jinému
fadku/sloupci neméni hodnotu determinantu.

Piiklad 29.

2 3|1 1

2 0 1| I1I-21 =0 -4 -5

-3 2 —1| III+31 8§ 8
=1-(=1)". ;4 ;55‘ =1-(—32+40)=38.

Véta 10 (Operace ménici hodnotu deterlninantu).}

o Ziména dvou rddku/sloupcu determinantu zmeéni jeho znaménko.

e Vyndsoben{ fadku/sloupce nenulovym ¢fslem a zvétsi hodnotu determinantu
a-krét. (Tj. z fadku/sloupct lze vytykat pred determinant.)

Piiklad 30.

428 102 102
10 o PO |y 9 sloaf2 1 4
35 4 35 4 35 4

— Véta 11. N

Jsou déany ¢tvercové matice A, B fddu n.

(i) |A] =0 © fddky nebo sloupce matice A jsou linedrné zdvislé,
(ii) matice A obsahuje nulovy fadek nebo sloupec = |A| =0,
(iii) [AT| =14,
(iv) jestlize je |A| # 0, pak |A~1| = &

[Ap

(v) |A-B|=14]-|B],

(vi) determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvku na jeji hlavni
diagondle.

§5.4. PRIKLADY K PROCVICENI 33

§5.4 Priklady k procviceni

Priklad 31. Urcete determinanty:

(i) |8, 50 1
(w) 12 3 0
1 8 -3
12 =3
@l 2, o 1
5x 3|

1 5 1 a—b 3 2a
i) |-1 3 2, (i) [b—1 —2a a+2b],

2 -1 3 b 3a ab
Piiklad 32. Uréete determinanty:

1 210 -2 1 0 4 -1 2 1 3 2
(.)3103 (.,)1321 2 0 1 -1 2
Y92 43 1) Wilo 2 -4 —1f i) [3 4 -2 1 -1

-2 1 31 2 3 1 4 1 0 3 1 2

o 1 2 -2 1
Priklad 33. Vypoctéte determinant:
-2 4 3 -1
3 =3 2 4
2 =20 1
1 2 0 =2

§5.5 Wolfram|Alpha
e Vypocet determinantu.

det{(2,-1,1,3),(6,2,0,1),(-2,5,3,1),(2,2,0,1)}
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Kapitola

Soustavy linearnich rovnic II

§6.1 Cramerovo pravidlo

Uvazujme soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych Az = b. Matice A takovéto soustavy
je tedy ctvercova matice fadu n. Jestlize je determinant matice A nenulovy, tedy soustava
Az = b mé pravé jedno feseni, lze pouzit k jejimu vyfeseni tzv. Cramerovo pavidlo. Jeho
vyhodou je, ze je mozné spocitat libovolnou nezndmou bez znalosti ostatnich.

,—[Véta 12 (Cramerovo pravidlo).} ~

Necht je A étvercovd regularnf matice fddu n. Potom m4 soustava linesrnich rovnic
Az = b jediné feseni x, pro jehoz i-tou slozku plati

kde D = det A a D; je determinant matice fddu n vzniklé z matice A ndhradou
jejtho i-tého sloupce za sloupec pravych stran b.

€

Priklad 34. Urcete hodnotu nezndmé proménné xo ze soustavy linedrnich rovnic

201 +axg —a3 =1
1+ 32 +23=0
—21 + 229 + 23 = 3.

Resime tedy soustavu linedrnich rovnic Az =b

2 1 -1 T 1
1 3 1 | -|z2|=10
-1 2 1 T3 3

Pro vypocet nezndmé zo je nutné urcit determinanty D a Ds:

2 1 -1
D=detA=|1 3 1|=-5.
-1 2

35
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Protoze je det A # 0, lze pouzit Cramerovo pravidlo.

Tedy v = 3 = =5 =

§6.2 Aplikace — Leslieho model rustu I1

Priklad 35. Méjme ddn zjednoduseny model populace jistého modrého ptdcka (lat. Ptacchus
modrus). Populace je rozdélena do ¢étyr vékovych skupin — vajicko, mlddé v hnizdé, létajici
mlddé a dospély jedinec. Je zndmo, Ze bijvd zniceno sedm vajicek ze Sestndcti, osmina mldd at
v hnizdé uhyne a dalsi osmina zemie pri pokusu o proni let. Z létajicich mldd'at se dospélosti
doZiji tri ze Ctyr a pdr dospélych ptdcki privede na svét primérné 32 vajicek. Napiste matici
modelu, uréete prirustek populace a vyslednyj pomeér mezi vékovymi skupinami.

Reseni: Leslieho matice je

0 0 0 16
200 0
= |16 .
A 0200
003 0

Prirustek a vysledny pomér populace ziskdme pomoci tzv. vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru.
Protoze nés zajima jen algoritmické feseni daného problému, nebudeme se zabyvat teorii na
pozadi. Vlastni ¢isla ziskame tak, ze od kazdého prvku na hlavni diagondle Leslieho matice
odecteme nezndmou A a spoc¢itdme determinant. Determinantem je polynom s proménnou A
a jeho kofeny jsou pravé vlastni ¢isla nasi matice. Z nich nas zajima pouze jediné — nejvétsi
realné. To uddva piirustek dané populace.

-2 0 0 16 )

9

i —A 0 0]_ N 3 ‘

0 3 -Xx 0 2

0 0 % —-A
Tedy fesfme rovnici A\* — (%)1 = 0. Ta mé pouze dva realné kofeny a to 7% a % Vetst je
% = 1,5, takze po jednom obdobi bude mit populace 1,5 nasobek Ptacchusu. Populace tedy

roste s prirtstkem 50%.

Nyni zbyvé urcit vysledné slozeni populace. To uddva vlastni vektor pfislusny jiz pouzitému
(dominantnimu) vlastnimu ¢islu. Ziskdme ho jako Fe§enf homogenni soustavy linedrnich rovnic
dané Leslieho matici, ve které od kazdého prvku na hlavni diagonéle odecteme pirislusné vlastni
¢islo.

§6.3. PRIKLADY K PROCVICENI 37

-5 0 0 16 —321+ 1624 =0
% —3 0 0 a1 — 2wy =0
o § -3 0 3ry—33=0
o o § -3 325 —324=0

Soustava méa nekone¢né mnoho feseni zavislych na jednom parametru:

Ty Tp

T2 | _ | 4p )

N ERE peR
Tq p

Ném staci kterékoli nenulové z nich. Zvolme tedy napi. parametr p = 1. Tim ziskéme jediné
feseni (jediny vlastni vektor), jehoz slozky udédvaji pomeér slozeni ke kterému populace smétuje,
tedy

32.4.9.
2.4:2:1.

Srozumitelnéjsi je samoziejmé uddvat vysledné slozeni v procentech. Nejprve se zbavime
zlomku — cely vektor vyndsobime trojkou = 32 : 12 : 6 : 3, poté vydélime jejich souctem
a vyndsobime stovkou (tj. krat %) Odtud po zaokroukleni ziskdame slozeni populace v pro-
centech:

60:23:11:6.

Tedy na 60 vajicek piipadd 23 mlad'at v hnizdé, 11 mldd’at letct a 6 dospélych.

§6.3 Priklady k procviceni

Priiklad 36. Najdéte reseni ndsledujicich soustav linedrnich rovnic pomoci Cramerova pra-
vidla (je-li to mozné):

(i) (iii)

20+ 3y —z=29, 2z — 3y — 6z = —13,
T—y+z=-2, T —y—2z=-5,
—x 42y — 3z =6, —x+2y+4z =8,

(ii) (iv)

r+3y+2z=-1, r+y+z=06,
2z + Ty + 6z = 3, T—y+z=2,
x4+ 5y + 62 =13, r—2y—2z=—6.
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Priklad 37. Vyreste soustavu linedrnich rovnic.

T+3y+z=2,
20+ 2y —z=—1,
2z + by + 3z = 8.

Priklad 38. Vyreste soustavu linedrnich rovnic.

z+3y+z=2,
2z + 2y+62 = —1,
2x 4+ 5y + 3z =8.

Priklad 39. Vyreste soustavu linedrnich rovnic.

T+3y+z2=2,
2x + 2y+6z = 20,
2z + by + 3z = 8.

Priklad 40. Urcéete neznamou xo ze SLR.

—2x1 + 4dxs + 33 — x4 = 1,
3x1 — 3x9 + 223 + 4wy = 3,
2x1 — 229 + x4 = 0,
T1 + 2x9 — 224 = 1.

§6.4 Wolfram|Alpha

e Vypocet vlastnich ¢isel matice.

eigenvalues{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}

e Vypocet vlastnich vektortu matice.

eigenvectors{(0,0,0,16),(9/16,0,0,0),(0,3/4,0,0),(0,0,3/4,0)}

Kapitola

Uvod k funkefm

§7.1 Definice a pojmy

Definice 21.

Necht D # 0, D C R. Pravidlo f, které kazdému prvku x € D pfifad{ pravé jedno
realné ¢islo y € R, se nazyvé redlnd funkce redlné proménné. Zapisujeme y = f(zx).

e Mnozina D = D(f) se nazyvd defini¢ni obor funkce f.

e Mnozina vsech y € R, pro kterd existuje x € D takové, ze f(z) = y se nazyvd obor
hodnot funkce f a znacime jej H(f).

e 1z se nazyva nezdvisle proménnd (argument) funkce f.
e y se nazyva zdavisle proménnd funkce f.
e Cislo f(z0) € R se nazyvé funkéni hodnota funkce f v bodé .

Pozndmka. Neni-li definiéni obor funkce zaddn, jednd se o mnozinu viech x € R, pro kterd
mé dand funkce smysl.

Piiklad 41. e Definiéni obor funkce f(x) = ﬁ je D(f) =R\ {1}.

o Definiéni obor funkce g(z) = /—z je D(g) = (—o0,0].

Definice 22.

Mnozina v8ech bodu roviny danych soufadnicemi [z, f(z)] se nazyva graf funkce f.
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§7.1. DEFINICE A POJMY 41

Priklad 42. Krivka na obr. 7.1 je grafem funkce, krivka na obr. 7.2 ne.

4q

Obr. 7.1: Funkee f(x) = 22.

.

Obr. 7.2: Nejde o graf funkce.

Definice 23 (Ohranicenost).

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, ze funkce f je na mnoziné M

e zdola ohranicend, jestlize existuje d € R takové, ze pro kazdé x € M plati

f(z) >d,

e shora ohranicend, jestlize existuje h € R takové, ze pro kazdé x € M plati

e ohranicend, jestlize existuji d,h € R takové, ze pro kazdé © € M plati d <

f(z) < h.

Priklad 43. Funkce na obr. 7.3 je ohranicend shora, na obr. 7.4 je ohranicené funkce.

Obr. 7.3: Funkce ohrani¢ena shora.

Obr. 7.4: Ohranicend funkce.

Definice 24 (Parita). N

Bud f takova funkce, ze pro jeji definiénf obor plat{
ze€D(f) = —zecD(f).

o Rekneme, 7e funkce f je sud4, jestlize pro Vo € D(f) plati, ze

e Rekneme, 7e funkce f je lichd, jestlize pro Yo € D(f) plati, ze

f(=z) = —f(=2).

Priklad 44. Funkce na obr. 7.5 je sudd, funkce na obr. 7.6 je lichd.

Obr. 7.5: Graf sudé funkce je symetricky Obr. 7.6: Graf liché funkce je symetricky
podle osy y. podle pocatku.

Definice 25 (Periodi¢nost).

Nechf p € R,p > 0. Rekneme, ze funkce f je periodicka s periodou p, jestlize pro
Vaz € D(f) plati
ztpeD(f), flaxp) =f(v).




42

KAPITOLA 7. UVOD K FUNKCIM

Priklad 45. Funkce na obr. 7.7 je periodickd s periodou 7.

Definice 26. N

Obr. 7.7: Periodicka funkce.

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M

e rostouct, jestlize

Vo, oa € M iz <z = f(z1) < f(z2),
o neklesajici, jestlize

Ve, oe € Mz <xo = f(z1) < f(z2),
o klesagici, jestlize

Ve, ma € M iz <z = f(z1) > f(z2),
e nerostouct, jestlize

Ve, oo € Mz <xo = f(z1) > f(z2).

Definice 27.

Je-li funkce f na mnoziné M neklesajici, nebo nerostouci, nazyvame ji monotdnni.
Je-li funkce f na mnoziné M rostouci, nebo klesajici, nazyvame ji ryze monotonni.

§7.1. DEFINICE A POJMY

43

Piiklad 46. Funkce na obr. 7.8 je rostouct, funkce na obr. 7.9 je neklesajici.

74

N ] 4 2 z 4 [
x
2]
]
-1 -1 o 1 2
x -z-

Obr. 7.8: Rostouci funkce.

— Dalst pojmy

Obr. 7.9: Neklesajici funkce.

Bud f funkce a M C D(f).

o Jeli f(x 0 pro Vo € M, fekneme, ze f je na mnoziné M kladnd.

o Jeli f(x
o Jeli f(z

) >

z) > 0 pro Vz € M, tekneme, ze f je na mnoziné M nezdpornd.
) < 0 pro Vo € M, tekneme, ze f je na mnoziné M zdpornd.
)

(
(z) <
o Jeli f(x) <0 pro Vo € M, fekneme, ze f je na mnoziné M nekladnd.

e Bod [0, f(0)] nazyvame prisecik funkce f s osou y.

o Je-li f(xp) =0, pak nazyvame bod [z, 0] prisecik funkce f s osou x.

,_(Ndsledujfcf pojmy budou presnéji definovdny pozdéjz’}

Bud f funkce a M C D(f).

e Je-li graf funkce f pro Vz € M nad tecnou sestrojenou v libovolném bodé
xo € M, fekneme, ze f je na mnoziné M konvezni.

e Je-li graf funkce f pro Vo € M pod tecénou sestrojenou v libovolném bodé
xo € M, fekneme, ze f je na mnoziné M konkduni.

e Piimku nazyvame asymptotou grafu funkece f, jestlize se jeji vzddlenost od
grafu funkce s rostouci soufadnici neustale zmensuje.
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Priklad 47. Popiste zobrazenou funkci pomoct vyse wvedengch pojmai.

Kapitola

Polynomy

§8.1 Definice a operace s polynomy

Definice 28 (Polynom). N

Funkeci
P(x) = anz"™ 4+ an_12™" 1 + - + ayz + ag,

kde ag,...,a, € R,a, # 0 nazyvdme polynom stupné n. Cisla ag, ..., a, nazyvdme
koeficienty polynomu P. Koeficient a, nazyvame vedouci koeficient, koeficient ag
nazyvame absolutni ¢len. Je-li a,, = 1 fikdme, Ze polynom P je normovany.

a3

Obr. 8.1: P(z) = 2. Obr. 8.2: P(x) =2z —1. Obr. 8.3: P(z) =22 — 2.
Protoze zakladni operace s polynomy jsou dobie znamé ze stfedni skoly, pfipomerime si je jen
na piikladech. (Pro vzorce tykajici se ndsobeni a déleni mocninnych funkef viz § B.1.)
Piiklad 48 (Scitdni a nasobeni konstantou).

(322 — 2z +4) — 2(z + 22 + 22— 1)
=302 —204+4-22°— 222 — 4z +2
=203 +2%—62+6

45
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Priklad 49 (Nésobeni).

(22% — 3)(2® + 22 + 3)

= 222(2 + 22+ 3) — 3(2® + 22+ 3)
=22° 4+ 423 + 62% — 32® — 62— 9
=22° + 23 4+ 62° — 62— 9

Piiklad 50 (Déleni).

(4a* — 23 422 =324+ 7): (22 +2) =42’ —2 - T+ ;Tfél
—(42* + 822)

02— 722 -3z +7
—(—a® - 2z)

0722 —x+7
—(=72? — 14)

0—z+21

§ 8.2 Koreny polynomu

Definice 29 (Kofen polynomu). N

Cislo g € C, pro které plati P(z) = 0 nazyvdme kofen polynomu P.

— Véta 13. N\

Je-li &islo zp € C kofen polynomu P, pak existuje polynom Q(z) takovy, ze

P(a) = (z — 20)Q(a).

Definice 30 (Kofenovy ¢initel a nasobny kofen). <

Je-li ¢islo xy € C kofen polynomu P, nazyvame linedrni polynom = — zg korenovy
cinitel prislusny ke kofenu zg. Cislo zg je k-ndsobnym kofenem polynomu P, jestlize
existuje polynom G(z) takovy, ze

P(x) = (x — x0)*G(x), G(z0) # 0.

§8.3. HORNEROVO SCHEMA 47

Véta 14 (Zikladni véta algebry). |

Polynom stupné n mé pravé n komplexnich kofenu.

Poznamka. e Je-li komplexni ¢islo a+bi, a,b € R, b # 0 kofenem polynomu P, pak je jeho
kofenem i ¢islo komplexné sdruzené a — bi.

e Pocet redlnych kofeni polynomu stupné n je bud n, nebo o sudy pocet mens.
e Polynom lichého stupné ma aspon jeden redlny koren.

e Polynomy jsou jedind kapitola, ve které budeme pracovat s komplexnimi &isly.

Véta 15 (Rozklad na souéin kofenovych éinitelﬁ).\

J

Kazdy polynom je v redlném oboru mozné zapsat jako sou¢in vedouciho koeficientu,
kofenovych ¢initelt a kvadratickych polynomu s komplexnimi kofeny .

Véta 16 (Celociselné kofcny).}

Necht P je polynom s celoéiselnymi koeficienty. Pak jsou vsechny jeho celoéiselné
kotfeny deélitelé jeho absolutniho ¢lene.

Priklad 51.
P(z) = 2* — 52 + 2% + 21z — 18,  tedy ap = —18.

Vsechny celociselné koreny jsou tedy mezi déliteli ¢isla —18:
+1,+2,4+3,+6, +9, +18.

Skutecné
P(z) = (z — 1)(z + 2)(z — 3)*.

§ 8.3 Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je algoritmus pouzivany pii rozkladu polynomu na soué¢in kofenovych
Cinitelu.
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—~Véta 17. .

Necht jsou ddny polynomy

P(z> = apr" + anfl"En71 + -+ ax + ap,
Q($> = bnflitn_l + banIn_2 + -+ brx + by.

Jestlize existuji o, b_1 € R takové, ze
P(z) = (z — a)Q(z) + b_1,

pak
bp—1 = an, bg—1 =aby +ar, k=0,...,n—1

€

Pozndmka. P(a) = b_q, tedy je-li b_; = 0, pak je o kofenem polynomu P.

—~ Postup \

Koeficienty polynomu P(z) = apz™ + Ap_12"" 1 4+ - 4 a1 + ap spolu s éislem
sepiseme do tabulky

| (&N ‘a’n—l ‘ ‘ ay ‘ ao
« | b1 ‘ bp—2 ‘ bo ‘ b1
A dopocitdame ¢isla by, —1,...,b_1:
bp—1 = an, b1 =aby+ag, k=0,...,n—1.

Tim ziskdme polynom Q(z) = by 12" "' 4+ by_0a™ 2 + -+ 4 b1z + by a ¢islo b_y
takové, ze plati

P(z) = (z — a)Q(z) + b-1.

€ J

Pi#iklad 52. Rozlozte polynom P(z) = x* — 523 + 22+ 212 — 18 na soucin kofenovyich ciniteli.
Celociselné koreny jsou mezi ¢isly +£1,+2,+3,+6,+9, £18.

1 -5 1 21 -18
111 -4 -3 18 |0
111 3 6 12 _ v' Nasli jsme koreny 1, —2.
1)1 5 2 16 - vV Q(z)=a%—62+9
211 -2 -1 4 -
vV P(z)=(x—1)(z+2)Q(x
Y () = (o = V(e + 2)Q)
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Protoze Q(x) je kvadraticky polynom, neni nutné ddl pokracovat v Hornerové schématu.
Zbyvagici koteny dopocitame pomoci diskriminantu.

: +
Q)=2"-6z+9 = D=36-36=0 = 11,2:6720:3

Tedy polynom P md dva jednoduché koteny 1,—2 a jeden dvojndsobny koren 3. Odtud

P(z) = (x — 1)(z + 2)(z — 3)%.

§8.4 Racionalni lomena funkce

Definice 31. N

Necht je P, polynom stupné n a @Q,, polynom stupné m. Funkci tvaru

_ P,
Q m

nazyvame racionalni lomend funkce. Navic funkci R(z) oznaéujeme jako

e ryze lomenou, jestlize n < m,

e neryze lomenou, jestlize n > m.

Kazdou neryze lomenou funkei je mozné (pomoci déleni polynomu) vyjadiit jako
soucet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce.
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,—[Kvadmtickgj polynom P(z) = ax? + bx + c} N
4 D:b274“(5a e D>0 = x#x2, x12€R,
o wyp =D, i
o P(z)=a(z —x1)(x — z2). e D<0 = x1 =12y z2€C.

Obr. 8.4: P(z) = az?+bx+c¢, a>0. Obr. 85 P(z) =az?+br+c, a<0.

,—[Doplnéni na cvtverec} N
" 2
az® + bz +c=a(@® + Lo + ©), P tprtqg=(x+5* -5 +q

Piiklad 53. Upravme kvadraticky polynom y = 2% 4+ 6x + 5 doplnénim na ctverec.

y =22 +6x+5,

y=(z+3)2-9+35,

y=(z+3)° -4,

y=(z+3)2 -4, K
y+4=(x+3)>2

Tim jsme ziskali rovnici paraboly v tzv. vrcholovém tvaru, tedy ve tvaruy—n = (v —m)?, kde
bod [m,n] je vrcholem dané paraboly. Nase parabola md tedy vrchol v bodé [—3,—4] a protoZe
koeficient u z* v zdkladnim tvaru je kladny, je oteviena smérem nahoru.
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§8.5 Priklady k procviceni

Priiklad 54. Jsou ddny polynomy

Pi(x) = 32* — 22% + 52% — da + 12,
Py(z) = 32% — 42 + 5a — 2,
Py(z) = 222 — 3z + 1,
Py(x) = —52° + 4o — 4
Spoctéte:
(i) Pi(x)+ Pa(x), (iii) Ps(z) - Py(z),
(it) 3Pi(z) — 2P (x), () 2P\ (x) - (3P; — Pa(z)) + P3(x).

Piiklad 55. Proved'te déleni polynomii

(i) (22° —52* +52% — 322 + 107 —3) : (2* — 2% —z + 1),

(ii) (327 +22% — 2z +5): (223 — 1).
Priklad 56. Najdéte viechny celoéiselné koreny daného polynomu a) dosazovdnim, b) Hor-
nerovym schématem a rozloZte ho na soucin kotenovich ciniteli.

(i) P(x) =a° — 823 — 62% 4 7w + 6,

(i) Q(z) = 25 — 225 — 22 + 823 — 722 + 2z.

Priklad 57. Pomoci Hornerova schématu rozhodnéte, kolikandsobnym kotenem polynomu

(i) P(z) =a° — 32* — 923 4+ 232 + 242 — 36 je cislo 3,
(ii) G(x) = 32® — 122 + 1323 — 122 + 16 je éislo 2.

Piiklad 58. Urcete, zda je dand funkce ryze lomend. Pokud ano, zduvodnéte. Pokud ne,
preved’te ji na soucet polynomu a ryze lomené funkce.

-y 1225325 622402 ooy 28425 2244722422 ceey 20941228 42245
(Z 29+522—4 ’ (“) 341 ’ (LH) 9294228 -1

Piiklad 59. Vyreste kvadratickou rovnici  a) vR, b) v C.

(i) 222 —x -3 =0, (i) 2? + 4z +4 =0, (iii) 2% — 4z +29 = 0.
Priklad 60. Uréete, pro kterd x € R je dany vyjraz  a) kladny, b) nezdporny.

(i) 222 —x — 3, (iii) 2 — 4z + 29,

) 2 e
(it) x* +4x + 4, (iv) 3
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. R S
(v) %(:L‘+1)2(1'73), (vii) 7:21§1f1
. 2 6
(vi) 2i2i§z+617

Priklad 61. Najdéte pruseciky grafu funkce f se souradnymi osami.

oy (@=3)(z+5)
@)= z—1 ’
Priklad 62. Zjistéte, pro kterd x je dand funkce nezdpornd.
22— 22 -3
fl@) = 1—3z

Piiklad 63. Rozhodnéte, zda je dand RLF ryze lomend, ¢i nikoli. Pokud nent, preved'te ji
na soucet polynomu a ryze lomené RLF.
Rz) = 224 +‘31T3 —42? +x -5

323 — 2z +1

§8.6 Wolfram|Alpha
e Linedrni kombinace polynomu.

4(2x73-x"2+5x+7) -5(x"4+3x"3-6x"2-x+15)

e Nasobeni polynomi.

expand (x-3) (x+2)"2(x"2-x+1)

e Déleni polynomu.

quotient and remainder of (x"5+3x"4-2x"3-5x"2+4x-1)/(2x"2+x-3)

e Rozklad na soucin.

factor x"5-8x73-3x72+4x-12

e Dosazeni do polynomu.

{x"4+3x°3-6x"2-x+15, x=2}

e Kofeny polynomu.

§8.6. WOLFRAM|ALPHA 53

roots of x"5+4x74+x73-2x72-12x-72

solve x"5+4x"4+x"3-2x72-12x-72=0

e Rovnice.

solve x"4-3x"4+2(x"3-x+1)=5(x-4) (x~2-2)

e Nerovnice.

solve (x"2+2x-3)/(x+1)>=0
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Kapitola

Funkee

§9.1 Elementarnich funkce

Definice 32 (Zdkladni elementédrni funkce). N

Obecnd mocnina, mnohocleny, goniometrické, cyklometrické, exponencidlni a lo-
garitmické (a hyperbolické a hyperbolometrické) funkce se nazyvaji zdkladni ele-
mentdrni funkce.

Definice 33 (Elementdrni funkce). N

Funkce, které 1ze ziskat konetnym poctem secteni, odecteni, vynasobeni, podéleni a
slozeni zakladnich elementarnich funkci se nazyvaji elementdrni funkce.

Grafem funkce y = 22 je parabola (viz obr. 9.1), D(2?) = R, H(2?) = R{, jde o sudou funkci.
Jak se meéni tvar grafu pfi zvysujici se mocniné je znazornéno na obr. 9.2.

a4 a-
3 3
3 y 24
1 1
-2 -1 o 1 2 -2 -1 o 1 2
¥ i
Obr. 9.1: 22 Obr. 9.2: 22,
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Podobné jsou na obr. 9.3 a 9.4 znazornény liché mocniny, které jsou typickymi zastupci lichych
funkci. Dale je vidét, ze D(23) = R a H(z®) = R.

Eq 8

LB 6

4 y 4

249 2

[ 1 2 -2 e 0 /f 2
N i R P

4 ]

6] 6

_gd -gd

Obr. 9.3: Obr. 9.4: 3,

Vznik odmocniny z prosté ¢asti grafu mocniny, jakozto jeji inverze, je zobrazen na obr. 9.5,

kde je také vidét, ze D(vz) = H(v/z) = Ry
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Grafem funkce y = 7! je hyperbola, je to funkce lichd, D(z~1) = H(z~!) = R\ {0}. Oproti
tomu je funkce y = 272 sudd, D(z2) = R\ {0} a H(z~!) = R* (viz obr. 9.6). Podobné pro
vys$si mocniny.

Obr. 9.6: 1,

Grafem exponencidlnf funkee y = a®,a € R*\ {1} (pro a = 1 funkce degeneruje na konstantn{
funkei) je ezponencidla, D(a®) = R a H(a®) = RT. Funkce je na celém svém definiénim oboru
rostouct jestlize a > 1 a klesajici jestlize a < 1 (viz obr. 9.7).

Obr. 9.8: log, ., log
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Inverzni funkef k funkci exponencidlni je logaritmus y = log, z,a € RT \ {1}, jehoz grafem
je logaritmickd krivka, D(log, ) = R* a H(log, *) = R. Logaritmus je, stejné jako expo-
nencidla, rostouci, jestlize je jeho zdklad a > 1 a klesajici jestlize a < 1. (Viz obr. 9.8 a 9.9).
Piipomenme, ze logaritmus o zdkladu e (Eulerovo ¢islo) se nazyvé pfirozeny logaritmus (lo-
garitmus naturalis) a znaéi se Inz.

4

Obr. 9.9: 2% (ﬁ)l log, =, log

T

1
2

Mezi goniometrické funkce patii sinus, kosinus, tangens a kotangens. Vsechny tyto funkce jsou
periodické, pfricemz sinus a kosinus s periodou 27, tangens a kotangens s periodou m. Sinus,
tangens a kotangens jsou funkce liché, kosinus je funkce sudd. Na obr. 9.10 a 9.11 vidime,ze
D(sinz) = D(cosz) = R a H(sinz) = H(cosz) = [-1,1].

Obr. 9.10: sinx
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Obr. 9.11:

Déle na obr. 9.12 je vidét, ze grafy sinu a kosinu jsou az na posunuti 7/2 totozné.

Obr. 9.12: sinx,

Funkce tangens a kotangens jsou zobrazeny na obr. 9.13 a 9.14 a podobnost jejich grafu je
dobfe patrnd z obr. 9.15 (az na posunuti o m/2 a zrcadleni jsou totozné). Déle je vidét, ze
D(tgz) = R\ {(2k+1)5 : k € Z} (vSechna redlna cisla bez lichych ndsobki 7/2), D(cotgx) =
R\{k7 : k € Z} (v3echna redlnd cisla bez celo¢iselnych nésobku 7) a H(tg x) = H(cotg z) = R.

Obr. 9.13: tgz Obr. 9.14:
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Obr. 9.15: tgx,

Inverzni funkce k funkcim goniometrickym se nazyvaji cyklometrické a patif sem arkussinus,
arkuskosinus, arkustangens a arkuskotangens. Jejich graf a vznik z piislusné prosté casti
grafu goniometrické funkce je zobrazen na obr. 9.16, 9.17, 9.18 a 9.19. Zdlraznéme, ze funkce
arkussinus je lichd, rostouci a D(arcsinz) = [—1,1], H(arcsinz) = [—7/2,7/2].

Obr. 9.16: sin x, arcsin x

§9.1. ELEMENTARNICH FUNKCE

61

Funkce arkuskosinus nenf ani lichd, ani sud4, je klesajici a D(arccos ) = [—1, 1], H(arccos z) =

[0, ].

Obr. 9.17: cos x, arccos x

Funkce arkustangens je lich4, rostouci a D(arctgz) = R, H(arctgz) = [—7/2,7/2].

P

Obr. 9.18: tgz, arctgx
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Funkce arkuskotangens nenf ani lichd, ani suda, je klesajici a D(arccotg z) = R, H(arccotg z) =
[0,7].

Obr. 9.19: cotg x, arccotg x

§9.2. OPERACE S FUNKCEMI

63

89.2 Operace s funkcemi

,—[Operace s funkcemi}

o Plati
(f £9)(z) = f(x) £ g(z),
(f-9)(@) = f(z) - g(x).

Defini¢ni obor téchto funkei je prunikem defini¢nich oboru puvodnich funkei, tj.
D(f+g)=D(f)nD(g) = D(f - 9)-

(-4

Defini¢éni obor nové funkce je prunikem defini¢nich oboru funkei f a g zmenseny
o body, v nichz je g(z) = 0, tj.

o Plati

£ o
D(E) = D(f) N D(9)\ {z : g(x) = 0}.

Dalsi operaci je skladani funkei.

Definice 34 (Slozend funkce).

Necht u = g(z) je funkee s definiénim oborem D(g) a oborem hodnot H(g). Necht
y = f(u) je funkce s definiénim oborem D(f) D H(g).

Slozenou funkct (f o g)(z) rozumime piitazeni, které Vo € D(g) prifadi y = f(u) =
f (g(:l:)). Funkeci g nazyvame vnitini slozkou a funkei f vnéjsi slozkou slozené funkce.

fog

Obr. 9.20: Slozend funkce.
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Piiklad 64. o Funkce
F(z) = sina?

je sloZena z funkci f(x) = sinz a g(x) = 2? tak, ze
F(z) = (fog)(z) = f(9(2)).

o Funkce

G(z) = Ve
je sloZena z funkci f(z) = V/z, g(z) = e*, h(z) = 2z — 4 tak, Ze
G(a) = (fogon)(@) = f(9(h(@))-
Pozndmka. Pti urcovani defini¢nich oboru slozenych funkei je vhodné postupovat zevnitf.

Kazdy definiéni obor je prunikem vsech ziskanych podminek. Napi. je-li F(z) = +/f(z),
najdeme nejprve D(f), poté zjistime, ve kterych bodech je f(z) < 0 a ty odstranime, tj.

D(F) =D(f)\{x: f(z) <0}.
Tedy mimo defini¢ni obory zdkladnich funkei musime brat v ivahu napt. u funkce

o F(z)= f(iri;, ze g(z) # 0,

o F(z) =+/f(x), ze f(z) 20,

o F(z) =log, f(z), 7e f(z) >

o F(x)=tg f(x), 7e f(z) # 2k + 1)I, k€ Z,
o F(z) = cotg f(z), ze f(z) # knm, k € Z,

o F(z) = aresin f(2), 7e f(z) € [-1,1],

o F(x) = arccos f(z), 7e f(z) € [-1,1].

§9.3 Inverzni funkce

Definice 35 (Prostd funkce).

Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, 7e funkce f je na mnoziné M prostd,
jestlize pro kazdou dvojici x1,z9 € M plati

x1 # xa = f(x1) # f(22).

Pozndmka. Plati nasledujici tvrzeni.
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e Graf prosté funkce protind vsechny vodorovné pifmky nejvyse jednou.

A A

\ 4

Obr. 9.21: Zobrazena funkce je prosta. Obr. 9.22: Zobrazend funkce neni prosta.

e Je-li funkce na mnoziné M ryze monoténni, pak je na ni prosta.

Definice 36 (Inverzni funkce).

Necht f je prosta funkce. Funkci f~1, kterd kazdému y € H(f) piifazuje pravé to z,
pro které plati y = f(x), se nazyvé inverzni funkef k funkci f. Pideme = = f~(y).

ffw

Obr. 9.23: Inverzni funkce.

o D(f71) = H(f). H(F ™) = D(f).

—1\—1
. (f l) =f.
e Grafy funkci f a f~! jsou symetrické podle osy I. a III. kvadrantu (pifmky
y=ux).

o Je-li funkce f rostouci/klesajici, je také funkce f~! rostouci/klesajici.
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Obr. 9.24: Graf inverzni funkce.

Viypoéet inverzni funkce}

Iverzni funkei k funkei f uréime tak, ze v predpisu y = f(x) zaménime proménné x a
y, tim dostaneme = = f(y). Z této rovnice pak vyjadiime, je-li to mozné, proménnou
Y.

K elementéarni funkei je inverzni funkei jind elementarni funkce:

/(@) FA(C))
2® (x>0 Va

2 (2<0) -V

z? '

e’” Inz

a® (a#1) log, =
sinz  (z €[-%,5]) | arcsinz
cosz (x € [0,7]) arccos
tgz (ze€(-5,%)) | arctga
cotgz (z € (0,7)) | arccotgz

Pozndmka. Pro vsechna x, pro kterd ma zapis smysl, plati
(fof @) =z= ("))
Piiklad 65. Urcete inverzni funkci k funkci f a urcete D(f), H(f), D(f~%) a H(f™1).

W) flo) = 54, b) fla) = e

3v—4 3y—4
= ~ T =

2 2
20 =3y —4
Jy=2zx+4
2z +4 . 2x +4
- -
y 3 (=) 3
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D(f) = H(f) = D(f ) = H(f ) =R,
b) f(a) =

Y= esinz — T = esmz /ln()

Inx

siny /arcsin(-)

arcsinlnz =y = f7!(z) = arcsinlnz.
D(f) =R, funkce f je prostd pro z € [-5,%] = H(f™)
D(f™h):

>Inz=z>0= z¢c(0,00)
> arcsinlnz = Inze[-1,1]

1
—1<Ilnz<1 /e(') = el<z<e = ;L‘E{f,e}
e
D(f 00) N [.e] = [2
)

} e .
Celkem tedy H( =D(f Y= E,e}.

§9.4 Transformace grafu funkce

,—[Transformace grafu funkce} N

Necht je ddna funkce y = f(x) a nenulova redlnd éisla a, b.

o Uvazujme funkci § = f(z + a). Tato funkce m4 vuci ptuvodni funkei graf
posunuty bud’ doleva (je-li a > 0), nebo doprava (pro a < 0), a to o velikost
c¢isla a.

e Uvazujme funkei § = f(z) + b. Tato funkce m4d vuéi puvodni funkei graf po-
sunuty bud nahoru (je-li b > 0), nebo doli (pro b < 0), a to o velikost ¢isla
b.

Obr. 9.25: f(z) = (z+1)3 Obr. 9.26: f(z) =23+ 1
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§9.5 Priklady k procviceni

Piiklad 66. Nacrinéte graf funkce.
(i) y=a", (i) y = (~a)?, (W) y=a?+1,
(ii) y = —a?, (iv) y = (z +1)?, (vi) y = (1-2)°.
Piiklad 67. Nacrtnéte graf funkce.
(i) y=2- =, (iti) y =In(z —3),
(i) y= 5= —1, (iv) y =2 +e' ™.

Piiklad 68. Nacrinéte graf funkce.

(i) y =sinz, i(iv) y =2sinz, t(vii) y = tg(3z).
{(#) y = sin(3z), (v) y =sin(z — 1),
I(ii) y =sing, (vi) y =3 +sinz,

Piiklad 69. K danému grafu vyberte sprdvny funkéni predpis.

. a) tg(r +3) - L,
b) (z+1,5)° — 1,

. o i

2 d)fcotg(er 2 +1,

e) (x—1,5)° + 1.

Priklad 70. Urcete definicni obor funkce.

(i) f(z) = 72, (v) f(x) = i,
(ii) f(z)=V3—z, (vi) f(z) = G
(i) f(a) = =, (vii) f(z) = tg(z — 1),
() f(z) = o2, (viii) f(z) = 52%5 + V10— z — In(z + 2).
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Piiklad 71. Jsou ddny funkce f(z) = 2%, g(z) = £ a h(z) = Inx. Urcete sloZené funkce

T

(i) fog, (i) go f, (i) fogoh, () fohof
Priklad 72. Urcete slozky dané funkce.

(i) y = cotg® z, (iii) y = cosz”,

(ii) y = {/sin(a? + 3), (iv) y = logy \/tg(2 + ).

Priklad 73. Funkci y = sin g5 lze povaZovat za sloZeninu dvou, nebo t zdkladnich funkei.
Kterijch? (Popiste obé rrwzrwatz)

Priklad 74. K dané funkci f urcete funkci inverzni a nacrtnéte grafy obou funkci.
(i) f@) =20 41, (i) (2) = logy(z —2),
(ii) f(x) =257, (i) f(x) = g

Piiklad 75. Popiste viastnosti cyklometrickijch funket (arcsin, arccos, arctg a arccotg) a jejich
vznik jakoZto inverzi.

Piiklad 76. Urcete a nakreslete funkci inverznd k funkci f : y = 223 —

Priklad 77. Urcete definicéni obor dané funkce.

(i) f(z) =1In(a® + 4z - 5) + \/m’ (ii) g(z) = arcsin 252 + | /ZHL

Priklad 78. Urcete definicni obor funkce

rz—1
: y = arccotg ——— + logT2(2z + 21).
f Yy =} m g% ( )
Priklad 79. Nacrinéte graf funkce
f(xz) =2 — arcsin(z + 1).

Priklad 80. Urcete definicni obor funkce

-1 :
f(x)=In Sy arcsin%.

Priklad 81. Urcete definicni obor dané funkce.

1 1
fl@y=Vvi—z+—-, g(z)= —Inz.
T Vi-z T
Priiklad 82. Rozhodnéte, zda je dand funkce sudd, nebo lichd.
322 — 2
flz) = a T 9(x) =cosz — sina? — 2sin® z,
T

hi(x) =a® + 222 —x+4, ho(z) =In(z - 3).
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§9.6 Wolfram|Alpha
e Defini¢ni obor funkce.

domain of sqrt(x+2)/(x-1)

Kapitola

Limita funkce

e Obor hodnot funkce.

range of x72-5x+3

e Graf funkce. §10.1 Okoli bodu
plot y=x"3-1 for x from -2 to 2.5
plot y=tan(x) for x from -pi to 2pi and y from -10 to 10
Definice 37 (Okoli bodu).
o Inverznf funkee. Libovolny otevieny interval I € R obsahujici bod zp € R nazyvame okoli bodu xg

oznac¢ime jej O(xz).

inverse of x5

e Pruseciky grafu funkef.

intersections of y=3x"2+x-4 and y=2x+6

,—(Specidlm’ typy okoli bodu} N

e J-okoli bodu xg
O(;(.T[]) = (.’7,‘0 — 0,20 + (s).

e Prstencové (ryzi) d-okolf bodu zg
Os(10) = Os(0) \ {0} = (z0 — 8, 20) U (w0, z0 + 0).
e Levé a pravé d-okoli bodu g
Oy (z0) = (zo — 6, x0), Of (20) = [0, 70 + 0).
e Levé a pravé prstencové d-okoli bodu zg

Oy (z0) = (zo — 8, z0), O (z0) = (20,20 +4).

71
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§10.2 Limita funkce

Definice 38 (Limita funkce).

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xy limitu rovnu &islu L, jestlize pro Ve > 0 existuje
0 > 0 takové, ze pro Vo € Os(zo) plati f(z) € O:(L). Piseme

lim f(z) =L, popf. f(x) RNy

T—x0

Nepfesné, ale ilustrativné:

“Je-li x blizko xg, pak je f(x) blizko

L.
X
X:0 X, X+O
Obr. 10.1: Limita funkce.
Definice 39 (Jednostranné limity). N

Pouzijeme-li v definici limity 6;(T0) misto (55(270), ziskdme definici limity zprava

lim f(z)= L.

‘I—LI/;:»
Podobné, pouzijeme-li v definici limity @5’(70) misto 65(.’1}0), ziskdme definici limity
zleva
lim f(z)= L.
=Ty

Véta 19 (Jednoznacénost) }

Funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu / limitu zprava / limitu zleva.
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Definice 40 (Rozsifend mnozina realnych ¢isel). N

Rozsirenou mnoZinou redlnych ¢isel R* rozumime mnozinu redlnych c¢isel R
rozsifenou o body —oo a 400, tj

R* =R U {—00,4+00}.

Body 400 nazyvame nevlastni body, zatimco body mnoziny R nazyvéame vlastni
body.

Pro a € R definujeme:

® a+ 00 = 00, ® —00 — 00 = —00Q, ® 00 (—00) = —00,
® g — 00 = —00, ® 00 - 00 = 00, e |+ 00| = oo,

® 00+ 00 = 00, o (—00) - (—00) = o, .ﬁ:().

e Jelia>0, pak a- 00 =00,a- (—0) = —cc.

o Jellia<0,pak a-00=—00,a-(—00) = co.

Pozndamka. Nejsou definovény vyrazy
+o0
o —o00, =£oo0-0, —.
+o0
Tyto vyrazy nazyvame neurcité vyrazy.
Samoziejmé neni definovédno déleni nulou.

Definice 41 (Okoli nevlastniho bodu).

Okolim O(c0) bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (a, ), a € R, a podobné
okolim bodu —oo interval tvaru (—oo, a). Ryzim okolim nevlastnich bodu rozumime
totéz, co okolim téchto bodu.

Pouzitim okolf nevlastnich bodu v definici limity ziskdme definici tzv. nevlastnilimity a limity
v nevlastnim bodé. Definice limity se pak pro tyto specidlni pripady zjednodusi.

Definice 42 (Nevlastni limita).

Rekneme, ze funkce f mé v bodé zg ‘nevlastnd limitu 400 (—00), jestlize pro VY > 0
existuje § > 0 takové, ze pro Vo € Os(xo) plati f(z) >Y (f(z) < =Y).
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X

>

X:0 X, 5(+6

Obr. 10.2: Nevlastni limita.

Definice 43 (Limita v nevlastnim bodé).

Rekneme, ze funkce f md limitu L v nevlastnim bodé +oo (—o0), jestlize pro
Ve > 0 existuje X > 0 takové, ze pro Vo > X (Vo < —X) plati f(z) € O-(L).

AY

X X

Obr. 10.3: Limita v nevlastnim bodé.

§10.2. LIMITA FUNKCE

— PouZité pojmy
Limitu
lim f(z)=L
T—xT(O
nazyvame
o vlastni limita ve vlastnim bode, jestlize zo, L € R,
e nevlastni limita ve vlastnim bodé, jestlize g € R, L € {00},

o vlastnd limita v nevlastnim bod¢, jestlize xy € {00}, L € R,

o nevlastnd limita v nevlastnim bodé, jestlize zo, L € {£o0}.

,—(Véta 20 (Existence limity).}

Funkce f mé ve vlastnim bodé z¢ limitu pravé tehdy, kdyz ma v tomto bodé obé
jednostranné limity a ty si jsou rovny, tj.

lim f(z)=L & lim f(z) = lim+ f(z)=L.

T=T0 T—Ty z—x]

€

Pozndmka. Limita neexistuje, jestlize

> neexistuje néktera (nebo obé) jednostranné limity,

> jednostranné limity jsou ruzné.

Toho lze vyhodné vyuzit pii dikazu neexistence limity.
A

4

Z

Obr. 10.4: Limita v z(p neexistuje.
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Neni-li mozné ¢islo do funkce dosadit jinak nez “limitné”, muzeme piedstavu o limitnim § 10.3 SpOjitOSt funkce
chovani funkce ziskat i empiricky a to dosazovanim blizkych ¢isel. Podivejme se na chovani
funkce 22 pro x — 0F.

’ Definice 44 (Spojitost). N
T 1 0,1 0,01 0,001 0,0001 o Rekneme, 7e funkee f je spojitéd v bodé xy € R, jestlize
% 0,841470985 | 0,998334167 | 0,999983333 | 0,999999833 | 0,999999998 .
o€ D(f) a lim f(z)= f(xo)
=10
Z tabulky vidime, ze hodnoty se bliz{ jedni¢ce. A skutetné lim S22 — 1, -
Y ’ ¥ ! z—0+ T e Rekneme, ze funkce f je spojitd zleva v bodé zp € R, jestlize
weD(f) a lim f(x) = f(ao).
1%10
08
s o Rekneme, 7e funkce f je spojitd zprava v bodé zo € R, jestlize
04

o€ D(f) a 1im+ f(z) = f(=o)-

02
- T

Obr. 10.5: Graf funkce f(z) = 52, Definice 45 (Spojitost na intervalu). N

Rekneme, ze funkce je spojita na intervalu I, je-li spojitd v kazdém jeho vnitinim

POZOR - nejde o nepristfelnou metodu: bodé a v krajnich bodech (pokud patfi do I) je spojité zleva, resp. zprava.

z |1]0,1]0,01| 0,001 |0,0001 b g
sin? 10| 0 0 0 0
Pritom ,,liﬁ%h sin 7 neexistuje. Definice 46 (Body nespojitosti).
) Body, ve kterych neni funkce f spojitd, nazyvame body nespojistosti.
05
7 i s s 1 Pozndmka. Elementarni funkce jsou spojité v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

Véta 21 (Weierstrassova véta).}

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I. Pak je f na I ohrani¢end a

Obr. 10.6: Graf funkce f(z) =sinZ. A A ; : )
* nabyvé zde své nejvetsi a nejmensi hodnoty.

(Zkuste dosazovat ndhodnd ¢isla blizici se k nule zprava.

Napt. sin 555 = —0,8660253055.)




78 KAPITOLA 10. LIMITA FUNKCE

Véta 22 (Prvni Bolzanova véta).}

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I = [a, b] a necht plati f(a)- f(b) <
0. Pak existuje alespon jedno ¢&islo ¢ € (a, b) takové, ze f(c) = 0.

Véta 23 (Druhd Bolzanova Véta).}

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu I. Pak f nabyvd vsech hodnot
mezi svou nejveétsi a nejmensi hodnotou.

Obr. 10.7: Funkce spojitd na uzavieném intervalu.
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,—[Véta 24 (Pravidla pro pocitdn{ s liInitami).} N

Necht a € R*, k € R anecht f,g: R — R. Jestlize maji funkce f a g v bodé a limitu,
pak plat{

e limk =k,
r—a

lim [f(2) £ g(x)] = lim f(x) + lim g(a),

o lim [f(2) - g(w)] = lim f(x)- lim g(z),
o lim[k- f(2)] = k- lim f(2),

. - lim f(z) .
* e = e P (@) £0

.

Piiklad 83. e 1'11112(;52 +3z)=4+3-2=10,
T—r

e lim (arctgz + arccotgz) = 5 +0= 3,
T—r00
e lim %cosx =—00-1=—o0,
=0~ 7
. o1
° Ilglolc z-e® T o000 0,
.1 _ P
e lim (5 +Inz) =00— 00 = neurdity vjraz.
x P <
z—0t

Véta 25 (Limita slozené funkce).}

Je-li funkee f spojitd, pak plati

lim f((](x)) = f( lim g(z))

T—To T—T0

Poznamka. Pii vypoctech limit vzdy nejprve dosadime x = xg.

Priklad 84. o lim, o In L = [|In oo = oo,
o lim,,_carctge ™ = |larctge™™ = arctgoo|| = 3,
e lim, o+ Insinz = ||In0*|| = —o0,
i s = L = - =
o lim, ot 50z = [|5mor = o+ || = o
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§10.4 Vypocet limit

Jestlize pro viechna & € Os(zo) plati f(z) = g(z) a existuje limita lim g(z) = L,
T—x0
pak
lim f(z) =

T—T0

Odtud plyne, ze funkci lze pii vypoctu limity vhodné upravovat.

Piiklad 85.

22 -2 1
lim %72 2 81 = hmw: lim(xz + 1) = 3.
=2 x—2 T2 xr—2 T2

Nésledujici véta jiz byla pouzita v nékterych ptikladech.

— Véta 27. ~\

Necht lim, ., f(z) = k # 0 a lim,_,4, g(z) = 0. Existuje-li prstencové okoli bodu
T, takové, ze pro kazdé x z tohoto okoli plati

° {;EZ)) >0, pak limg_g, % = 400,

. j;((lr)) <0, pak limg g % - oo

— Véta plati i pro jednostranné okoli a limity.

— Pfi vypoctu limity typu ||%H, kde k£ # 0, k € R je potieba urcit obé jednostranné limity
a zjisit, zda jsou si rovny. Pokud ne, limita neexistuje.

Priiklad 86. e Limita

= 1)
neexistuje, nebot
i =, m i = o

"Matematika uf: nepiehlizejte nuly. (Gabriel Laub)

§10.5. PRIKLADY K PROCVICEN{

81

o Limita

nebot
lim

z—1+ (l’ — 1)2

Pozndamka. limg_,4, /(—

T

iy o = = o
L .
||io<; kERH =0.

,—(Véta 28 (Limita polynomu a rac. lom. funkce v +00).

= H()+ ||

\
J

Plati

lim (apz" +an 12" '+ +az+ag) = lim apz",
r—rFo00 T—+oo

anz™ +---+ag . ana"

im ————— = i .
=300 by ™ 4 -+ by @0 by g™

Piiklad 87. e lim (—2:705 +3z% — 22+ 8) = lim (-22°)
T r——00

= [[-2- (~o0)]| = +o0

: 22343221
° a,lggc a1-2z+2

e lim 3r+271:

2
ry—o0 —T2—8z+5

243274201 _

° llIIolc —422+3z+5

pravidla.

—oim 220 o 2 2] —

= lim 2% = lim 2 =|[Z[| =0
lim %: lim (—3)=-3
T—r—00 T—>—00

4 2
: T : z¢ 1 —
lim =7 = llgn == lima

§10.5 Priklady k procviceni

Priklad 88. Urcete limitu z grafu funkce.

(i) lim 3z + 1,
z—5

(1) lelolc arctg z,

iti) lim -
()

(iv) hmﬁ o

)
(vi)

Pozndmka. Neurcité vyrazy typu 2 07 oo lze Tesit pomoci derivaci, pouzitim tzv. L'Hospitalova

lim 1
z—0 %

hm In(z + 3).
-3+
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Piiklad 89. Urcete limitu.

(i) Jim, =55,

i) lim e
(#) Jim =5

. 23 _0p24 o (11
(iii) lim & 2x?+3+logs (1 v)'
T——2

z—sin 77 +2

Priklad 90. Urcete limitu.

2332242
(i) Jim S

(i1) lun ﬁﬁ;’ll

234202
(iii) hm 4z‘+4x1+z+3

. . 2_5 5
(iv) lim 2E,=5e+5 2zis,
T2 P

(v) li

4}0 sinz 7

(vi) hm

0 cosT— 1

: i Ta?—2x412
(i) lim s

: —227—z+1
(v) Tlggc 22510

2logg z—37 1 +1520
foi) lim g s

Piiklad 91. Z grafi zdkladnich funkci a nebo vypoctem urcete limitu.

1
g (sl
(1) lim (5= +2),

§10.6 Wolfram|Alpha

e Vypocet limity.

limit (x+3)/(2-x"2) as x—>1

(ii) lim eco®T,
2T

limit 37(1/x)-7 as x->-infinity

e Jednostrannd limita.

limit e”(cot(x)) as x->2pi from left

lim_(x->(2 pi)~-) e”(cot(x))

Kapitola

Derivace

§11.1 Definice a geometricky vyznam derivace

Definice 47 (Deriv

Bud f funkce a zg € D(f). Existuje-li
f(zo+h) — f(=zo) (
h

lim
h—0

— lim M)

T—T0 T — X0

nazyvéme tuto limitu derivace funkce f v bodé x¢ a znaéime ji f'(z¢). Je-li tato
limita vlastni, nazyvame ji vlastni derivace, je-li nevlastni, nazyvame ji nevlastni
derivace. Jestlize tato limita neexistuje fekneme, ze funkce f v bodé zy derivaci
nema.

,—[Geometrick;ﬁ vyznam derivace}

Se¢na grafu funkce f prochézejici body [zo, f(z0)] a [zo + h, f(zo + h)] ma smérnici

b = f($o+h])1’—f($o).

Jestlize se s bodem xp + h blizime k bodu zg (tj. provddime limitn{ pfechod h — 0),
prejde tato sefna v teénu v bodé [z, f(zo)]. Smérnice tetny ke grafu funkce f v

bodé ¢ je tedy
lim flzo+h)— f(:z:o)’
h—0 h

coz je presné derivace funkce f v bodé zg.

83
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X, x,+h X

Obr. 11.1: Geometricky vyznam derivace.

M4-1i funkce f v bodé xq derivaci, pak je v tomto bodé spojita.

Pozndmka. Obrécend véta neplati. Napf. funkce f(x) = |z je spojitd na celém R, ale v zp = 0

nemad derivaci.

Definice 48 (Derivace na intervalu).

"X

Obr. 11.2: Graf funkce f(z) = |z|.

Necht m4 funkee f derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu I. Pfedpisem, ktery
kazdému bodu x z intervalu I priradi derivaci funkce f v bodé z, je definovina
funkce, kterou nazyvame derivace funkce f na intervalu I a oznacujeme ji f'.

§11.2. PRAVIDLA A VZORCE 85

‘) Ga el o ) — ! / df dy
Pozndmka. o Derivaci funkce y = f(z) se mimo f’ také znaciva y', 3=, G2.

o Vyraz df(z) = f/(2)dz nazyvame diferencidl funkce f v bodé z.

e Funkce f mé v bodé z diferencidl (je diferencovatelnd v bodé ) < existuje vlastni
derivace f'(zp).

§11.2 Pravidla a vzorce!

— Pravidla N

Necht f a g jsou funkce, ¢ € R.
o (fxg)=f =4,
.« fy=c 1,

9 =[f9+fg,

.
—~
\

— Vzorce ~\

Necht a,b,c,a €R, a,b>0, a#0, b# 1.
e (sinz) =cosz,
. () =0, e (cosx) = —sina.
. () — g . (tg2) = ok,
o (¢7) = o7, o (cotga) = ﬁ
o (@*) =a® Ina, o (arcsinz) = \/1177,
e (Inz) = %7 o (arccosz) = — 11712,
o (logyz)' = 3, o (arctgz) = H%
o (arccotg ) = — 7.

"Pro derivovéni je potfeba jen slabd mysl a silnd pravacka. (Ron Getoor)
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Pro slozenou funkei plati
(fog) (@) =[f(g@)] = f'(g(=)) - ¢ (),

kde existence derivace vlevo (a uprostied) plyne z existence derivaci vpravo.

Pozndmka. e Vyraz f'(g(x)) znamend derivaci funkce f vypoctenou v bodé g(z).

e Pii derivovéni slozené funkce je vhodné zacit od vnéjsi slozky a pokracovat dovniti (jako
loupdni cibule), tj.

(fogoh)(z)=[f(g(h@))] = f'(g(h(x))) - ¢ (h(x)) - I (x).

Definice 49 (Derivace vyssich rada).

Necht f je funkce a f’ jeji derivace. Existuje-li derivace (f')’ funkce f’, nazyvdme ji
druhd derivace funkce f a znacime ji f”.

Obecné n-tou derivaci, n € N, funkee f rozumime funkei f() = (f(7"’]>)"

Poznamka. e Pro derivace vyssich tadi budeme pouzivat znaceni
fl, f”AfW, f(4)~ f(5)‘ . ,f(n)‘

e V ostatnich typech znaceni se n-ta derivace pise jako

) dnf dny
v dan’ dzn’

§11.3 Fyzikalni vyznam

,—[Fyzikdlm’ vyznam deri’uace} N

e Derivace f'(zg) vyjadiuje okamzitou rychlost zmény funkéni hodnoty funkce
f v bodé xg. Tj. je-li f'(z¢) = ¢ € R, potom na jednu jednotku zmény hodnoty
nezavisle proménné x pripada c jednotek zmény zavisle proménné y.

e Zejména z toho plyne, Ze je-li ¢ > 0, pak s rostoucim x roste i y, a je-li ¢ <0,
pak s rostoucim x y klesa.

§11.3. FYZIKALNI VYZNAM

87

yl

7 - —>

Obr. 11.3: Rychlost zmény.

Snadno muzeme pomoci derivaci{ odvodit zdkony klasické mechaniky:

e Rychlost je zména polohy v ¢ase v = §. Potom okamzita rychlost v case ¢ je

. s(t+h)—s(t) ds
)(t) = lim ————F = —.
o) = iy h dt

e Zrychleni je zména rychlosti v ¢ase, tedy podobné obdrzime

dv  d3s
odt de?’

e Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mu.

e Sila je derivaci hybnosti dle ¢asu

dp d(mv) dm n dv 04 dv
=== =—v+m— = m— =ma
dt dt dt dt dt
Tim jsme odvodili 2. Newtonuv pohybovy zdkon (a = %)

Zdkon sily

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundam li-
neam rectam qua vis illa imprimitur.

(= Jestlize na téleso pusobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je primo
dmerné pusobici sile a neprimo dmeérné hmotnosti télesa.)
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§11.4 Priiklady k procviceni

Piiklad 92. Uréete derivaci ndsledujicich funkci.

(i) f(z) =0, (v) flz) = DS,

(i) f(z) = (i) f(z) = 355,

(iii) f(x) = =223 + 22 — da + 3, (vii) f(x) =2sinz + cotgz,
)=

(iv) f(z) =z - + 63, (viii) f(z) =xtga.

Priklad 93. Urcete derivaci funkce f v bodé xg.

(i) f(z) =322+ 22 -8, vp = —1, (it) f(z) =In(tgz), o

T
Priklad 94. Urcete funkéni hodnotu a hodnotu proni a druhé derivaci funkce f v bodé x.
(i) f(z) =V32t+1, zp=—1, (ii) f(x) = zsin(2x), 29 = §.

Priiklad 95. Zderivujte a upravte.

(i) f(x)=x%e"sinz, (w) f(z) = lnz
(i) f(x) =267, (v) f(z) = 375,
(iii) f(z) = Va?—1, (vi) f(x) = arccotg(2z).

Priklad 96. Zderivujte a upravte.

(i) f(x) = 32%(sine — 3In), (vi) f(x) = cos?a,
(i) f(z) = (22 + 6)47 (vii) f(z) = zsin?(2z),
(iii) f(z) = V32 — 202 + bz — 1, (viii) f(z) = =2,
(i) 1(@) = wgtr (ix) f(z) = 72"+,

(W) f(z)= ’/zl+1 (z) f(z) = arccotg I?fl

Priiklad 97. Zderivujte a upravte.

(i) f(x) =2 +5% i) f(z) = (sinz)e?,
(i) f(x) = 2", i(iv) f(z) = (Inz)'s®.

§11.5. WOLFRAM|ALPHA 89

Piiklad 98. Zderivujte a upravte. (Nenechte se odradit tim, jak hrozné vypadd zaddni. De-
rivovdni je ¢isté mechanickd zdleZitost a staci se v tom “jen” neztratit.)

(i) f(z) =52°V5%, (iv) f(z) =Inln(z — 3) + arcsin 232,
(ii) f(x)=1In?cos? 25, ) f(z)= m7
(iti) f(x) = arccos 10g§ 22, (vi) f(x) = sinz?sin? 2.

Priiklad 99. Zderivujte:
3 3 3/
f(x) = 52" —2cosz + yrE g(x) = —, h(z) = {/sin(2z).
x
Piiklad 100. Urcete hodnotu 3. derivace funkce f(x) = 5a° + 4a3 — 2% + 1 v bodé zg = —2.

§11.5 Wolfram|Alpha
e Vypocet derivace.

derivative of cos(2x"3) (5x-1)

e Derivace vyssiho fadu.
second derivative of sqrt(ln(x))

third derivative of 1n(x~(1/3))
4th derivative of 1ln(x~(1/3))
5th derivative of sin(2x)

d~5/dx"5(sin(2 x))

e Hodnota derivace v daném bodé.

7th derivative of sqrt(x) where x=1
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Kapitola

Pouziti derivaci

§12.1 L’Hospitalovo pravidlo

,—[Véta 31 (L’Hospitalovo pravidlo).} N

Necht o € R* a necht funkce f a g jsou definované v néjakém ryzim okolf bodu « a
maji zde derivaci. Necht dale plati bud
lim f(z) = lim g(z) =0,

T T—ra

nebo

Pak plati
!
lim @) = lim f/(m)7
z—a g(z) a—a g'(z)

pokud limita na pravé strané existuje. Stejné tvrzeni plati i pro obé jednostranné

limity.

Pozndmka. e L’Hospitalovo pravidlo muzeme pouzit opakované.
e Lze ho pouzit pfimo na limity typu % ase.

e Vhodnou tipravou lze pfevést neuréité vyrazy typu 0-oco, 0o —o00, 1%, 0% a oo na jeden

7 tvp 0 =
z typu g, o-

Pii pouziti L’Hospitalova pravidla nederivujeme vyraz g E:; jako podil, ale derivujeme

zv1ast funkei v ¢itateli a zv1ast funkci ve jmenovateli.
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§12.2 Tecna a normadla ke grafu funkce

Necht je f(z) funkce spojitd a ma derivaci v bodé xg € D(f). Potom pifmku
y = flzo) = f'(z0) - (& — x0)

nazyvame teéna ke grafu funkce f v bodé xg a pitimku

y— f(zo) = —

1
f’(ﬂfo) : (1 - xO)

nazyvame normdla ke grafu funkce f v bodé z¢ (v piipadé, ze f'(x¢) # 0).

Obr. 12.1: Te¢na a norméla.

§12.3 Priklady k procviceni

Priklad 101. Urcete limity.

. . 234244 . . In(14sinz)
(Z) Ill}n,lg T4+323+8? (7‘7)) 71:51}) sin3z  ?
RN sin : Inax
sinw v) lim 2L
(i4) lim s, (v) Jlim 7%
s . z s In(1+sinz)
(iii) TlgrolC e (vi) llg}) Sindzarccosz

§12.4. WOLFRAM|ALPHA
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Piiklad 102. Urcete limity.
f(i) lim (1 —sinz)tga, f(ii) lim xei,
T z—0F

I(i) lim tg2zln(tgz),

1
w) lim rew.
Ty i )xﬂO* ’

Priklad 103. Urcete rovnici tecny funkce f v bodé xy.

(i) f(z) = ;{fg, xo = —2, (i) f(x) =2z +sinaz,

Priklad 104. Urcete rovnici normdly funkce f v bodé xg.

(i) f(z) =2 +Inz, =1, (ii) f(z) = Y1 —=z,

§12.4 Wolfram|Alpha

e Tecna.

tangent to y=x"2 at 2

e Normédla.

normal to y=x"(2/3) at 8

e Limita.

limit (1n"5(x))/(x-3) as x->infinity

xro=T.

1():9.
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Kapitola

Prubéh funkce

§13.1 Monotonie a lokalni extrémy

Veta 32.]

plati

€

Necht je funkce f spojitd na intervalu [a,b] a ma derivaci na intervalu (a,b). Pak

e Funkce f je v [a,b] konstantni pravé tehdy, kdyz Vz € (a,b) : f'(z) = 0.
e Jeli f'(z) >0, Vo € (a,b), pak je funkce f na intervalu [a,b] rostouci.

o Je-li f(z) <0,V € (a,b), pak je funkce f na intervalu [a,b] klesajici.

bodé x = 0 ma nulovou derivaci.

€

Obracené tvrzeni neplati. Napf. funkce
f(z) = 2 je na celém R rostouci, ale v

Definice 51.

x v néjakém okoli bodu z plati

fz) < f(=o),

lokdlni extrémy.

Rekneme, Ze funkce f mé v bodé xq lokdlni mazimum (minimum,), jestlize pro kazdé

(f(2) = f(20))-

Pokud pro = # xo plati pfedchozi nerovnosti ostie, mluvime o ostrém lokdlnim
maximu (minimu). Souhrnné nazyvame (ostré) lokalni maximum a minimum (ostré)

95
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Ma-li funkce f v bodé z lokdln{ extrém, pak f’(zo) = 0, nebo f’(zg) neexistuje.

»
' o

X

Obr. 13.1: Najdéte vSechny extrémy zobrazené funkce a rozhodnéte, které z nich jsou ostré.

Definice 52.

Je-li f'(z¢) = 0, pak bod x¢ nazyvdme staciondrni bod funkce f.

—~Véta 34. .

Necht je funkce f spojitd v bodé z¢ a necht existuje jeji derivace v néjakém prs-
tencovém okoli tohoto bodu. Ozna¢me L levé prstencové okoli bodu xy a R pravé
prstencové okoli bodu xg.

o Jestlize plati
fl(x)>0prox € La f'(z) <0proz € R,

pak ma funkce f v bodé x( ostré lokalni maximum.

o Jestlize plati
f(x)y<O0proxeLaf(xr)>0prox€R,

pak ma funkce f v bodé x( ostré lokdlni minimum.

§13.1. MONOTONIE A LOKALNI EXTREMY
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Necht f'(x9) =0 a f"(xq) # 0. Pak m4 funkce f v bodé zp lokdlni extrém a to
o lokdln{ maximum, jestlize f”(x¢) < 0,

o lokdln{ minimum, jestlize f”(z¢) > 0.

Piiklad 105. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x) = —a% + 4z — 3.

Reseni:

(i) fllzg)=-22+4=0 & z=2.

sgn f’ + -
/ / N

Funkce f mé tedy v z = 2 lokdlni maximum s hodnotou f(2) = 1.

(i) fllz)=-22+4=0 & z=2.
ffx)y=-2 = f"(2)=-2<0.

Funkce f mé tedy v z = 2 lokdlni maximum s hodnotou f(2) = 1.

e

-3

Obr. 13.2: Graf funkce f(z) = —2? + 4z — 3.
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§13.2 Konvexnost, konkdavnost a inflexni body

Definice 53.

Funkci nazveme konvezni (konkdvni) v bodé x, jestlize jeji graf lez{ v prstencovém
okoli bodu zp nad (pod) tetnou v tomto bodé.

Funkci nazveme konvexni (konkdvni) na intervalu I, jestlize je konvexni (konkdvni)
v kazdém bodé tohoto intervalu.

— Véta 36.

Necht funkce f(x) ma derivaci na intervalu (a, b). Pak plat{
o jestlize Vx € (a,b) plati f”(x) > 0, pak je funkce f konvexnf na intervalu (a, ),

o jestlize Va € (a,b) plati f(z) < 0, pak je funkce f konkdvni{ na intervalu (a, b).

L

J

Pozndmka. Opacné tvrzeni neplati. Napt. funkce f(z) = 2 je konvexni na R, ale f”(0) = 0.

Obr. 13.3: Graf funkce f(z) = 2*.

Rekneme, ze funkce f ma v bodé zq inflezni bod, jestlize v bodé xy existuje tecna
ke grafu funkce a f” zde mén{ znaménko (tj. graf funkce se méni z konvexniho na
konkdvni, nebo opacné).

§13.2. KONVEXNOST, KONKAVNOST A INFLEXN{ BODY 99

Pozndamka. Funkce f muze mit inflexni bod v bodé z, ve kterém:

1" —
o f"(z0) =0, o f"(xp) neexistuje.

Obr. 13.4: Graf funkce f(z) = 23 s in-

3 Obr. 13.5: f(z) = /= s inflexnim bodem.
flexnim bodem.

— Véta 37. 2

Necht m4 funkce f v bodé g spojitou prvni derivaci a necht existuje ryzi okoli bodu
Zp, v némz existuje druhé derivace funkce f. Oznac¢me L levé ryzi okoli bodu z¢ a
R pravé ryzi okoli bodu zg. Pak jestlize

f'(z)>0vVzeLaf'(z)<0 VzeR nebo naopak,

pak mé funkce f v bodé z( inflexni bod.

Piiklad 106. Zjistéte, pro kterd x € R je funkce f(x) = 23 — 622 + 62 — 3 konkdvni/konverni
a najdeéte jeji inflexni body.

Reseni: f/(z) =322 — 12046, [f'(z)=6x—-12=0 < z=2.

T (—OO, 2) (Qf OO)
sgn f” — +

Funkee je konkdvni pro x € (—o0,2) konvexni pro z € (2,00) a vz = 2 md inflexni bod s
hodnotou f(2) = —7.
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Obr. 13.6: Graf funkce f(r) = 2® — 62% + 6z — 3.

§13.3 Asymptoty

Definice 55.

Pifmku, kterd je tecnou ke grafu funkce f v nékterém nevlastnim bodé, nazyvdme
asymptota funkce f.

— Véta 38. 2

Funkce ma

o asymptotu bez smérnice v = xy pravé tehdy, kdyz ma v bodé zy nevlastni
limitu zleva nebo zprava,

o asymptotu se smérniciy = ax + b pro x — Foo pravé tehdy, kdyz

a= lim MER a b= lim (f(z)—az)€eR.

z—too r—+oo

Pozndmka. Je-li limita limmﬁmar f(z) = oo nebo linl.z‘%.?:a f(z) = foo, pak je svisld piimka
r = ¢ asymptotou bez smérnice funkce f v bodé xy. Tedy asymptoty bez smérnice hleddme
?v dirdch”nebo na okraji definiéniho oboru.
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971 X

Obr. 13.7: Jedna asymptota bez smérnice, dvé vodorovné se smérnici.

Obr. 13.8: Jedna asymptota bez smérnice, dvé sikmé se smérnici.

§13.4 Pribéh funkce — shrnuti

,—[Postup pri vySetrovdni prubéhu funkce} N

(i) Primo z funkce:

e D(f), sudost/lichost, periodi¢nost, pruseéiky s osami, klad-
nost/zapornost,

e asymptoty (se smérnici, bez smérnice).
(ii) Z pruni derivace: rostouci/klesajici, lokdlni extrémy.
(i) Z druhé derivace: konvexni/konkdvni, inflexni body.

(iv) Nacrtnuti grafu: ke véem vySe zminénym bodum dopoéitdme funkéni hodnoty
a zkombinujeme zjisténé informace.
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Postupné tedy plnime nasledujici body:

a) defini¢ni obor, j) druhou derivaci,
b) sudost/lichost (periodicnost), k) kde je f konvexni/konkdvni,
¢) asymptoty bez smérnice, .
1) inflexni body,
d) asymptoty se smérnici,
e) pruseciky s osami,
f) kladnost/zapornost,
g) prvni derivaci, m) funkéni hodnoty ve vyznamnych bo-
h) kde je f rostouci/klesajic, dech,
i) lokalni extrémy, n) nacrtneme graf.
Priklad 107. Vysetrete prubéh funkce
2
x
T)=—
f(@) z+1

Regent:
a) Funkénimu predpisu vyhovujf véechna redlnd ¢isla takovd, ze x + 1 # 0. Proto mdme
D(f) = R\ {-1}.
b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazenim —z. Ponévadz plati

72

Flem) = -

# +f(),

nenf zadand funkce ani lichd, ani sudd (coz je vidét uz z nesymetrie definiéniho oboru).
Vzhledem k defini¢cnimu oboru je zfejmé, ze funkce nemuze byt periodicka.

¢) Asymptoty bez smérnice popisujf limitni chovéni funkce v bodech nespojitosti (nebo na
okraji defini¢niho oboru), proto pfimym vypoétem ihned dostaneme

z? z?
lim — =— lim = —(400) = —o0,
-1t x+1 z——1t T+ 1
2 2
lm —— = lim -2 = —(—00) = 0.

a—-1- z+1 an-1- z+1

Funkce m4 jednu svislou asymptotu z = —1.
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d) Pomoci vzorcu uréime asymptoty se smérnici (pokud existuji).

2
a= lim — ‘x =-1,
z—too 22 +x
2
b= lim — +zr= lim —— =
z—too x4+ 1 z—too x4+ 1

Funkce f(z) mé tedy v +00 i —oo asymptotu se smérnici, kterd je ddna rovnici y =
—z+1.

tedy P, = [0,0],

asosouy (= z=0):

=0 <= y=0,
tedy P, = [0,0] = P,.

f) Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(z) kladnd a zdpornd:

x (=o00,=1) | (=1,0) | (0,00)
sgn f + - -

f kladna ZAporna | zaporna

¢) Spocitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

—x? — 2z

wr? D(f') =R\ {-1}.

f'@) =

h) Nynf uréime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

fllz)=0 <= —z(@+2)=0 <= z1=0, 22=-2.

T (—007—2) (_27_1) (_LO) (Oﬁoo)

snf | - n P
/ N\ / 4 N\
i) Z tabulky vidime, ze funkce md v = —2 lokdlni minimum a v 2 = 0 lokdln{ maximum.
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j) Spocitdme druhou derivaci a uréime jeji definiéni obor

o N —2r—2 =2
F@) =i = (@ +1)3

D(f") =R\ {~1}.

k) Uréime kritické body a intervaly konvexnosti a konkdvnosti, tj.

Fla)=0 <« -2=0,

coz je nesmysl. Druhd derivace tedy nemé zadny nulovy bod. Nesmime ovSem zapome-
nout, ze jeji znaménko se muze zménit i v bodech, ve kterych neni definovéna (tj. v
,dirdch* jejiho definiéniho oboru).

T (=00, —1) | (—1,00)
sgn f” + -
f U N

1) Funkce nemd zadny inflexni bod (—1 & D(f)).

m) Zrekapitulujme vyznaéné body a spoc¢téme v nich funkén{ hodnoty.

— Pruseciky s osami P, = P, = [0,0].
— Lokaln{ minimum v z = =2, f(—2) = 4, tedy jde o bod [-2,4].
— Lokéaln{ maximum v z = 0, f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].

n) Nyni zkombinujeme vSechny ziskané informace a obdrzime graf funkce

0 00 00 00 00 dhod 00 00 05 00 00 a0 Kb G0 00 00 4O 46 00 00 00 06 W O

2

Obr. 13.9: Graf funkce f(z) = —

§13.5. PRIKLADY K PROCVICEN{

§13.5 Priklady k procviceni

Priklad 108. Urcete prubéh funkce.

(i) f() = 7%,
(ii) f(z) =
(ii) f(z)= 35,
(iv) f(x) = 22,
(v) flz) =55,

(i) flo) =232,
(vii) f(z) = 554,
(vidi) f(x) = 75,

tlix) f(x) =ze 2,
i(z) f(z) = % +Inz.

Piiklad 109. Je ddna funkce f(x) = 2®e™%. Urcete:

(i) Pro kterd x je tato funkce klesajici.
(i) Pro kterd x je tato funkce konkdvnt.

(i1) Asymptoty bez smérnice.

() Vodorovné asymptoty.
(v) Najdéte lokdlni mazima.

(vi) Najdéte inflexni body.

Pozndmka. Vyzkousejte dopocitat vSe k dokonceni vysetfovani pribéhu funkce z piikladu
109. Jeji graf vypada takto:

Obr. 13.10: Graf funkce f(z) = z%e™?.

Piiklad 110. Urcete inflexni body funkce f(x) = In(222 — 3z + 4).
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22

Priklad 111. Které tvrzeni NEPLATI pro funkci f(z) = E

a) je sudd, b) jeji derivace md v bodé 3 hodnott 7%, ¢) je klesagict pro x > 8,
d) v bodé 2 je konkduvni, e) md lokdini mazimum v x = 0.

§13.6 Wolfram|Alpha

e Lokdlni extrémy.

local extrema of (x-1)/(x"2+1)

e Inflexni body.

inflection points of (x-1)/(x"2+1)

e Asymptoty.

asymptotes y=(x"2-1)/(5-x)

o Graf funkce.
plot y=(x"2-3)/(x"2+9)

plot y=(x-1)/(x"2+1) for x from -3 to 4 and y from -1 to 0.5

Kapitola

. Neurcity integral

§14.1 Definice a vlastnosti

Definice 56 (Neurcity integral). <

Necht jsou F a f funkce definované na otevieném intervalu I C R. Jestlize plat{
F'(z) = f(x) Ve el,
pak funkci F' nazyvame primitivni funkce k funkei f, nebo neurcity integrdal funkce
f na intervalu I. Piseme
/f(:l:) dz = F(x).
Existuje-li k funkce f primitivni funkce na intervalu I, pak fikdme, ze funkce f je na

I integrovatelnd.

7 definice je vidét, ze integrél je jakési antiderivace, tj. integrovanim ziskdme ze znamé deri-
vace zpét puvodni funkci. Proto je také vétsina vzorcu pro integrovéni elementarnich funkei
shodnd se vzorci pro derivace, jen ¢teno zprava doleva (a upraveno).

Je-li funkce f spojitd v intervalu I, pak je zde integrovatelna.

Pozndmka. Primitivni funkce (tedy vysledek po integraci) je vzdy spojitd, nebot k nf existuje

derivace (je diferencovatelnd).

Véta 40 (Jednoznaénost).}

Primitivni funkce je uréena jednozna¢né az na aditivni konstantu.
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Napf. protoze plati (22)" = 2z, je funkee 22 primitvni funkei k funkei 2z. Podobné ale také
(1‘2 + 4)’ = (.’L‘Q - 8)/ = 2z. Tedy 22 + ¢ je primitvni funkce k funkci 2z pro libovolné ¢ € R.
Konstantu ¢ nazyvame aditivni (integracni) konstanta. Z toho je zfejmé, ze primitivn{ funkce
nenf jedina funkce, ale cela mnozina funkef lisicich se o konstantu.

— Vzorce ~\

Necht A, B,a,c,k,n € R, a >0, n # —1.

L. [kdry=kz+c, 8. [—Ldv=tgz+c,

- 21

2. [atde =L+, 9. [ s de = —cotgz +c,
‘1

3. [sdz=In|z|+c, 10. [ = do = arcsin § +c,

4. T . — a® - . b
Ja®de = {5+, 1. [—odr=In|z+VaZ£B| +c,
xr — T
5. Jef dv=et e, 12. [ mtsde = Larctg & +c
c ) AT AT = g EATE6
6. fsinxdzzfcosxch,

+c.

g 1 L 1 Atz
13. [ prmde = mln‘/‘_r

7. [coszdx =sinz +c,

Véta 41 (Linearita).

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu I a a, b jsou realnd éisla. Pak na
1 plati

/af(x)#»bg(z)dx:a/f(z)d1‘+b/g(x)d1:

Priklad 112.
/(3r3*sinw+ V) dﬂc:3/x3d$7 /sinxdx+ /zl/adx

2 z6/5
:Sz+cl+cosw+c2+6—/5+03

= %m‘1+cosz+gvs 26 +c.

Pozndmka. Prii derivovani slo jen o spravné pouziti vzorcu a jejich znalost. Integrace je ¢asto

funkce.
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§14.2 Metoda per partes

Metoda per partes ¢dstecné nahrazuje chybéjici pravidlo pro integraci soucinu.

— Véta 42. N

Necht jsou funkce u a v diferencovatelné na intervalu I. Pak na I platf

/u(z)’u'(:zr) dz = u(z)v(z) — / o' (x)v(x) da,

jestlize integrdly na pravé strané rovnosti existuji.

Poznamka. Jako funkei u, tedy tu, kterou pii pouziti véty derivujeme, volime zpravidla funkci,
kterd se pii derivovani “vice zlepsi”. Protoze nds budou zajimat vyhradné integrandy typu
polynom krét jind funkce, volba bude vypadat nasledovné. Je dan integral

[ P@)f)aa,

kde P(z) je polynom, fesime pomoci metody per partes takto:
> Je-li f(z) jedna z funkef e#*, sin(kz), cos(kx), pak volime u = P(z).
> Je-li f(z) jedna z funkef In 2, arcsin , arccos z, arctg z, arccotg x, pak volime u = f(z).

Metodu per partes lze pouzit opakované.
Priklad 113.

u=z u' =1

/ rsinzdr =

=xz-(—cosz) — /1~(7(iOS.’E)dC17:7CITCOS.'E+-/COSCITd.’L‘

v =sinx v=—coszx

= —xcosz +sinz + c.

Pozndmka. Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
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Priklad 114.

u=In%z ' =2Inz-
v = 3a? v=a’

/ 322 In?zde =

. 1
:.1:31n2x7/2 Inz-—-23de

u=Inx

:1‘3-11121‘72/:172111:1:d1‘: 2

v =x

3 3
3 Py x z° 1
=23 . n?z—2lnz- — | . Zde
z° - In“x |:IIL 3 ‘/3 x(.L:|

. 3 2
=z“~ln2z—2%lnx g/zzdr
2 2 3
=23 In? 1731 111¢+§ %4»0
. 2 2
=23 . In? z—gx lnx—ﬁ-gx;-ﬁ—c

§14.3 Substitu¢ni metoda

Substituéni metoda se pouzivd pro vypocet nékterych integralu ze slozenych funkei a také
pro vypocet nékterych integralu ze soucinu ¢i podilu funkef.

,—[Véta 43 (Substituéni metoda I)} N

Necht f(t) je funkce spojitd na intervalu I, necht méd funkce ¢(z) derivaci na inter-
valu J a necht plati ¢(.J) = I. Potom na J plat{

[ #etan- @y = [ e

dosadime-li do vyrazu na pravé strané t = ¢(x).

Pozndmka. Za novou proménnou ¢ volime vnitini slozku slozené funkce f(¢(x)), tedy t =
¢(z). Odtud diferenciaci dostavdme dt = ¢'(x) dz (porovnejte se vzorcem ve znéni véty).

Priklad 115.

. 1 t=Inz
/sm(lnyr)-;:dz,— |dt:%d.’lf

= /sintdt: —cost+c=—cos(lnz)+c.
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,—[Véta 44 (Substituéni metoda H).} N

Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I, nechf m4 funkce ¢(t) na intervalu J
nenulovou derivaci a necht plati ¢(J) = I. Potom na I plat{

/f dr*/f t)dt,

dosadime-li do vyrazu na pravé strané t = ¢~ (z), kde ¢~ !(x) je funkce inverzni k
funkci o(z).

J

.

Pozndamka. e Priestoze prava strana vztahu pro substituci vypada slozitéji nez leva strana,
vhodnou volbou substituce dodjde ¢asto naopak k vyraznému zjednoduseni.

e Porovname-li obé uvedené substituc¢ni metody, zjistime, ze jde o jediny vztah, ktery lze
vyuzit zprava doleva, nebo naopak.

Priiklad 116. Primé pouziti véty:

g =1
. _ >
/SIH(QCL‘ +1)dz de — %dt
= /Sin(?‘5 + 1) . 1dt = l/sintdt
2 2
1 T = 2 1
77§cost+cf P | 77§cos(2m+1)+c.
V tomto pripadé snadnéji:
t=2x+1
/sin(?z +1)dz= | dt =2dz
dz =1dt

— 't 1dt* 1 xt+,7 I,ﬂ(z,.+1)+.
7‘ s B = 2CO§ Cc= 2COb Xz C.

Je uziteéné ml’t na paméti i nésledujl’(i dva dﬁsledky substituéni metody, protoze mohou

Dusledek. Je-li F pmnltlvm funkce k funkm f , pak plati

/f az + ) d —F(az +B8) +

Priklad 117.
/\/de: /(41‘+5)1/2dw
( (4a + 5)3/2 ‘

: +
Bl )
4 3 6

(4z +5)3 +c.
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Dusledek. Plati

S )
~/f() = |f(@)| +

" bz T 5 6z
2 dr=5 [t dr=2 2 d
/31‘2+5 § 5/3x2+5 v 6/3x2+5 !

5 5 .
:61n|312+5|+c:6111(3:L'2+5)+c<

Priklad 118.

§14.4 Racionalni lomena funkce

Poznamka. Jiz vime, ze kazdou raciondlni lomenou funkei, kterd neni ryze lomend, 1ze pomoci
déleni polynomiu pfevést na soucet polynomu a ryze lomené raciondlni funkce.

Budeme se tedy zajimat pouze o integraly z ryze lomenych raciondlnich funkei.

Zamétime se na 4 typy integralu:

A , A .

L f ar+b dz, 3. f az2+bz+c dz,
A Axz+B

2. [ =0 dz, n €N, 4 [ ey de,

kde A, B,a,b, c,p, q jsou redlna cisla.
Typ 1 a 2 fesime substituci ¢t = ax + b.
Priklad 119 (Typ 1).

t=2x—8
: 31 1
/7238dx: dt = 2da :/%Edt:%/;dt
S de=1ZLat | - :

:;1u\t\+u:gln|2w78\+c.

Priklad 120 (Typ 2).

3 t=2x— 1
/mdarz (1f72d1 /tfdidt*— tfddt
dx = (
- 2
/z‘f dt = 7—2+(‘
3 n -3 n
=——=+c c.
—4¢2 4(2z — 8)?

§14.4. RACIONALNI LOMENA FUNKCE

113

Typ 3 fesfme doplnénim jmenovatele na &tverec a pouzitim vzorce pro [
1 "
J ar da.

Piiklad 121 (Typ 3).

3 q 3
—————do =~ dz =
222 — 4z + 10 2 12721+5 (Lfl
t=x-1 3 1
do = dt | —§/mdt

! arct, t+ 3act z71+
s —-ar - D= — ar  — o
g McegTem jade Ty T

1
A2tz

N o

Typ 4 feSime prevedenim na souéet integrdlu typu [ ]},((:f

dx a integralu typu 3.

Piiklad 122 (Typ 4).

3z —6 . T —2 1 2 —4 N
_/x2+2x—3d1/7 ,/12+2x—3diid 2,/x2+2z—3(u

w

3/’2x+2—2—4
== | ———dz
2 22 +22 -3
3/ 2z +2 . —6 q
=— z
2) 22422 -3 224223

2z + 2 5
11:'/mdx:1n\m +2x—3|+c

: 1 : 1 t=x+1
Lh=-6]—— de=6] —— dr=
2 /xz+2x—3 r /(1:+1)2—4 . ‘dt:dx

1 1 1
—G/tzjdt—ﬁ/rtzdt—(iﬁln

= §ln
2

2+t
2—t

‘-&—c

1—

r+3‘

Celkem

" 3x—6 3
/mdxfion\l +2773\+71n

z+3D
+c
T

dxz, nebo
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§14.5 Znaceni

Racionéln{ lomenou funkei v proménnych «, 8,7, . .. budeme znacit R(a, 8,7, ... ), tj. R(a, B)

Je pOdll dvou polynomu ve ktelych misto x vystupujl a, B. Napf. R(z,sinz) jsou funkce

z2—2sin’z
sin’z » 2z +sinz, zz 251n3z

apod.

§14.6 Goniometrické funkce

Volba substituce

Necht je integrand (integrovand funkce) typu R(sinz,cosz). Je-li integrand lich4
funkee vuéi sinu, volime substituci ¢ = cos . Je-1i lichd vuéi kosinu, volime ¢ = sin .

Pozndmka. Piipomenme

2

sin?z 4+ cos’z =1

= sin?z=1-cos’z

= cos’z = 1 —sin®z.
Tedy napi. cos®z = (1 —sin®z)3.
Piiklad 123.

. 5 t=sinx
sin?z - cos® zdx =
dt = cosz dx

= /sinzwcos4xcosxdx
= /sian(coszx)2(tosxdz: /siu2 z(1 —sin® z)% cos z dz
(1 dt = —ot 4 0dt =~ -2+ +ec
— [ea-ipa= o outy AR LY

1. 3 2 5 + L. 7 +
= -sinz — —sin’z + —sin’ z + c.
3 5 7

§14.7. TRACIONALNI FUNKCE

§14.7 TIracionalni funkce

Volba substituce I

Je-li je integrand typu R(z, V/axz + b), n € N, volime substituci
t" = ax + b, (t= \"/az+b)‘

Tim prevedeme integral na integrél z raciondlni lomené funkce.

Piiklad 124.

" 2z
==

. E . 3
£ =do—1=o="t31 :/2'%.%2&
3t2dt = ddx = do = 32 dt t 4

/3 1 /2
/udt:g/(t'ﬁrl)tdt

3 (5 2
/t4+tdt:§(g+5>+c

E(M.rf 1)5+%<€/4x7—1>2} te

>

ool w ool w =N

Yz =12 2040 = 1) +5-1] +c

w Blee

- =3 4,,712, P P
0 4z —1)2- 8z +3) +c

— Volba substituce II
Je-li je integrand typu R(z, Wz, ¥/x,..., %/x), n1,...,n; € N, volime substituci
t* =z, (t = v/a),

kde s je nejmensim spoleénym nasobkem ¢&isel ny, ..., ng. Tim prevedeme integral z
iracionalni funkce na integral z raciondlni lomené funkce.




116 KAPITOLA 14. NEURCITY INTEGRAL

Piiklad 125.
tM=g=t=Vz

1089 dt = dw
$10/5 _ 5. 410/2
=/t17?)‘10tgdt

tQ

_/ 10t9dt 10/t—3t4dt
2 5

=10 <7—3 >

=5V22—6V2d+c=53x— 6T +c.

§14.8 Priklady k procviceni

Priklad 126. Spoctéte integraly:

(i) [~ L+ 2, fii) [ 28 g,
(i) [ V2% (2* +1)da, (i) [ de'
Piiklad 127. Integrujte pomoct substituce
(i) [cos(3z)dz, (iv) [53dz,
(it) fﬁ x
(iti) [ 5 da, (v) fﬁdi

Priklad 128. Pomoci metody per partes integrujte
(i) [x%e”da, (i) [2?nzds.

Priklad 129. S pouZitim vzorce

f'(@) =In|f(z c
[ E e =i+

spocitejte integraly

(i) fizz%is dz, (i) fofg duz, (iii) [tgadx.

Priklad 130. S pouZitim vzorce

1 d*lf*tw+
| e x—Aarch c

§14.8. PRIKLADY K PROCVICEN{
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spocitejte integral

. 1
/ ——dx
16 + 922
Piiklad 131. S pouZitim vzorce

1 1
[ e =gy

3
/ 16— 922 4%

A+z n
c
A—z

spoéitejte integral

Priklad 132. S pouzitim vzorce
! d +
x = arcsin — + ¢
VA2 — g A

spoéitejte integral

-7
—dz
/ V16 — 32
Priklad 133. S pouZitim vzorce
dz =Injz+ V22 £B|+¢
[ o= Vo7

spoéitejte integral

2
—d
/ Vidz? -3 !

Piiklad 134. Pouzitim doplnéni na ctverec spocitejte integrdl

3
e da.
/2w2+8:1:710 !

Priklad 135. Integrujte.

(i) [82% =222 + 2 —1du, (iv) ngi&sﬁdx
(ii) [(z+3)(2x —7)dz, () [ =2 =2 da,
(ii) 2T"—31 +67 2 dz. (vi) f 145101.772-7m dz.
Priklad 136. Integrujte.

(i) [(2z + 3)sinzda, (iv) [znzdz,

(ii) [(2? + 3z —1)e®da, (v) [warctgadz,
(iii) [Inzdw, I(vi) [e" cosxda.

Priklad 137. Integrujte.
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(i) | &% de,

(i) | 525 da,
(i) [+/3 —dzdz,
(iv) [ 20 =3da,

(v) le dz, [subst. x = t?]

Priklad 138. Integrujte.
(i) | 1% da,

(ii) [ * de,

(iii) [e" 2% da,

Priklad 139. Integrujte.

(i) [ Vi 2a‘fdl

2 1z
(1) fﬁdx,
(1) [ sprrazryr A
Priklad 140. Integrujte.
(i) | g de
(it) fﬁdm,

(iii) [ g da

§14.9 Wolfram|Alpha
e Neurcity integral.
integrate x°5 1n(x)

integrate sqrt(ln(x))/x

(vi) [(12z + 3)~*da,
(vii) f\/%(u
(viii) [ 2= da,

(iz) [tgxda,

(3) | e do

(iv) [sinzcos®zdz,
;)
(v) [ S da

(vi) [ coszcotg®xdz.

. ~ 3
() | Jorisems 4o
(v) [ Y5 dx,

(vi) [7zv/2z +1da.

(iv) fxzzfi{zigdl
(v) fz2 21+sd’

(vi) [ Frpde

Kapitola

Urcity (Riemanntv) integral

§15.1 Definice a vlastnosti

Definice 57 (Déleni intervalu).

Uvazujme uzavieny interval I = [a,b],—00 < a < b < oo. Délenim intervalu I
rozumime koneénou posloupnost D = {zg,z1,...,z,} bodu z intervalu I takovych,
7e

a=20< T <T2< < Tp_1 <xTp=n>0
cisla zg, x1, ..., T, nazyvame délici body.
Normou v(D) déleni D rozumime maximdlni vzddlenost sousednich délicich bodu,

tedy
v(D) = max{z; — xi—1,i=1,...,n}.

Definice 58 (Integralni soucet).

Necht f je funkce definovand a ohraniGend na uzavieném intervalu I = [a, b] a necht
D = {xg,x1,...,x,} je déleni intervalu I a R = {&1,&2,...,&,} je posloupnost ¢isel
z intervalu I tlkovych, ze

zi1 <& <w, i=1,...,n

Potom soucet

o(f,D,R) = fol(rz i1)

nazyvame integralni soucet funkce f prislusny déleni D a vybéru reprezentantu R.

119




120 KAPITOLA 15. URCITY (RIEMANNUV) INTEGRAL

a9

a=x| X, X, X X, Xy b0=xg

Obr. 15.1: Integralni soucet kladné funkce.

Jak je vidét na obr. 15.1, geometricky je integralni soucet kladné funkce roven souctu ob-
sahu obdélniku, jejichz zdkladny maji délku rovnu délce jednotlivych podintervalu v déleni
D a jejichz vyska je rovna funkéni hodnoté v reprezentantu z piislusného podintervalu. Je-li
funkéni hodnota v reprezentantu zaporné, tedy obdélnicek je pod osou x, potom je samoziejmé
prispévek tohoto obdélnicku (podintervalu) do integrélniho souctu zdporny. Obecné je tedy
integralni soucet roven souc¢tu obsahu obdélniki nad osou & zmenseny o obsah obdélniki pod
nf (viz obr. 15.2).

yA

f

a=3(0

Obr. 15.2: Integralni soucet funkce ménici znaménko.
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Definice 59 (Urcity (Riemannuv) integrél). ~

Necht f je funkce definovand a ohrani¢end na uzavieném intervalu I = [a, b]. Déle
necht D,, je posloupnost délenf intervalu I takovd, ze lim, ,oov(D,) = 0 a R,
posloupnost reprezentanti z téchto déleni. Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky
integrovatelna na I, jestlize existuje ¢islo R € R takové, ze

lim o(f, Dp, Ry) = R.

n—00

Cislo R nazgvéme Riemanniv (urcity) integrdl funkce f na intervalu I a znacime
Jej
b
Ja

Cislo a nazyvame dolni mez a ¢islo b horni mez Riemannova integralu.

Riemannuv integral tedy pro funkei f spojitou na intervalu I = [a, b] ziskdme takto:
e Interval rozdélime na podintervaly. 7Z kazdého podintervalu vybereme reprezentanta
ur¢ime integralni soucet.
e Déleni zjemnime (vybereme nové déleni s mensi normou) a postup opakujeme.

e Déleni zjemnujeme dokud se integralni soucty neustdli. Hodnota, na které se ustdli je
Riemannuv integrdl funkce f na intervalu I.

,—[Véta 45 (Aditivita vzhledem k mezfm).} N

Necht f je funkce integrovatelnd na intervalu [a,b] a necht ¢ € (a,b). Potom je f
integrovatelnd na intervalech [a, c] a [¢, b] a platf

/abf(-’i)div:./:f(lﬂ)dl’+/cbf(x)dg;‘

,—[Véta 46 (Linearita vzhledem k funkci).} N

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a necht ¢ € R. Pak plat{

./ab [£(2) + g(x)] do = _/abf«c) do + _/:mm

bcf(x) dz=c bf(z)dx.
J /
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— Meze integrdlu

Necht a < b. Plati

_/: f(z)de = — /ab f(z)dz,

/ F@)dz = 0.

€

,—(Véta 47 (Monotonie vzhledem k funkci).}

Necht f a g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] takové, Ze pro = € (a,b) je
f(z) < g(z). Pak plati

/a ’ flayar < / ’ (@) e

€

J
Dusledek (Integral z nezdporné funkce). Uvazujeme-li v predchozi vété f = 0 dostaneme, ze
integral z funkce nezdporné na celém intervalu, pfes nejz integrujeme, je nezaporny.
Pozndmka. Obdobné tvrzeni snadno obdrzime pro funkei nekladnou.

,—[Véta 48 (Postacujici podminky integrovatelnosti).

W
J

Funkce f je Riemannovsky integrovatelnd na intervalu I = [a,b], jestlize spliuje
aspon jednu z nasledujicich podminek.
e Funkce f je na I spojitd.

e Funkce f je na I monotonni.

e Funkce f je na I ohrani¢end a mé na I konecény pocet bodu nespojitosti.
L

§15.2 Vypocet

Véta 49 (Newton-Leibnizova formule).}

plati

Necht je funkce f Riemannovsky integrovatelnd na intervalu I = [a, b]. Déle necht
je funkce F' na intervalu (a,b) primitivni funkee k funkei f a je spojitd na I. Pak

b
/ f(z)dz = [F(2))" = F(b) - F(a).

§15.2. VYPOCET

Priklad 141.

123

Véta 50 (Metoda per partes pro uréity integrél).}

Necht jsou funkce u, v a jejich derivace spojité na intervalu [a, b]. Pak plat{

Piiklad 142.

3
/aclnzdx
J1 v =
-3
:(ghﬁf%lnl) ;/1 rdz

9 1/9 1 9
= m3-=(Z-Z)=Zm3-
2113 2(2 2) 2115 2

u=Ilnz o =1
e
2

v =x

,—(Véta 51 (Substituéni metoda pro urcity integral).

W
J

Necht jsou funkce f,¢ a ¢’ spojité na pifslusnych intervalech a necht je funkce ¢
ryze monotonni. Pak plati

/ab Flp(@)¢/ () do = /:(b)

f@)dt,
(@)

/{ff(z)da::/;wf

IICOECLR
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§15.3. GEOMETRICKE APLIKACE 125

Priklad 143.

/ V2r —1dx
1

Priklad 144.

t=2x—1 z=5=1=9

=|dt=2dz z=1=t=1

dz =1dt

9 9 379

1 1 1t

=/ ﬂ—dt=—/t%dt=— =
D) 2/, 2|3,
1271 379 1 26
=2l =Z@r—-n=2=
23[”]1 37T -1=3

t=5-223 z=1=>t=3

1
/w2(57213)4dw: dt = —62%de z2=0=t=5
Jo

20, — 1
rde = —gdt

3' 1 1 3 1 5
= [ (-2 )dt=—= t4dt:7/ thdt
/-) ( 6)‘ 6./5 6Js "¢

1Y 1.
== ==("-3) ="
6[5]3 30 ) =55 15

2882 1441

§15.3 Geometrické aplikace

% Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:

/abf(r)dx,

Obr. 15.3: Plocha podgrafu kladné funkce.
Piiklad 145. Uréete plochu podgrafu funkce f(x) = 22 + 1 na intervalu I = [—1,2].

Protoze 22 + 1 = 0 nemé zidné redlné kofeny, je tato funkce bud stéle kladnd, nebo stéle
zépornd. Dosazenim libovolného &fsla zjistime, ktery z téchto pifpadii nastdva. Nebot f(0) =
1 > 0, funkce je kladna.

I
I
[=2]

Obr. 15.4: Graf funkce f(z) = 2% + 1.
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% Plocha mezi grafem funkce f a osou z na intervalu [a, b]:

/ ') .

Obr. 15.5: Plocha mezi grafem funkce f ménici znaménko a osou .

Piiklad 146. Urcete plochu ohranicenou grafem funkce f(z) = 2?> —z — 2 a osou x na
intervalu I = [—2,3].
Protoze #2 —x — 2 = 0 mé kofeny x; = —1 a xy = 2, snadno zjistime, ze funkce f je na

intervalu I kladnd pro z € (—2,—1) U (2,3) a zdpornd pro = € (—1,2).

Obr. 15.6: Graf funkce f(z) = 22 — z — 2.

§15.3. GEOMETRICKE APLIKACE
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% Délka kiivky grafu funkce f na intervalu [a, b]:

(= /b V1+ f2(z)da.

Obr. 15.7: Délka grafu funkce.

3

Piiklad 147. Uréete délka kiivky grafu funkee f(z) = %l’2 na intervalu I = [0, 6].

Z:/6\/1+f’2(x)dx=/6\/1+4xdz
0 0

t=1442 z=6=1t=25 1 [
Idt:4da: z:O:>t:1|_Zl Viat
_ 62
3

Obr. 15.8: Graf funkce f(z) = %x

3
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% Objem a povrch plasté rotacniho télesa (rotace nezdporné funkce f kolem osy x na intervalu
la, b]):

b b
P:Zﬂ'/f(z)\/mdz, V:ﬂ'/fQ(.’L')d(L‘.

yA

N

Obr. 15.9: Vznik rotacniho télesa.

Piiklad 148. Urcete plochu ohranicenou grafy funkei f(x) = 2%+ 1 a g(x) =z + 3.

f(z) = g(z)
241=x+3
22—2-2=0
1'1:71,‘%2:2
Obr. 15.10: Funkce f a g.
2 2 2 9
/ g(T)ff(T)d’I‘:/ (.77+3)7(.r2+1)d.r:/ 2+m7z2dx:...:§.
—1 ~1 -1
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Piiklad 149. Urcete objem télesa vzniklého rotaci plochy omezené grafy funkei f(x) = 2241
a g(x) =z + 3 kolem osy .

2 -2
=T 24/ xr—T 2.’/ T
V= /71g (z) da /71f (z)dz

2

71'/ (@ +3) — (2 +1)2da
1
2

:ﬂ/ 84 6z —z? — 2t da
-1

117
L= —T.
5

Obr. 15.11: Rotace plochy mezi grafy funkei f a g.

§15.4 Prtiklady k procviceni

Piiklad 150. Integrujte.

(i) [°, 3% — 5z + 7da, () J1,30(22% — 1) da,
.. ~TT 3 . &38

(i) [y x+sinzdz, (vi) [} Tt leﬂ dz,
o3 5

(iii) Jy 1z da, (vii) [ ot da

(iv) ]g (2 — z) cosz dz, (viii) fSQ :% dz.

Priiklad 151. Pomoci vgse uvedengjch vzorci:

(i) Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci Cdsti sinusoidy na intervalu [0, 5] kolem osy .

(i) Spoctéte povrch plasté télesa vzniklého rotaci primky y = 2x+1 kolem osy x na intervalu

[0,1].
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(i) Urcete cely povrch télesa z bodu (i1).

Piiklad 152. Jsou ddny funkce f(x) =2 —x a g(z) = x%. Urcete:

(i) Obsah plochy ohraniceny jejich grafy.
(i) Objem rotacniho télesa vzniklého rotact této plochy kolem osy x.
Priklad 153. Jsou ddny funkce
fla) =22 +1, g(x) =22+ 4.

Nacrtnéte obrdzek a pocitany objekt na obrdzku vyznacte.

(i) Vypocitejte obsah plochy ohranic¢ené grafy funkci f a g.

(i) Primka g vytind z paraboly f ohraniceny kus. Jaky je objem télesa, které vznikne rotaci
tohoto kusu paraboly f kolem osy x?

(i) Parabola f ohranicuje kus primky g. Jaky je povrch pldsté komolého kuZele, ktery vznikne
rotact tohoto kusu primky g kolem osy x?

() Uréete objem télesa, které vznikne rotaci plochy témito funkcemi omezené kolem osy x.

(v) Primka g vytind z paraboly f ohraniceny kus. Napiste integrdl popisujici délku tohoto
kusu paraboly f.

(vi) Parabola f ohranicuje kus primky g. Urcete délku tohoto kusu primky g.

§15.5 Wolfram|Alpha
o Urcity integral.
integrate (x73-2)72 cos(x) for x from 2 to 5

integrate sin(x)/(cos(x)+2) for x from -pi to 0

Kapitola

Aproximace

§16.1 Algebraicka rovnice

Algebraicka rovnice je rovnice typu
P,(xz) =0,

kde P, (z) je polynom stupné n v proménné x. Protoze fesit algebraickou rovnici je totéz, jako
hledat kotfeny polynomu P,, zndme jiz zpusob, jak najit vsechny celociselné koteny takové
rovnice (délitelé absolutniho ¢lene, Hornerovo schéma). Pripomenme, ze je-li komplexn{ ¢islo
z = a+ f3i kofenem polynomu P, pak je jeho kofenem i ¢islo komplexné sdruzené z = o — Ji.
Protoze (dle zdkladni véty algebry) ma polynom stupné n v C pravé n kofenu (pocitdno
véetné ndsobnosti), ma polynom lichého stupné aspon jeden redlny kofen.

~Véta 52 (Odhad velikosti koent). | .

Bud
Py(z)=2a"+ n_12" V- ax +ag

normovany polynom stupné n.

Pak pro kofeny z1,...,x, roviice
P,(x)=0
plati
ol S1+A, (=1,...,n),
kde
A= max{\an,ﬂ, ‘an*2|7 (KRR} |a1|7 ‘CL()‘}.
,—[Véta 53 (Descartes I)} N

Pocet kladnych kofent polynomu P,(z) (pocitdno s ndsobnosti) je roven poctu
znaménkovych zmén v posloupnosti jeho koeficientu nebo o sudé ¢islo mensi.

131
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Véta 54 (Descartes II).}

Pocet zdpornych kofent polynomu P,(x) (po¢itino s ndsobnosti) je roven poctu

znaménkovych zmeén v posloupnosti koeficientti polynomu P,,(—z) nebo o sudé &islo
mensi.

Priiklad 154. Pouzijte predchozi tvrzeni na polynom

P(x) = 2" — 142° 4+ 322 + 1.

e stP=7 = P ma (véetné ndsobnosti) 7 kofenu, nejméné jeden je redlny (pouzita
Véta 14).

Koeficienty P jsou (nuly pro pfehlednost vynechdme) 1,—14,3,1 = 2 znaménkové
zmény = 2 nebo 0 kladnych kofenu (pouzita Véta 53).

o P(—z) = —2"+142°+322+1. Koeficienty P(—z) jsou (nuly pro piehlednost vynechame)
—1,14,3,1 = 1 znaménkovd zména = 1 zdporny kofen (pouzita Véta 54).

A=max{| —14],|3,[1]} =14 = |25/ <15, i=1,...,7 (pouzita Véta 52).

Celkem:
Pro kofeny polynom P(z) = 27 — 142° 4+ 322 + 1 jsou 2 moznosti.

1. 1 zaporny R a 6 C,

2. 1 zaporny R, 2 kladné R a 4 C.

Pricemz vSechny reédlné koreny lez{ v intervalu [—15,15].
(Velikost vSech kotentl, i komplexnich, je < 15, |z| = |a + Bi] = v/a? + 2.)

§16.2 Metoda bisekce (puleni)

Definice 60 (Kofen s piesnosti €).

Cislo & € R nazyvame koren polynomu P(x) s piesnosti ¢ (0 < ¢ € R), jestlize
skuteény kofen polynomu P(z) lezi v intervalu (Z — e, 2 + €).
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Napi.:
P(z) = 4a* — 3123 — 1212 + 2442 + 660, P(2) = 480, P(3) = —210,

tedy (podle prvni{ Bolzanovy véty) v intervalu (2,3) md polynom P kofen. Stfed tohoto
intervalu, tj. ¢islo £ = 2,5, je tedy kofenem polynomu P s pfesnosti € = 0, 5.

(Skutecnym kofenem je ¢islo 2,75.)

7 predchoziho piikladu je ziejmé, Ze kofen lichého stupné polynomu P lze uréit s libovolnou
presnosti tak, ze najdeme interval, ve kterém lezi jen tento kofen (napf. pomoci véty o odhadu
velikosti kofent a uzitim Hornerova schématu).

Oznacme si tento interval jako (a,b). Stfed tohoto intervalu &; = ”T*b je prvnim odhadem
kotene, tedy je kofenem daného polynomu s piesnosti [”T‘l Navic ziejmé P(a) - P(b) < 0
(hodnoty polynomu P v krajnich bodech intervalu (a,b) maji opaénd znaménka).

Spocteme tedy hodnotu P(z) = P(“TH’) a z intervalu (a, %b) (“T*b, b) vybereme ten, v jehoz
krajnich bodech nabyva polynom P opa¢na znaménka, protoze kofen jisté lezi v této poloviné
intervalu.

Stied tohoto podintervalu ozna¢ime jako druhé piiblizeni ke koreni Zo, tedy jde o kofen

polynomu P s presnosti I’TT". Stejné muzeme postupovat libovolné dlouho a ziskat tak kofen

polynomu s libovolnou pfesnosti.

Pozndmka. o Jestlize kdykoli dostaneme P(Z;) = 0, pak je ¢islo Z; (presnym) kofenem
polynomu P.

e Metodu bisekce je nejvhodnéjsi pouzivat na aproximaci jednondsobnych kofenu. Existuji
metody, které prevedou dany polynom na jiny, ktery ma stejné koteny, ale vSechny
jednonasobné.

e Existuji také ruznd vylepseni metody bisekce (napf. metoda zlatého fezu), pomoci
kterych je mozné kofen s danou pfesnosti najit rychleji.

Piiklad 155. Odhadnéte nezdporny koven polynomu P(x) = 2 — 3z — 1 s presnosti aspor
0,02.
Nejprve pomoci véty o odhadu velikosti kofenu udéldame zékladni odhad:
max{1,3,1} =3 = x; € [—4,4].
Nés zajimaji jen kladné kofeny, proto se omezime na interval [0,4] a na ném provedeme tzv.

separaci kofenu — tj. interval rozdélime na vétsi pocet subintervali a v délicich bodech uréime
hodnotu polynomu P.
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Vzhledem ke znaménkové zméné (pouzivame prvni Bolzanovu vétu) se hledany kofen nachdzi Pokud polozime z¢ = 0, ziskdme tzv. Maclauriniv polynom:
v intervalu (1,2). (Cislo 1 ani 2 kofenem neni, nebot v nich nemé polynom hodnotu nula.) n
L F0(0)
4 1!
i=0

Prubéh bisekce prehledné shriime do tabulky.

Piiklad 156. Urcete Tayloriv polynom 4. tddu se stredem v bodé xg = 1 funkce f(z) = zInx.

a | 3= b P(a) | P(&;) | P(b) | chyba (%52)
1 1,5 2 - - + 0,5
@) =1+, f'(z)=1, f"(@2)=2} D)= 2.
L5 1,75 2 - - 0,25
° ° ’ FO =0 FQ) =1, () =1, 1) = -1, fO) =2.
1,75 | 1,875 2 - - + 0,125 Tedy
1,875 | 1,9375 2 - + 0,0625 T(x) =0+ L(z— 1)+ Lz — 1%+ 5L (e — 1)+ 2z — 1)
1,875 | 1,90625 | 1,9375 - + 0,03125 = & (@* — 62 + 182% — 10z — 3).
1,875 | 1,890625 | 1,90625 0,015625

Resenim zadaného problému je tedy &slo 1, 890625, které je koFenem polynomu P s presnosti
0,015625. ;

§16.3 Taylortv polynom

,—[Véta 55 (Taylorova véta).} N
Necht mé funkce f v okoli bodu xq vlastni derivace az do ¥ddu n + 1 pro néjaké ! !
n € NU {0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati ’ y
! T 1 T
f@) = f(zo) + ! (110)(-7? — @) + ! ;, 0>(77 — @)+
(n) (. ’ { 7 7 f 7 3
+ fT(,‘LO)(z - zo)n + Rn,(x)ﬁ ' '
Ru(a) = FtD(g) (& — o)™ ‘ ‘
T Y
kde £ je vhodné &islo lezicf mezi 70 a 2. Obr. 16.1: Graf Taylorova polynomu funkce f(z) = zIlnz fddu 0 — 4.
{ J Piiklad 157. Urcete Maclauriniv polynom 5. fddu funkce f(x) = cosz.
Vynechdme-li zbytek R, (x), obdrzime tzv. Tayloriv polynom:
f(x) =cosw, f'(z)=—sinz, f’(z)=—cosz, f”(z)=sinz, @ =cosz, f® = —sinz.

o= SOy,
f(x)N,; i o) F0)=1, f/(0) =0, £'(0) = —1, f"(0) =0, FD(0) =1, f(0) =0.
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Tedy

M(z) =1+ Jo+ Fa® + §2° + fa' + Ja°

_ 1.4 1.2
= 34T 77+ L.

§16.4 Linearni interpolace — Lagrangedv interpola¢ni poly-
nom

Jsou dény navzdjem ruzné body z;, i = 1,...,n+1, a hodnoty funkce f v téchto bodech. Cilem
je najit polynom P, stupné nejvyse n takovy, aby platilo P,(x;) = f(z;) proi=1,...,n+1.
Body z; se nazyvaji uzly a polynom P, interpolacni polynom.

— Véta 56. 2

Pro (n + 1) danych dvojic éisel [z;, f(z;)], i = 1,...,n, &; # x pro i # k, existuje
pravé jeden interpolaéni polynom P, (stupné nejvyse n) takovy, ze plati P, (z;) =
flz)proi=1,...,n.

Definice 61. \

Lagrangetv interpolacni polynom definujeme vztahem

n+1
Po() = ti(2)f (1) + Lo() f(w2) + - + bupa () f (21) = D @) f(w2),
i=1
kde polynomy ¢;(z) jsou tvaru

(@—m) - (@—zi )@ —2ig1) - (&~ Tg1)
(.’I?i — .’Ifl) s (371' — Tzfl)(’l'z — J‘i+1) e (7‘1 — :77n+1)‘

Li(x) =

€ J

Priiklad 158. Pro funkci zadanou tabulkou najdéte interpolacni polynom.

z |0 1 2 3
f@) |1 2 4 8

Nejprve sestrojime polynomy #;:

(x—1)(x—2)(x—3) (z = 0)(x—1)(x—3)
(@) 0 —1)(0—2)(0—3) la(@) = 202 -1)(2-3)
to(z) = E=0@=2@=3) ,  @=0-D=2)
? -0-20-3 T E-0B-1B-2)
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Pak
Py(z) =1-01(z) + 2 la(x) +4-l3(z) + 8- Ly(x)
3 — 622 + 11z — 23 — ba? T
_1.% 6x° + 11 6+2_1 52° + 6
—6 2
3 — 42 + 3z 3 — 322 4 2z
4 +8-
-2 6
STy
T 6 6
16 T
——funkce
14 = int. polynom b
O body
12+ E
10F E
sk i
6F i
ab i
o i
0 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 35 4
Obr. 16.2: Resen{ prikladu 158.
§16.5 Linearni regrese — Metoda nejmensich étvercii

Pomoci jednoduché linedrni regrese popisujeme vztah mezi proménnymi = a y. Snazime se
najit funkei f tak, aby vztah y = f(z) co nejlépe vystihoval zavislost mezi z a y.
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Obr. 16.3: Proklddan{ pfimky mnozinou bodu.

Meéritkem kvality vybrané funkce f je nejmensi hodnota souctu ¢tvercu vzdélenosti

n

Z[yi — f(arz)}2 — min.

i=1

Odtud plyne jeji ndzev — metoda nejmensich étvercii.

/

Obr. 16.4: Piimka ziskand metodou nejmensich ¢tvercu.

Regresni piimka f(z) = az + b vyjadiuje nejjednodussi zdvislost z na y. Pomoci{ metody
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nejmensich ¢tvercu uréime jeji parametry a a b:
n n n
a‘Zz%—O—Ieri =Zzi'yi¢
i=1 i=1 i=1
n n
a‘Zzi+b~n=Zyi.
i=1 i=1

Napiiklad pfi dédvkovani léku oveim je nékdy nezbytné vazit ovee, coz je ovsem spjato s
praktickymi problémy. Proto je snaha najit jednodussi zpusob, takovym muze byt napiiklad
odhad hmotnosti na zékladé obvodu hrudniku.

Piiklad 159. Deset ovci bylo zvdZeno a byl jim zméren obvod hrudniku. Najdéte vztah, ktery
nejlépe popisuje zdvislost hmotnosti na obvodu hrudniku.

obvod [em] ‘ 80 88 88 83 86 80 83 87 86 88

hmotnost [kg] ‘ 30 35 35 33 33 31 31 35 34 35

x = obvod hrudniku, ¥ = hmotnost
10

10 10 10
Dwi =849, > af=72171, Y yi =332, xiy = 28239.
i=1 =1 i=1

i=1

Odtud
72171a + 849b = 28239 N a =58/101 =0.57

849a + 100 = 332 b = —1571/101 = —15.55

Rovnice piimky vyjadiujici zavislost hmotnosti na obvodu hrudniku je y = 0.57z — 15.55.

The Linear Least 3quares Fit of 10 Points

Obr. 16.5: Resen{ piikladu 159.
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§16.6 Priklady k procviceni

Pi#iklad 160. Odhadnéte vechny rediné koreny polynomu P(z) = 623 + 1922 + 22 — 3 s
chybou nejvice 0,05.

(POZOR! Véta o odhadu velikosti kofent funguje jen pro normované polynomy.)

Piiklad 161. Pomoci Taylorova polynomu tretiho rddu pocitaného se stredem xy = % od-
hadnéte hodnotu funkce

f(z) =In(2z)
v bodé x = 1.
Priklad 162. Pomoci Maclaurinova polynomu ¢turtého rddu odhadnéte hodnotu funkce
f(z) = a2® + cosz
51
v bodé 3.

Priklad 163. Sestrojte Tayloriv polynom éturtého Tddu se stredem xg = —1 pro funkci

1

f(x) = z
Piiklad 164. Sestrojte Maclauriniv polynom tietiho Tddu pro funkci
(a) f(z) =e®7, (b) g(x) = arctgz.

Priklad 165. V tabulce jsou wvedeny ctyri méreni. Odhadnéte pomoci Lagrangeova inter-
polaéniho polynomu hodnotu mérené veliciny v éase 2,5. (Polynom neni nutné pred dosazenim
upravovat. )

éas |1 2 3 4
namereno ‘ -2 0 1 1

Priklad 166. V ndsledujici tabulce jsou uvedeny étyri hodnoty funkce f. Aprozimugjte tuto

funkci pomoci Lagrangeova interpolacniho polynomu. Polynom upravte. Poté odhadnéte po-

moci ziskaného polynomu hodnotu funkce f pro x = %

z |1 0 1 2
f@)y| 6 4 -2 0

Priiklad 167. Pomoci metody nejmensich ¢tvercu najdéte vztah popisujici linedrni zavislost
teploty na c¢ase zjisténou meérenim zaznamenanym v tabulce

cas ‘ 12 3 4

teplota ‘ 2 -1 2 17

Jakd teplota odpovidd casu %?
Priiklad 168. Pomoci metody nejmensich ¢tvercu najdéte vztah popisujici linedrni zavislost
teploty na céase zjisténou mérenim zaznamenanym v tabulce

cas ‘ -0 1 2

teplota ‘ 3 -1 0 2°

Body a primku nacrtnéte a na obrdzku popiste metodu nejmensgich étverci.
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Priklad 169. Sestrojte Lagrangeiv interpolac¢ni polynom pro funkci, pro niz plati
D=2 f1)=-2, f(3)=1
Priklad 170. Sestrojte Lagrangeiv interpolacni polynom prochdzejici body
[-2,5],[-1,3],]0,1],[1,0].
Priklad 171. Metodou nejmensich étverci proloZte primku body
(i) [0,1],[1,3], [2, -1],[3,3],
(it) [1,1],[2,0],[0,3],[-2,5].

Piiklad 172. Aprozimujte viechny kofeny rovnice x° — Tx +5 =0 s chybou mensi nez 0,1.

§16.7 Wolfram|Alpha

e Koreny algebraické rovnice.

solve x"5+bx74-4x"3+12x-1=0

e Tayloruv polynom.

series of xln(x) at x=1, order 7

e Lagrangeuv interpola¢ni polynom.

interpolating polynomial [0,1],[1,2],[2,4],[3,8]

e Metoda nejmensich ¢tverci.

linear fit [-1,3],[0,-11,[1,0],[2,2]
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__Pfiloha

Priklad 4:

3
@ {7
10
(iii) 10,
Priklad 14:
-1
(1) 3
7
7
(i) | 9
11
Priklad 15:
Priklad 16:

10

—-10

16

Reseni

9

G [ 3
—14

(iv) —13.

(ili) nelze,
14 6 4
(v) |26 12 10
38 18 16

(v) nelze.

BAC =

cTATBT = (BAC)T.

)

Priklad 17: Matice ma plnou hodnost, je tedy ekvivalentni s jednotkovou matici. Podle
pouzitych uprav muze vyjit jakdkoli horni trojihelnikovd matice plné hodnosti.

Priklad 18: h(E) = 3, nezévislé jsou sloupce 1, 2 a 4, nebo 1, 3 a 4.

Priklad 19:

-3 2
—-11 4

1

1

9 -1

4(-7 -1 -3 5 |’

L 173
I D R R
1

143

29 3 17 -19
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G~! neexistuje (matice G je singuldrni). x 8—4p x —17/8
vi) ly|=13p—-2]|.,peR, . y| | —3/4
Pifklad 20: 2 P O B el !
6 7 -2 7 0 - . . w ~11/8
_op=|_ r_ | _ Th_(— x
3A—-2B 9 7|, AB 6 0 7|, A'B ( 4 11) . wit) [y] =0}, - i(3f1+ 7)
14 11 —10 17 6 e 1 T2 Lup+59+1)
B ) = p g ER.
3 q
Pifklad 21: (viil) nemd fesent, T4 P
-6 2 -8
) = —2 =10 0 o0 ulv = (-2).
fwv)==2 w s . (-2 Piiklad 31:
(i) -8 (iv) =32,
Priklad 22:
_ 2_r
h(A) =2 (ii) 13, (v) 8z° — bz
Lt . B (vi) —2a%b — 3a® + 7a®b + 2a%b? + 3ab® +
Priklad 23: Napf. Ly s Ly s (i) 41, 4 6ab — 6aZ + Gb2.
h{0O 0 0] =1, h{0 4 5| =2,
000 000 Priklad 32:
12 3 (1) 702 (5) g (i) —10, (if) 189, (iii) —310.
h{0 4 5] =3 h =4.
0 0 61
b o0s 0 0 0 2 Pitklad 33:
25.
(Matice jsou ve schodovitém tvaru v némz hodnost = pocet nenulovych radku.)
Priklad 24: Priklad 36:
Napt- 1, uz, s. z 1 (iii) determinant je nulovy - Cramerovo pra-
Piiklad 25 @ ly]=12] vidlo nelze pouzit,
fiklad 25: _
0 3 0 1 T 2
3 12 -7 R ) ) )
A1 = i 5 9 -8 Bl 1 2 -3 -2 -1 ) (ii) determinant je nulovy - Cramerovo pra- iv) (y|=12].
11 4 5 -2 ' 212 -3 0 -3 vidlo nelze pouzit, z 2
2 -5 -2 -1
. X Piiklad 37:
Priklad 27: r—2y— 123
T 1 T L(7—12p+4q)
= 5 18y g — Priklad 38: SLR nem4 feSeni.
@ |y _21 (iv) z; _| s@p—a-3) ,
: s P Pifklad 39:
T4 q z 14 —4p
(ii) nema4 feSeni, yl=| p—4 |, peR.
z p
2 _9 x 2 Priklad 40:
(i) {y|=[3-2p].pER, W {v]=12], P
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Priklad 54:

(i) 32 + 23 + 22 + 2+ 10,

)
(ii) 92 — 122° + 2322 — 22z + 40,
(iii) —10z* + 2323 — 2522 + 162 — 4,
)

(iv

Priklad 55:

—54a20 + 5625 — 1742* — 1827 + 12623 — 41822 + 2452 — 239.

(i) 20— 3+ Z-gtioe (ii) 3o + 3z + 1+ 737,
Priklad 56:
(i) P(z) = (z+2)(z 4+ 1)*(z — 1)(z — 3), (i) Q(z) = (z + 2)a(z — 1),

Priklad 57: (i) Dvojndsobnym, (i) dvojndsobnym.
Priklad 58:
. . ey 2
(i) ryze lomena, (i) 2+
.. 2 1
(i) o3 +22% — 20— 1+ 7511§f1+1 ,
Priklad 59:
(i) vRiC {-1,3}, (i) vRiC {-2},

Priklad 60:

(i ‘L) S (_007 _1) U (%700)#

(i) a) z € R —{-2}, b) z € R,

b) z € (—oo,—1JU[3,

— 42841225422+ 47

9294228 —1

(iii) v R nem4 FeSeni,

v C {2+ 5i}.

o0),

)
)
(i) = € R
(iv) a) x € (—2,1), b) z € (—2,1],
(v) a) z € (—o0,—1) U (—=1,0) U (3,00), b) z € (—00,0) U [3,00),
(vi) a) z € (—o0, —=3) U (—1,—1/2) U (2, 00),
b) z € (—oo0, —3] U (—1,—1/2) U [2,0),

(vil) &) & € (—00, —3) U (54T, =+441T) (2, o0),
€ (—o00, —3] U (ST, =3+V1T) | 2, o0).

=)
=
—
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Priklad 61:
o fNu: [3,0],[-5,0],
e fNy: [0,15].
Priklad 62:
z € (—o00,—1]U (3, 3]
Priklad 63:
2 —822% + 7z — 18
R(z) == I e e —
@) =32+ 14 3 et )
Piiklad 66:
4 r
Obr. A.1: (i) a (i) Obr. A.2: (ii)
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9 —_
24
-
Foo1q
7
0 r ; : ; i | i
. 1 1 3 Sa 5§ 7 8
x o
-1 4
5 34
_2 4
4 ] 2
sof g 3 N
3 X 1
2
Obr. A.8: (iii) : ————————
e (I N I N 40 1z 3 4 5
2 1 0 1 2 x
1 x —d
'j ,_‘ Obr. A.9: (iv)
I Obr. A.4: (v)
20 12 6
x
Priklad 68:
Obr. A.3: (iv) -
1 !
Obr. A.5: (vi) V\ V\ /\ /\
0 0
| AN VAR VARV,
- -1
Piiklad 67:
Obr. A.10: (i) Obr. A.11: (i)
o
-
2 b
3]
L3
1
s L_U_M R
A uj 1 b 3 4 2
-0 x
Obr. A.6: (i) -+

Obr. A.7: (ii) Obr. A.12: (iii)
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Obr. A.13: (iv)

s

zr\/

2

1

0 T 1
o n im

Obr. A.15: (vi)

Priklad 69: b

Priklad 70:
(i) D(f) =R —{-2},
(i) D(f) = (=00, 3],
(iti) D(f) = (~3.50),
(iv) D(f) =R,

::: \/

\/

Obr. A.14: (v)

Obr. A.16: (vii)

=(0,3) U (5,00),
R —{km; k € Z},

=R—-{(2k+1)5 + 1L,k € Z},
=(—2,4) U (4,10].
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Priklad 71:
0 ()"

Priklad 72:
(i) 2°, cotgx,

(ii) ¥z,sinz, 23 + 3,
Priklad 73:
a) sinz, (%)I,

Priklad 74:

Piiklad 76:

Priklad 77:

(i) D(f) = (1, 00),

. 202
(ii) %,

2
(i) (2p2)

(iii) cosz,a”,

(iv) logy @, /z,tg x, 2+ .
b) sinz, 55*

(ili) f~'(z) =3 +2,

(iv) fH(=)

=

lo,

09

Pifklad 78: D(f) = (— 2, —10) U (—10,1).

Priklad 79:

72

(iv) In222.

12 = —logsm.
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Priklad 80:

Priklad 81:

D(f) = [_47 _2) U (174]'

D(f) = (=o0,0) U (0,1],

D(g) = (0,1).

Piiklad 82: Funkce f je lichd, g suda a funkce hy a hg nejsou ani liché, ani sudé.

Priklad 88:

(i) 16,

Priklad 91:

(i) 3,

Priklad 92:

(i) —62%+ 2z — 4,

(iv) %ﬁ+5ia+ B

o

2

Priklad 93:

(i) —4,

(v) neexistuje,

(vi) —o0.

—12 (v) neexistuje,
neexistuje, (vi) oo.

e (v) —oo,

0, (vi) —=3.

5

7 3
M) 2+ 27 ~ W

. 322 +48z+1
o) G
1

(vii) 2cosw — 5,

(vill) tgz + =%

cos?x”
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Priklad 94:

(i) 2,-3,3,

Piiklad 95:
(i) ze*(2sinz + zsinx + z cos ),

(i) f(z) = 226%(3 + xIn6),

Priklad 96:
(i) 3ze[(sinz—3Inz)(x+2)+xcosz— 3|
(ii) 4°[24 (22 +6)In4],

9224345

(111) 2323 —2x24+5x—1’
: —14x

(iv) (z2+1) In?(22+1)°

2221 x41
V) SV =

Priklad 97:
(i) 52* +5%In5,

(ii) «*(1 +1nx)

Pitklad 98:
(i) *V/57(25 + x1In5),

(ii) —302%tga® Incos® 2°,

Priklad 99:
f'(x) = 152° + 2sinz —

h(z) =

Priklad 100:

(V) ;7
(V) z2—2z—1
(z2+1)2 >

Vi) e

3

(vi) —62%sina3 cosz3,

sin?(2x) + 2z sin(4z),

=

(vii

—2sinz

(Viii) coszIn? cosz’

72429 1 7(622 4 1),

Na¥

(ix

2
) =5

(ili) (sinx)®s*(cosx cotgx — sinzInsinz),

() (no)'ee(gss + 755)-

. 1 1
(iv) @33 T Vot

—2cotgx
(V) In%(sin®z)’

(vi) 2sinz(zsinz cosa? + sina? cos z).

3 s4lnz —1
93 g(x) == 2
2 cos(2x)

3{/sin?(2z)

"(=2) =1224.




PRILOHA A. RESENI

Priklad 103:

(i) y =11z + 25,

Priklad 104:

Priklad 108:

Obr. A.17: (i)

(ifi) oo,

(i) e —y+m=0.

(i) y = 12z — 110.

Obr. A.18: (ii)

Obr. A.19: (iii)

s

Obr. A.21: (v)

-1

Obr. A.23: (vii)

Obr. A.20: (iv)

Obr. A.22: (vi)

Obr. A.24: (viii)
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Obr. A.25: (ix)

Priklad 109:
(i) z € (—00,0) U (2,00)
(i) = € (2—V2,2+V2),

(iil) nemé,

Pifklady 110: $ £ ¥22.
Priklady 111: D.

Priklady 126:

) 223 — 8/ +2In|z| + ¢,
(i) Vall + Ve + e,
)

)

22 +4lnjz[+ & 4+,

Priklady 127:

(1) %%m(%r) +c,
(i) —3v2=8z+c,
(ii) 2In|2z — 1] + ¢,

) 53z
(iv) 3hs +o

(v) %arctg(?w) +ec.

273 + 322 + 92+ 28In |z — 3| + c.

Obr. A.26: (x)

(iv) y=0,
() z=2,
(vi) z € {2-v2,2+v2}.

157

Priklady 128:

(i) e”(2% —22+2) +¢,

(ii) L;lnac— % +ec.

Priklady 129:

(i) In|222 — 8| +c,

(i) % -In[22? — 8| + ¢,

(i) = J 5

Priklady 130:

Priklady 131:

Priklady 132:

Piiklady 133:

dz = — [ =224y = —In|cos 2| + c.

cos

/;dx=—7/;dx

T
+c= + c.

1 .
= —7—=arcsin

3 —7V3 V3z
V3 4 3

arcsin
4

2 1
7(11:2/7(11
/ Vda? -3 J /(22)2 -3
1 -
:25111\2:L‘+\/4:1:273\+c:1n\21‘+ Vi = 3| +ec.
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Priklady 134:

/Ldz*
222 + 8z —10

_3/ 1 d
“2) @r2z-9

1
ﬁln‘

3

2
Priklad 135:

(i) 22*— %.1:3 + % -z +c,

(i) 228 — 2 — 21w+,

(iii) %—%x2+%ln|x\+ﬁ+c,

Priklad 136:
(i) 2sinz — (22 + 3) cosz + ¢,
(ii) e®(z2 +2—2) +¢,

(iii) z(lnz —1) +¢,

Priklad 137:

(1) %ln\m|+c,

(i) —2In|5 - 92| +c,
(il) —2/(3 —4x)3 +c,
(iv) & ¥/(2x—3)5 +c,

(v) Vo — \/garctg e,

Priklad 138:
(i) —In|4—e”| +e¢,
(if) e’z o

(i) —1e™*" +e,

3+z+2
3—x—2

3 1
— [ ———dx
2/x2+4r—5 !

__3/;(11
T2/ 9—(z+2)2

+ 11
c=——1In
4

x+5’
—| t+c
1—=2

. 12 12 40 20 X
(iv) 1§ Vall — 12 ValT+¢,
(v) 7% arcsinz + ¢,

N
) Tz — 1% te

(iv) glnx — %1 + ¢,

—
<

=

[

(2% arctgx — x + arctgx) + ¢,

(vi) &(sinz + cosz) +c.

(vi) m +c,
(vii) V322 -5+,
(viii) 2VIn®z + ¢,

(ix) —In|cosz|+c,

(x) In(2? =3z +7) +c.

(iv) 7005; 4o
(v) 7$ —sinz + ¢,

(vi) —zi= —sinz +c.

sinx
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Priklad 139:
(i) —5 Va®,
(ii) % arcsin %‘ +c,
(iii) 2 %arctg [\/g(x + 2)] +ec,
(iv) 3ln {%(:}: +1+ \/m)] + ¢1, nebo (dle pouzitého vzorce)
3ln {(L +14 \/m)] + ¢9, kde co = ¢1 + 3111%.
(v) V3z —1—arctg/3r — 1 +c,
(vi) T2z + l)% -1z + 1)31 +e=H@r+ DiGz—2)+c
Priklad 140:
(i) 2In[3z — 4| +c, (iv) In(2? — 22 + 3) + ¢,
(ii) ﬁ +ec, (v) 2In(z? — 2z +3) + % arctg % +c
(iii) v/2arctg % +e, (Vi) 3In(a® + 2+ 1) — 5—{5 arctg 2‘7';1 +ec

Priklad 150:

(i) 168, (v) 117,
.. 2 .

(i) 2+ %, (vi) 4,
(iii) 3, (vii) 42,
(iv) 1+ - 2, (viii) €L,

Priklad 151:

M %

, (iit) 7(4v/5 + 10).
(if) 47 V5,

Priklad 152:

(¥

, (i) 27.

(NI
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Piiklad 153:

(0 %, (iv) 4%,
(ii) 19727, ) 2 V1+ 422 da,
(iii) 4875, (vi) 4V/5.

Priklad 160: Kofeny jsou —3, 7% a % Vysledné odhady kofent tedy musi vyjit nejvyse o danou
chybu jinak. (Reseni piikladu nelze jednoznaéné napsat, protoze jind volba prvniho odhadu
muze vést k jinému vysledku, ktery je sice také dostateéné pfesnou aproximaci hledaného
kofene, ale napf. z druhé strany, nebo v rdmci povolené chyby posunuty.)

Pitklad 161: Polynom = £2% — 62% 4 6z — 4. Vyslednd hodnota = 2.
Piiklad 162: Polynom = 2 (z# + 2423 — 1222 + 24). Vsledna hodnota = 553,
Pifklad 163: —z* — 523 — 1022 — 10z — 5.

Pifklad 164: (a) 12, (b)) «—%.
Priklad 165: Polynom = —12? + Iz — 5. Vyslednd hodnota = 2.
Priklad 166: —13.

Priklad 167: y = gz — 3. Hodnota v % je 0.

—
jay

Priklad 168: y = _% +

|
ol

Hledame pfimku (linedrni
zavislost) pro niZz je soulet ploch
naznafenych Ctvercd minimdlni.

Priklad 169:

Priklad 170:

161

Priklad 171:

Priklad 172: Odhady vyjdou pfiblizné —2, 948828358; 0, 7828156787 a 2,166012680. Vysledky
se mohou lisit dle zvoleného prvniho déleni intervalu. (Nikdy ale o vic, nez o pfislusnou chybu).
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__Pfiloha

E Vzorce

§ B.1 Zakladni vzorce

Mnohocleny

(a+b)? = a® 4 2ab+ V2,
a2 - v = (a—0b)(a+D),

Mocninna funkce

a =1, a7 =L

Logaritmus a exponenciila

log,z =y & x=a¥,
logl =0,

log,a =1,

loga® = bloga,
log(ab) = loga + logb,

Goniometrické funkce

_ sinx
tgr = 5o

cotgx =

coéa‘

5 sinQa;7

sin“z + cos“z = 1,
sin 2z = 2sinz cos z,

s s ™ s
¢ |01 51|35 |3
; 1 V2 | V3
sinz [0 5 | %[5 |1
" V3| v2Z |1
cosz | 1| % 5 310

va, a"a® =a"ts, (a")® = a"s.

Cos 2x = cos
sin? 3 ,

2 x __ l+cosz
cos® § = RE

163

(a £ b)® = a® £ 3a%b + 3ab? + b3,
a® + 0% = (a £ b)(a® F ab + b?).

log § = loga — logb,
log,a” =z = alo%a

Inz =lgz =log.z, e =2,71828...,

__ log.b _ Inb
" log.a = Ina’

log, b

2 2

r — sin“ z,
x 1—cosx

v |0/ § |55 |5
tgx 0 ? 11vV3]| -
cotgx | — V311 50
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Zlomky
a ¢ _ adtch ay—1 _ b c __
b " i
tq =t (5)" =% a=1
b _ad_ ad &= b
i bc be
Ostatni
> Komplexni &isla (C)
=1, a+ib=a—ib, a? + % = (a — ib)(a + ib)

> Kvadraticky polynom P(z) = az? + bz + ¢

)

D = — dac, T1o = %ﬁ
> Doplnéni na ¢tverec

az? + bz + ¢ = a(z? + Lo + £),

§ B.2 Derivace

Necht f a g jsou funkce, ¢ € R.
e (fxg)=f%4,

o (e f) =c-f,

Necht a,b,c,a €R, a,b >0, a #0, b # 1.

.
o (¢) =0, ¢
o (z%) = az®!, *
o (e7) =e? ¢
e (a*) =a®-Ina, °
e (nz) =1, .
o (log,2)' = 7 .

.

(sinz)’ = cosz,
(cosz)' = —sinz.
(tg2) = i
(cotgz)' = -,
(arcsinz)’ = 1£12,
(arccos x)’ = \/1:17
(arctgz) = 7z,
(arccotg z)’ =

+1

§B.3. INTEGRALY

§ B.3 Integraly

Necht f a g jsou funkcee, k,c € R.

o [[f(z)£g(@)]de = [ f(z)dz £ [ g(z)dz,

o [k-f(x)dz=k- [ f(x)dz,
.jf(T dz = In|f(z)| +c.

Necht A, B,a,c,k,n € R, a >0, n# —1.
o [kdz=ka+e,

Zntl
n+1 +c

o [a"dz =1
e [Ldz=In|z|+c,

. fa’d¢71na+c7

o [e"dz =e” +c,

e [sinzdz = —cosz +c,

o [coszdz =sinz+c,

o [ dz=tgz+ec,
o [ de=—cotgz+c,
. f\/ﬁdw:arcsin%qLc,
o Tinr—ln\x-&—\/ﬁiBH—c

1 R RN
ofmdafzarctg%Jrc,

1 _ 1 Atz
o [ atmde= |45 1o

Integrovani per partes [u =u(z),v=v(z)].

/ w' dz = uv — / u'vde.

Substituéni metoda.

[ s -

/' Fg(@))g(z) d =

x=nh

dr = h’(z‘

/f (h(t))W (t) dt,

- /If(t)th

glx) =t
g (z)de = dt

Délka krivky.

b
= [ 1+ f?(z)da.

Povrch plasté a objem rotaéniho télesa
(rotace f kolem osy ).

b
P=2r | f(x)y1+ f?(x)dz,

b
V=r[ f)da.

a




