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Uloha linearniho programovani — zakladni pojmy
Ulohou linearniho programovani rozumime ulohu najit maximum nebo minimum
linearni funkce n proménnych x1,x2,...,Tn:

(1) z=c121 +C2T2 + -+ + CnTn

na mnoziné zadané soustavou linearnich nerovnic nebo rovnic:

a11x1 + ai2x2 + -+ ainrn, < b

(2) ar121 + agex2 + -+ apnxTn > by
Am1T1 + AmaX2 + -+ GmnTn =  bm,
(3) 1,22, ...,Tn > 0.
V3echny koeficienty a;j, bj, ¢;, i € {1,...,n}, j € {1,...,m} jsou redlnd &isla.

o Funkce (1) se nazyva acelova funkce, podminky (2) a (3) se nazyvaji
omezujici podminky, pfi¢emz podminky (2) se nazyvaji vlastni omezeni a
podminky (3) se nazyvaji podminky nezapornosti.

o Pripustnym ¥eSenim ulohy linedrniho programovani rozumime vektor
(x1,x9,...,2,), ktery vyhovuje omezujicim podminkam (2) a (3). MnoZina
viech pFipustnych YeSeni (tj. mnoZina v8ech FeSeni soustavy (2), (3)) se
nazyva pripustna mnozina.

o Optimalnim feSenim ulohy linedrniho programovani rozumime takové
pFipustné Fe¥eni, pro které je hodnota G&elové funkce maximalni (resp.
minimalni). Tato maximaIni (resp. minimalni) hodnota t&elové funkce se
nazyva optimalni hodnota.



Definice (Vrchol pfipustné mnoziny)

Necht M C R™ je pFipustnd mno¥ina uréend soustavou (2), (3). Rekneme, %e bod
x € M je vrchol mnoziny M, jestlize T nelezi na tUsetce s krajnimi body x a y pro
Zadnou dvojici bodi x,y € M takovych, Ze x # y # T.

Poznamka (Konvexni mnozina, polyedr)

@ MnoZina bodii M C R™ se nazyva konvexni, jestlize spolu s kaZzdymi dvéma
body x,y € M patfi do mnoZiny také celd dse¢ka s krajnimi body = a y.

o P¥ipustnd mnoZina urend soustavou nerovnic (2), (3) je konvexni mnoZina a
nazyva se polyedr.

Véta
o Je-li pfipustna mnoZina prazdnd, pak uloha linearniho programovani nema
reseni.
o Necht je pFipustnd mnoZina neprazdnd a ohranigend. Pak nabyvd iielovd
funkce svého maxima (resp. minima) v nékterém z vrcholi pFipustné mnoZiny.
o Necht pFipustnd mnoZina neni ohrani¢end. JestliZe ticelovd funkce nabyvd na

této mnoZin& svého maxima (resp. minima), pak se optimalni hodnota
nachazi v nékterém z vrcholi pFipustné mnoZiny.

o Nabyva-Ii ucelova funkce optimalni hodnoty ve dvou riiznych vrcholech, pak
nabyva optimalni hodnoty také ve vsech bodech leZicich na dsecce urcené
témito vrcholy.

Poznamka

Pokud nenfi p¥ipustnd mnoZina ohrani¢end, pak tloha nemusi mit ¥eSeni, nebot
icelovad funkce nemusi byt nad touto mnoZinou shora (zdola) ohranicena.
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Grafické feSeni — dvé proménné

V ptipadé dvou proménnych lze tlohu linedrniho programovani vyfesit graficky
pomoci vrstevnic ucelové funkce (viz absolutni extrémy funkce dvou promé&nnych).

o P¥ipustnou mmnozZinu zakreslime jako priinik kone¢ného po&tu polorovin
uréenych omezujicimi podminkami.

o Grafem ucelové funkce je rovina, jejiz vrstevnice jsou p¥imky.
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Grafické feSeni — dvé proménné

Je-li pFipustnd mnozina ohrani€end, pak tcelova funkce nabyva na této
mnoZin& svého maxima (resp. minima) v n&kterém z vrcholi mnoZiny.

Maximum (minimum) tedy miZeme najit
@ bud pomoci vrstevnic ticelové funkce

@ nebo tak, ze uréime vrcholy pfipustné mnozZiny, spocitdme hodnotu ucelové
funkce ve v8ech vrcholech a vybereme nejvétsi (resp. nejmensi) hodnotu.

P¥itom se miZe stat, Ze funkce nabyva maxima (resp. minima) ve dvou riznych

vrcholech. V tom p¥ipad& je maximum (minimum) nabyto ve v8ech bodech dsecky,
jejiz krajni body jsou tyto vrcholy.



P¥iklad (Ohrani¢ena pfipustna mnozina, jedno feSeni)

Najdéte maximum funkce z = x1 4+ 2 na mnoziné uréené nerovnostmi

1 — T2 —3
1 + 2x2

T1

IV IA IV IV

T1,T2

Po nakresleni p¥ipustné mnoZiny vidime, Ze
tato mnoZina je ohrani¢end. Ulohu miZeme

tedy vyfesit graficky pomoci vrstevnic nebo po-
rovnanim hodnot G&elové funkce ve vrcholech:
2(0,1) = 041=1
2(2,0) = 240=2
2(3,0) = 340=3
2(3,6) = 34+6=9
0 2 3 x1 2(0,3) = 0+4+3=3

V obou p¥ipadech vidime, Ze (ielova funkce nabyva maxima v bod& (3,6) (optimalni
fe¥eni). Optimalni hodnota je 9.

P¥iklad (Ohranitena p¥ipustna mnozina, vice feseni)

Najdéte maximum funkce z = —x1 4+ x2 na mnoziné uréené nerovnostmi
1 — T2 Z —3
1+ 222 > 2
I1 S 3
T1,T2 2 0

Porovname hodnoty ucelové funkce ve vrcholech:

2(0,1) = —0+1=1
2(2,0) = —2+40=—2
2(3,0) = —-340=-3
2(0,3) = —-0+3=3

Vidime, Ze funkce nabyvd maxima ve vrcholech
(0,3) a (3,6). To znamend, Ze maximum je na-
byto ve v8ech bodech lsecky, ktera tyto dva body
spojuje. TotéZ je vidé&t i nakreselnim vrstevnic
uéelové funkce. Optimalni hodnota je 3.

T




v

Grafické feSeni — dvé proménné

Je-li pFfipustna mnozina neohrani¢ena a nabyva-li Gcelova funkce svého maxima
(resp. minima) na této mnoZing, pak je tohoto maxima (minima) nabyto v
nékterém z vrcholl mnoziny.

MuiZe v8ak nastat situace, Ze Gelova funkce svého maxima (resp. minima) na
neohrani¢ené mnoZiné vilbec nenabyva. Metodu dosazeni vrcholi tedy nelze
pouZit a maximum (resp. minimum) na neohraniéené mnoZin& vySetfujeme vzdy
pouze pomoci vrstevnic tcelové funkce.

P¥iklad (Neohrani€ena pfipustna mnozina)

Najdéte maximum a minimum funkce z = x1 + 2 na mnoziné uréené nerovnostmi

1 — 29 <
—2x1 + 22 <
L1,T2 2

P¥ipustnd mnoZzina neni ohrani¢ena. Po na-
kresleni vrstevnic vidime, Ze (&elova funkce
nabyvd minimdlni hodnoty 0 v bod& (0,0).
Uloha najit maximum v8ak nem3d FeSeni, ne-
bot titelova funkce neni na p¥ipustné mnozing

shora ohrani¢end. (Nabyvd zde libovolng
O\ 1 ‘1 velkych hodnot.)




Simplexova metoda

Simplexova metoda je (narozdil od grafické metody) pouZitelna p¥i libovolném
po¢tu proménnych.

Idea této metody spodiva v tom, Ze “cestujeme po hranach” p¥ipustné mnozZiny od
jednoho vrcholu ke druhému a hleddme vrchol s optimalni hodnotou. P¥fitom neni
nutné obejit viechny vrcholy, nebot v kazdém vrcholu pozndme, zda jsme jiz
dosahli optimalni hodnoty.

Metodu si vysvétlime na dloze zadané ve specidlnim tvaru. V obecném p¥ipadé je
postup obdobny, ale trochu komplikovangjsi.

Uvazujme maximaliza¢ni dlohu linedrniho programovani:
Z=cCx1 +coxo + -+ cpxr, — max

na mnoziné zadané soustavou linearnich nerovnic:

a11r1 +aexe + -+ apr, < by
ao1T1 + agoxs + -+ aspr, < b
Am1T1 + Gma®a + - -+ GmnTn < by,

T1,L2, ..., Ty > 0,

a predpokladejme, Ze b; > 0 pro kazdé j € {1,...,m}.

VEimné&me si, 7e takto zadana p¥ipustnd mnoZina neni prazdnd, nebot vektor
(0,0,...,0) spliiuje viechny nerovnice.



KaZdou z nerovnic tvoficich vlastni omezeni dlohy prevedeme na rovnici tak, Ze k
levé strané& pt¥i¢teme novou nezdpornou proménnou. Celkem tedy zavedeme dalSich
m proménnych, oznalme je T, 11, Tp+2, .., Tnitm. 1yto promé&nné se nazyvaji
dopliikové proménné a vyjadfuji rozdil mezi levou a pravou stranou ptivodnich
nerovnosti.

Plvodni dlohu jsme tedy prevedli na dlohu:
Z =C1%1 + Cx2 + -+ + CrLxy — MaX

na mnoziné zadané soustavou linedrnich rovnic:

a11T1 + a12T2 + -+ A1pTn + Tnit = b
(4) a21T1 + G22T2 + -+ A2pTy + Tp42 = by
Am1T1 + AmaTs + -+ QynTp + Ln4+m — bm7

L1y L2y s Lntm > 07

Definice (Bazické ¥eSeni)
Redeni (1, 29,...,Tnim) soustavy (4) nazyvdme bazickym ¥eSenim, jestlize
O X1,%2, .., Tnitm = 0,
o n (z celkového poctu n + m) prom&nnych je nulovych
o sloupce matice soustavy (4) odpovidajici zbyvajicim m prom&nnym jsou
linedrn& nezavislé (tj. je mozné je ekvivalentnimi Gpravami pfevést na
jednotkovou matici). Tyto proménné nazyvame bazické proménné.
Bazické YeSeni se nazyva degenerované, jestlize jsou nulové i nékteré bazické
proménné.

Tedy nap¥. vektor, jehoz slozky jsou
X1 :O, x2:07 ce ey CUnZO, xn+1 :b:[, xn+2:b2, cee xn+m:bn,

je bazické Yeeni soustavy (4), p¥icemZ bazické prom&nné jsou 1, ..., Tnt+m (sloupce
odpovidajici t€mto promé&nnym tvofi jednotkovou matici a jsou tedy linedrn& nezavislé).
Véta (Charakterizace vrcholii)

Vektor (x1, o, ..., Tnim) je bazickym FeSenim soustavy (4) pravé tehdy, kdyZ
(r1,x2,...,x,) je vicholem pFipustné mnoZiny.




Danou dlohu jsme tedy p¥evedli na dlohu najit takové bazické ¥e¥eni soustavy (4),
pro které je odpovidajici hodnota ucelové funkce cix1 + coxs + -+ - + crxy
maximalni. Hodnotu GZelové funkce mizeme ptidat do soustavy jako dalsi
proménnou:

Rovnici z = c1x1 + coxo + - - - + ¢z, prepiseme do tvaru
—C1T1 — CaTy — - —CpTpy +2=0

a pridame k soustavé (4):

a11T1 + a12T2 + -+ A1pTn + Tni1 =

a91T1 + Q92T9 + -+ + Q2T + Tp42 = by

Am1T1 + AmaTs + -+ Qyn Ty + Ln+m — bm7

—C1X1 — CoTg — ++— CpTn +z=0
X1, T2y« Tngm = 0,

Koeficienty ziskané soustavy zapiSeme do tabulky:

L1 Lo te Ly xn—l—l $n+2 te xn—i—m
Tn+1 a1 a2+ Gip 1 0 e 0 b1
Tr42 az1 Q22 - Ga2p 0 1 e 0 bo
LTn+m am1 am?2 tr Amn O O t 1 bm
z -1 —Cy -+ —Cy 0 0 e 0 0

Toto je tzv. vychozi simplexova tabulka a miiZeme z ni vy&ist vychozi bazické feSeni:
1 :O, CI?Q:O, c e, :UnZO, Tn+1 :b1, :Un_|_2:b2, ey :cn+m:bn.

V levém sloupci vidime bazické promé&nné a proménnou z, v pravém sloupci vidime
hodnotu bazickych prom&nnych a hodnotu promé&nné z (tj. hodnotu ucelové funkce).
Ostatni promé&nné nejsou bazické a klademe je rovny nule. Toto vychozi p¥fipustné ¥fesenfi
odpovida vrcholu (0,0, ...,0) pfipustné mnoZziny, hodnota ti¢elové funkce je zde nulova.

Sloupec odpovidajici prom&nné z jsme zamé&rn& vynechali, nebot se dile nebude ménit.



Nyni je potfeba odpovédét na otdzku, zda je vychozi hodnota 2z optimalni a pokud
ne, jakym zplisobem najit bazické feSeni s vétsi hodnotou, pfipadné jak poznat, ze
optimalni hodnota neexistuje.

Kriterium optimality

o Jsou-li v8echny koeficienty v poslednim ¥adku tabulky (¥adek G&elové funkce)
nezaporné, pak z je optimdlni hodnota a odpovidajici vektor (x1,z2,...,x,)
(v p¥ipad& vychozi tabulky (0,0,...,0)) je optimdlni Ye3eni.

o Je-li alesponi jeden koeficient v poslednim ¥adku zdporny, vybereme koeficient
s nejvice zdpornou hodnotou a sloupec, ve kterém se tento koeficient nachazi,
nazveme klicovy sloupec.

a. Pokud se v klicovém sloupci nenachdzi Zadny kladny prvek, znamen3 to, Ze
tcelova funkce neni nad pFfipustnou mnoZinou shora ohrani¢ena a maximalni
hodnota tedy neexistuje. Uloha nema ¥eSeni.

b. Pokud je alespoii jeden prvek v klicovém sloupci kladny, pak najdeme nové
bazické feseni.

P¥echod k novému bazickému feseni

@ Pro vsechny kladné prvky v kli¢ovém sloupci spocteme podily:

odpovidajici hodnota b;

kladny prvek kli¢ového sloupce v j-tém Fadku

a vybereme prvek, pro ktery je tento podil nejmensi. Tento prvek nazveme
klicovy prvek a odpovidajici Yadek nazveme klicovy fadek.

@ Pomoci ekvivalentnich Fadkovych dprav upravime tabulku tak, abychom misto
klicového prvku dostali &islo jedna a na v3ech ostatnich pozicich v kli¢ovém
sloupci byly nuly. (Kli¢ovy ¥adek vydé&lime kli¢ovym prvkem a poté vhodné
nasobky klitového ¥adku pFi¢itame k ostatnim ¥adkim tabulky.)

@ Provedeme prepsani bazickych proménnych v prvnim sloupci. Misto ptvodni
promé&nné bude v kli¢covém ¥adku promé&nnd odpovidaji klicovému sloupci.

@ Z nové tabulky vy¢teme nové bazické feSeni a odpovidajici hodnotu z.
Stejnym zplsobem jako u vychoziho feSeni zjistime, zda je hodnota optimalni
a pokud ne, prejdeme k daldimu bazickému FeSeni.
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P¥iklad (Simplexova metoda)
Reste tilohu
z =211 + 9 — 203 — max

p¥i omezujicich podminkach

200 —x9 — 13 <2

x1 —xa+ x3<4

r1+ o+ 223 <6
x1,T2,x3 > 0

Zavedeme dopiitkové proménné a prevedeme na soustavu rovnic (spolu s rovnici
pro U&elovou funkci):

201 — To — T3+ 14 =2
T1 — T2+ T3 + x5 =4
r1 + x99 + 223 + xg =06
—2x1 — 22 + 223 +2=0

L1,T2,XL3,T4,T5,Te 2 0

P¥iklad (Simplexova metoda — pokracovani)

|| X1 X2 r3 X4 Ty Te |
za || 2] -1 -1 1
1
1
—2

Vychozi tabulka: x5 -1 1 0

1 2 0
-1 2 0

Vychozi bazické feseni: 1 =0, z2 =0, 3 =0, x4 =2, x5 =4, 6 =6, z = 0.

e
z

Ol O O

2
4
6
0

oo = O

V poslednim ¥adku tabulky jsou zaporné hodnoty = budeme hledat jiné bazické FeSeni
s vé&tsi hodnotou z.

Z posledniho Fadku tabulky vybereme nejvice zdporny prvek. Tento prvek uréuje kli¢ovy
sloupec. Pro v8echna kladni &isla v klicovém sloupci spo&itame podily:

2 4 6
2 | | 0

Vybereme prvek, pro ktery je podil nejmensi — kli¢ovy prvek. Pomoci ekvivalentnich
radkovych udprav prejdeme k nové tabulce, ve které bude na misté klicového prvku &islo 1
a viude jinde v kli¢ovém sloupci budou nuly. (Kli¢ovy ¥adek vyd&lime &islem 2 a poté
pri¢teme vhodné nadsobky klitového ¥adku k ostatnim ¥adkim.)

V prvnim sloupci prepiSeme bazické proménné — novou bazickou promé&nnou bude x;
(misto x4).
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P¥iklad (Simplexova metoda — pokracovani)

L1 T2 x3 Ty Ty T

n| 1 -L -2 L 0 o0]1

Druhé tabulka: @5 || 0 —3 53 —3 03
6 || 0 |3 > -3 0 115

|0 —2 1 1 0 0]2

Bazické feseni: x1 =1, 20 =0, 23 =0, 24, =0, x5 =3, x¢ =5, z = 2.

V poslednim ¥adku tabulky je zdpornd hodnota = hleddme dal3i bazické FeSeni s
vétsi hodnotou z.

Jedind zapornd hodnota v poslednim ¥adku urcuje kli¢ovy sloupec, jedind kladna
hodnota v kli¢ovém sloupci ur€uje kli¢ovy prvek.

Pomoci ekvivalentnich ¥adkovych dprav prejdeme k nové tabulce, ve které bude na
misté klicového prvku &islo 1 a v3ude jinde v klitovém sloupci budou nuly. (Kli¢ovy
Fadek vydélime &islem % a poté pricteme vhodné nasobky kli¢ového Fadku k
ostatnim ¥adkiim.) V prvnim sloupci p¥epiSeme bazické promé&nné — novou
bazickou prom&nnou bude x5 (misto xg).

P¥iklad (Simplexova metoda — pokracovani)

ry T2 I3 Ty T Te
a L 0 L T o0 1|3
Tret tabulka: 25 || 0 0 I -3 1 3§ |&
w0 1 3 - o0 2w
z 0 0 % % 0 % %
Bazické feSeni: 1 = %, To = 13—0, 23 =0, x4 =0, x5 = 13—47 6 =0, 2 = %_

V poslednim ¥adku tabulky neni Zaddna zdpornd hodnota = nasli jsme optimalni
feseni.

Optimalni ¥eseni: 1 = %, Ty = %, xg = 0.
Optimalni hodnota: z = 22.

11
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Minimalizaéni uloha

Postup simplexové metody jsme si vysvétlili v pfipadé, kdy hledame maximum
tcelové funkce. Obecné plati:

min f = — max(—f).

Mame-li tedy na zadané pfipustné mnoziné€ najit minimum funkce
zZ =121 + T + - -+ + ¢, T,, postupujeme tak, Ze najdeme maximum funkce
Z=—C1T] —CoTy — -+ — Cnly.

Mohou nastat tyto pfipady:

o Maximum funkce Z = —c1x1 — cox9 — - -+ — ¢, &, NA dané mnoziné
neexistuje. Pak na dané mnoZziné neexistuje ani minimum funkce
Z=0Cx1 +Ccxo+ -+ cCphxpy.

o Maximum funkce z = —cix1 — coxo — - - - — ¢, Na dané mnoZiné existuje.
Necht hodnota tohoto maxima je z. Pak existuje i minimum funkce
z =171 + caxa + - - - + Ty, (ve stejnych bodech jako maximum funkce 2) a
jeho hodnota je —Z.

Vyuziti systému pocitacové algebry

Priklad
Reéte dlohu
2z = 2x1 + 9 — 203 — max

pfi omezujicich podminkach

201 — 1o — x3 < 2
x1 —xa+ x3<4
$1+$2—f—2$3§6

X1,x2,T3 Z 0.

Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

maximize 2x+y-2z on 2x-y-z<=2, x-y+z<=4, x+y+2z<=6, x>=0, y>=0,
z>=0

12
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