Euklidovsky prostor. Funkce dvou proménnych:

zakladni pojmy, limita a spojitost.
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Prostor R"

o R — mnoZina redlnych &sel (prvky zndzoriiujeme jako body na &iselné ose)
@ R™ — mnoZina uspofadanych n-tic redlnych &isel

Prvky mnoZin R? a R? znazoriiujeme obvykle v kartézské soutadnicové
soustavé.
o R? — mnoZina uspo¥adanych dvojic redlnych &isel (prvky znazoriiujeme jako
body v roving)
- soufadnicové osy: x,y

o R® — mnozina uspotadanych trojic redlnych &isel (prvky znazorifujeme jako
body v trojrozmé&rném prostoru)
- soufadnicové osy: x,vy, z
- soufadnicové roviny: zy (z = 0), zz (y = 0), yz (z = 0)

[y ¥ R

a, L----g A=C“qaz)

A X
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Vzdalenost v R"

Definice (Euklidovsky metricky prostor)
Necht A = (0,1,0,2) € RQ,B = (bl,bg) € R2.
o Euklidovska vzdélenost bodti A, B je &islo o(A, B) definované vztahem

Q(A, B) = \/(al — b1)2 + (CLQ — b2)2.

@ Pravidlo p, které dvojici bodl p¥ifazuje jejich Euklidovskou vzdalenost se
nazyva euklidovskd metrika.

@ Mnozina R? s euklidovskou metrikou definovanou pro kazdé dva body z R? se
nazyva euklidovsky metricky prostor a zna&i se E2.

Euklidovska vzdélenost dvou bodl je rovna délce tsecky, kterd tyto body spojuje:
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Analogicky se definuje euklidovska vzdalenost v R™ a vicerozmérné euklidovské
prostory E™. Nap¥iklad euklidovska vzdalenost bodi
A= (a1,as,a3) € R3 B = (by,by,b3) € R? je definovana vztahem

0(A, B) = /(a1 — b1)? + (a2 — b2)? + (a3 — b3)>.

Pf¥iklad (Euklidovska vzdalenost bodii)

Urcete euklidovskou vzdalenost bodu
Q A=(2,1), B=(3,4)

p(A,B)=1/(3-22+(4-12=v1+9=V10

Q@ A=(2,1,3), B=(0,1,4)

p(AB) =/(0-22+(1-1)2+(4-32=V4+0+1=5
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Véta (Vlastnosti euklidovské metriky)

Pro libovolné body A, B,C € E™ plati:
Q 0(4,B) =0<«= A = B (totoZnost)
Q o(A,B) = o(B, A) (symetrie)
Q 0(A,B) + o(B,C) > o(A,C) (trojihelnikovd nerovnost)

Vzdalenost dvou bodi se asto definuje i jinym zplisobem, pomoci jiné metriky
nez euklidovské. P¥itom se zcela pFirozené poZaduje, aby kazdd metrika, ktera
definuje vzddlenost, mé&la vlastnosti uvedené v p¥edchozi vét&. Napfiklad:

01(A, B) = |a1 — bi| + |az — b2,
000 (A, B) = max{|a; — by, |ag — ba|}.

1
a, b, x

Poznamenejme, Ze v R definuji uvedené metriky g, 01, 0o Stejnou vzdalenost
(jsou totozné).
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Definice (Okoli bodu)

Necht A € E™, ¢ > 0 je redlné &islo.
@ c-okolim O.(A) bodu A rozumime mnoZinu viech bodd, které maji od
daného bodu A vzdalenost mendi nez e, tj.

O:(A) ={X e E": o(X,A) < e}

@ Ryzim (redukovanym, prstencovym) e-okolim O(A) bodu A rozumime
mnozinu

O-(4) = O(4) ~ {A}.

Nebude-li polomé&r okoli podstatny, budeme index & vynechavat.

@ c-okoli bodu A € E? je mnoZina viech bod( uvnit¥ kruhu se stfedem v bod&
A a polomérem ¢

@ c-okoli bodu A € E3 je mnoZina viech bodii uvnit¥ koule se stfedem v bod&
A a polomérem ¢
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Pokud bychom uvaZovali jinou metriku nez euklidovskou, potom by okoli mélo jiny
tvar, napfiklad volbou metriky o., dostdvame &tvercové, resp. krychlové okoli.

g-okoli v metrikach o, 01, 0so:

V dal$im budeme vzdalenost chapat jako
euklidovskou.
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Vyznacéné body a mnoziny bodi

Necht M C E™ je neprdzdnd mnoZina bod.

@ Bod A € M se nazyva vnitini bod mnoZiny M, jestliZe existuje okoli tohoto
bodu, které celé patf do mnoziny M. MnoZina vSech vnit¥nich bodd mnoziny
M se nazyva vnitfek mnoZiny M.

o Bod A se nazyva hrani¢ni bod mnoZiny M, jestlize v kaZdém jeho okoli lezi
alesponi jeden bod, ktery pat¥i do mnoZiny M a zarovei alespoii jeden bod,
ktery nepatf¥i do mnoziny M. MnoZina v8ech hrani¢nich bodi mnoZiny M se
nazyva hranice mnoziny M. Hrani&ni body nemusi pat¥it do mnoZiny.

x A je vnitfni bod
+* B € M je hrani¢ni bod
x C' ¢ M je hrani¢ni bod
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@ MnoZina M se nazyva otevienad, jestlize kaZzdy jeji bod je jejim vnitfnim
bodem.

@ MnoZina M se nazyva uzaviend, jestlize obsahuje v8echny své hraniéni body.

x M je uzavfena
x Ms je oteviena

+ M3 neni ani uzav¥end ani otev¥ena
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@ MnoZina M se nazyva ohrani¢end (omezena), jestlize leZi v okoli (libovoln&
velkém) n&jakého bodu z E™.

« M je ohraniend

x Mo neni ohranicena

@ MnoZina M se nazyva souvisla, jestlize kazdé dva body z této mnoZiny lze
spojit lomenou &arou, kterd celd lezi v M.

@ Otevfend a souvisld mnoZina se nazyva oblast, uzav¥end a souvisld mnoZina
se nazyva uzavfiend oblast.

Mo
« M; je souvisla

x My neni souvisla
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Funkce dvou proménnych

Definice (Funkce dvou proménnych)

Necht M C R? je neprazdna mnoZina. Pravidlo f, které kazdému prvku
(z,y) € M pf¥itazuje pravé jeden prvek z € R, se nazyva funkce dvou proménnych.
Pig¢eme f : R? — R nebo explicitn& z = f(z,y).
@ MnoZina M se nazyva defini¢ni obor funkce f a zna&i se D(f).
@ MnoZina viech z € R, pro n&z existuje bod (z,y) € M takovy, Ze
z = f(x,y), se nazyvd obor hodnot funkce f a znati se H(f).

@ Proménné z,y se nazyvaji nezavislé proménné, z se nazyvd zavisla proménna.
v

Kazda funkce je jednoznaéné uréena svym definiénim oborem a funkénim
predpisem (tj. predpisem, ktery kaZdému bodu (z,y) z defini&niho oboru pFifazuje
funk&ni hodnotu f(xz,y)).

Pokud neni defini¢ni obor zadany a funkéni predpis je dan vzorcem, pak defini¢nim
oborem rozumime mnoZ%inu viech (z,y) € R?, pro n& ma dany vzorec smysl.

Defini¢ni obor funkce zobrazujeme jako mnoZinu bodd v roviné xy.

Simona Fisnarova (MENDELU) Euklidovsky prostor. Funkce. Limita.



Ptiklad

Urcete defini¢ni obor funkce z = liw a zakreslete v roviné xy.
N y+2)
Reseni: Body z defini¢niho oboru musi spliiovat nasledujici tfi podminky:
(1)
4—a22—42>0
%+ y2 <4
(2]
In(x —y+2)#0
r—y+2#1
y#ax+1
o
r—y+2>0
y<x+2
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Grafické znazornéni funkce dvou proménnyc

Definice (Graf funkce)

Grafem funkce dvou promé&nnych z = f(x,y) rozumime mnoZinu viech
uspoFadanych trojic (z,y, f(x,y)) € R?, kde (x,y) € D(f).

o Grafem funkce dvou proménnych je mnoZina bodil v trojrozmérném prostoru,
obvykle n&jakd plocha.

o Pro ziskdni ptedstavy, jaky je tvar této plochy ndm pomohou Fezy
vyzna&nymi rovinami - soufadnicové roviny (z = 0,y = 0,z = 0) a roviny s
nimi rovnobézné, predevsim ¥ezy rovinami z = ¢, ¢ € R.

Definice (Vrstevnice funkce)

Vrstevnici funkce z = f(z,y) na trovni ¢ rozumime mnoZinu viech bodi
(xay) € R2y pro které f(:L‘,y) =c.
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Pt¥iklad (Rovina)
Uréete vrstevnice funkce z = 3 — 22 — y a nakreslete graf.

@ Vrstevnice:
3—2r—y=c,ceR=y=3-2zx—c

c=—-1: y=4-22
c=0: y=3-22
c=1: y=2-2x
c=2: y=1-2x

@ Graf - ur¢ime priseciky se soufadnymi osami:

r=0,y=0=>2=3
r=0,2z=0=>y=3
y=0,2z=0=2=3/2
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Ptiklad (Paraboloid)

Ur&ete vrstevnice funkce z = x2 + 2.

2?4+ 9* = ¢, ¢ > 0 = kruZnice

3

c=0: (0,0)

c=1: 224+4*=1
c=4: 22 4+42 =4
c=9: 2°4+y*=9
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Pfriklad (Kuzel)
Ur&ete vrstevnice funkce z = /22 + y2.
V2 +y2=c¢, ¢>0= 2% +y? = = kruZnice

3

c=0: (0,0)
c=1: 22 4+4*=1
c=2: 224+y* =14

c=3: 2°+y*=9
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Grafy nékterych funkci

z=a"+y? 2= /2T 4y Z= o
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Grafy nékterych funkci
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Grafy nékterych funkci

2 2
z=xze ¥ 7Y z= /4 — 2% — 9?2 z=—+/4— 2% — 2
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Limita funkce dvou proménnych

Definice (Limita funkce)

Necht f:R? — R je funkce definovand v n&jakém ryzim okoli bodu

(z0,70) € R2. Rekneme, e funkce f ma v bod& (g, yo) limitu rovnu &islu L € R,
jestlize ke kazdému € > 0 existuje &islo 6 > 0 tak, Ze pro vdechny body (z,y) z
ryziho d-okoli bodu (zg,yo) plati |f(z,y) — L| < e. Piseme

lim flz,y) = L.

(m,y)—>(mo,yo)

Bod (zg, yo) se nazyva limitni bod.

Podobné& jako pro funkci jedné promé&nné je mozné definovat i nevlastni limity a
limity v nevlastnich bodech. (Za nevlastni bod povaZujeme bod, jeho? alespofi
jedna soufadnice je nevlastni.)
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Vlastnosti limit

Pro limitu funkce dvou proménnych plati podobna tvrzeni jako pro limitu funkce
jedné proménné.
o Funkce nemusi byt v bod& (¢, yo) definovand a miZe zde mit limitu.
@ Funkce mliZze mit v bodé nejvyse jednu limitu.
o Limita souctu, rozdilu, souinu a podilu funkci je rovna souctu, rozdilu,
soutinu a podilu limit jednotlivych funkci (za predpokladu, Ze vdechny limity
existuji a p¥islugné operace jsou definovany, tj. nejednd se o neur&ité vyrazy.)

Vypotet limity funkce dvou promé&nnych je mnohem obtizn&jsi neZ u funkce jedné
promé&nné:

o U funkce jedné proménné se k limitnimu bodu miZeme bliZit jen po pfimce
ze dvou stran, u funkce dvou proménnych se mizeme bliZit z nekonetné
mnoha rliznych sméri po riznych k¥ivkach. Existuji-li dv& rizné cesty vedouci
k riznym hodnotam limity, pak limita v daném bodé& neexistuje.

@ Neexistuje Zddna analogie I'Hospitalova pravidla.
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Spojitost funkce

Definice (Spojitost funkce)

o Rekneme, e funkce dvou prom&nnych f je spojitd v bod& (zq,%0), jestlize
ma v tomto bodé& vlastni limitu a plati

f(xay) = f(w(l?yO)'

lim
(z,y)—(z0,y0)

o Rekneme, e funkce dvou prom&nnych f je spojitd na mnozing M C R?,
jestlize pro kazdy bod (z¢,yo) € M plati

lim  f(z,y) = f(z0,y0), kde (z,y) € M.
(z,9)—(@0,90)

o Je-li funkce v daném bodé spojita, musi byt v tomto bodé& definovana.
@ Body, v nichZ neni funkce spojitd, se nazyvaji body nespojitosti.
@ Soucet, rozdil a sou&in funkci spojitych v bod& (zg,yo) je funkce spojitd v

bod& (x0, yo). Podil dvou funkei spojitych v bod& (z¢, yo) je funkce spojitd v
bod& (xo,yo), pokud (g, yo) neni nulovym bodem jmenovatele.
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Vlastnosti spojitych funkci

Véta (Weierstrassova)
Necht funkce dvou proménnych f je spojitd na ohrani¢ené a uzaviené mnoZiné
M C R2. Pak f nabyvd na M své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Ddsledek: Funkce, kterd je spojitd na ohrani¢ené a uzavifené mnoZiné, je na této
mnoZiné ohranicena.

Véta (Bolzanova)

Necht funkce dvou proménnych f je spojita na souvislé mnoZin& M C R? a necht
pro dva body A, B € M plati f(A) # f(B). Pak ke kaZdému ¢&islu ¢ leZicimu mezi
f(A) a f(B) existuje C € M tak, ze f(C) = c.

Diisledek: Necht funkce dvou promé&nnych f je spojitd na souvislé mnoZiné
M C R? a necht pro dva body A, B € M plati f(A)- f(B) < 0. Pak existuje
C € M tak, ze f(C) = 0.
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

o VyuZiti systéml Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

@ Matematické vypotty online (MAW) - defini¢ni obory:
http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=df3d
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Priklad

Urtete defini¥ni obor, vrstevnice a nakreslete graf pro z € [—3,3] a y € [-10, 10]
funkce
y=vaz’—y.
Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
@ Defini¢ni obor:

domain sqrt(x~2-y)

@ Vrstevnice:

contour plot sqrt(x~2-y)

o Graf (viz ,real part"):

graph sqrt(x"2-y) for x from -3 to 3, y from -10 to 10
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