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Prostor Rn

R – množina reálných č́ısel (prvky znázorňujeme jako body na č́ıselné ose)

Rn – množina uspǒrádaných n-tic reálných č́ısel

Prvky množin R2 a R3 znázorňujeme obvykle v kartézské soǔradnicové
soustavě.

R2 – množina uspǒrádaných dvojic reálných č́ısel (prvky znázorňujeme jako
body v rovině)
- soǔradnicové osy: x, y

R3 – množina uspǒrádaných trojic reálných č́ısel (prvky znázorňujeme jako
body v trojrozměrném prostoru)
- soǔradnicové osy: x, y, z
- soǔradnicové roviny: xy (z = 0), xz (y = 0), yz (x = 0)
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Vzdálenost v Rn

Definice (Euklidovský metrický prostor)

Necht’ A = (a1, a2) ∈ R2, B = (b1, b2) ∈ R2.

Euklidovská vzdálenost bodů A, B je č́ıslo %(A,B) definované vztahem

%(A,B) =
√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2.

Pravidlo %, které dvojici bodů p̌rǐrazuje jejich Euklidovskou vzdálenost se
nazývá euklidovská metrika.

Množina R2 s euklidovskou metrikou definovanou pro každé dva body z R2 se
nazývá euklidovský metrický prostor a znač́ı se E2.

Euklidovská vzdálenost dvou bodů je rovna délce úsečky, která tyto body spojuje:
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Analogicky se definuje euklidovská vzdálenost v Rn a v́ıcerozměrné euklidovské
prostory En. Nap̌ŕıklad euklidovská vzdálenost bodů
A = (a1, a2, a3) ∈ R3, B = (b1, b2, b3) ∈ R3 je definována vztahem

%(A,B) =
√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + (a3 − b3)2.

Př́ıklad (Euklidovská vzdálenost bod̊u)

Určete euklidovskou vzdálenost bodů

1 A = (2, 1), B = (3, 4)

ρ(A,B) =
√
(3− 2)2 + (4− 1)2 =

√
1 + 9 =

√
10

2 A = (2, 1, 3), B = (0, 1, 4)

ρ(A,B) =
√
(0− 2)2 + (1− 1)2 + (4− 3)2 =

√
4 + 0 + 1 =

√
5
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Věta (Vlastnosti euklidovské metriky)

Pro libovolné body A,B,C ∈ En plat́ı:

1 %(A,B) = 0⇐⇒ A = B (totožnost)

2 %(A,B) = %(B,A) (symetrie)

3 %(A,B) + %(B,C) ≥ %(A,C) (trojúhelńıková nerovnost)

Vzdálenost dvou bodů se často definuje i jiným způsobem, pomoćı jiné metriky
než euklidovské. Přitom se zcela p̌rirozeně požaduje, aby každá metrika, která
definuje vzdálenost, měla vlastnosti uvedené v p̌redchoźı větě. Nap̌ŕıklad:

%1(A,B) = |a1 − b1|+ |a2 − b2|,
%∞(A,B) = max{|a1 − b1|, |a2 − b2|}.

Poznamenejme, že v R definuj́ı uvedené metriky %, %1, %∞ stejnou vzdálenost
(jsou totožné).
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Definice (Okoĺı bodu)

Necht’ A ∈ En, ε > 0 je reálné č́ıslo.

ε-okoĺım Oε(A) bodu A rozuḿıme množinu všech bodů, které maj́ı od
daného bodu A vzdálenost menš́ı než ε, tj.

Oε(A) = {X ∈ En : %(X,A) < ε}.

Ryźım (redukovaným, prstencovým) ε-okoĺım Ôε(A) bodu A rozuḿıme
množinu

Ôε(A) = Oε(A)r {A}.

Nebude-li poloměr okoĺı podstatný, budeme index ε vynechávat.

ε-okoĺı bodu A ∈ E2 je množina všech bodů uvniťr kruhu se sťredem v bodě
A a poloměrem ε

ε-okoĺı bodu A ∈ E3 je množina všech bodů uvniťr koule se sťredem v bodě
A a poloměrem ε
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Pokud bychom uvažovali jinou metriku než euklidovskou, potom by okoĺı mělo jiný
tvar, nap̌ŕıklad volbou metriky %∞ dostáváme čtvercové, resp. krychlové okoĺı.

ε-okoĺı v metrikách %, %1, %∞:

V daľśım budeme vzdálenost chápat jako

euklidovskou.
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Význačné body a množiny bod̊u

Necht’ M ⊆ En je neprázdná množina bodů.

Bod A ∈M se nazývá vniťrńı bod množiny M , jestliže existuje okoĺı tohoto
bodu, které celé paťŕı do množiny M . Množina všech vniťrńıch bodů množiny
M se nazývá vniťrek množiny M.

Bod A se nazývá hraničńı bod množiny M , jestliže v každém jeho okoĺı lež́ı
alespoň jeden bod, který paťŕı do množiny M a zároveň alespoň jeden bod,
který nepaťŕı do množiny M . Množina všech hraničńıch bodů množiny M se
nazývá hranice množiny M. Hraničńı body nemuśı paťrit do množiny.

∗ A je vniťrńı bod

∗ B ∈M je hraničńı bod

∗ C 6∈M je hraničńı bod
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Množina M se nazývá otev̌rená, jestliže každý jej́ı bod je jej́ım vniťrńım
bodem.

Množina M se nazývá uzav̌rená, jestliže obsahuje všechny své hraničńı body.

∗ M1 je uzav̌rená

∗ M2 je otev̌rená

∗ M3 neńı ani uzav̌rená ani otev̌rená
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Množina M se nazývá ohraničená (omezená), jestliže lež́ı v okoĺı (libovolně
velkém) nějakého bodu z En.

∗ M1 je ohraničená

∗ M2 neńı ohraničená

Množina M se nazývá souvislá, jestliže každé dva body z této množiny lze
spojit lomenou čárou, která celá lež́ı v M.

Otev̌rená a souvislá množina se nazývá oblast, uzav̌rená a souvislá množina
se nazývá uzav̌rená oblast.

∗ M1 je souvislá

∗ M2 neńı souvislá
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Funkce dvou proměnných

Definice (Funkce dvou proměnných)

Necht’ M ⊆ R2 je neprázdná množina. Pravidlo f , které každému prvku
(x, y) ∈M p̌rǐrazuje právě jeden prvek z ∈ R, se nazývá funkce dvou proměnných.
Ṕı̌seme f : R2 → R nebo explicitně z = f(x, y).

Množina M se nazývá definičńı obor funkce f a znač́ı se D(f).

Množina všech z ∈ R, pro něž existuje bod (x, y) ∈M takový, že
z = f(x, y), se nazývá obor hodnot funkce f a znač́ı se H(f).

Proměnné x, y se nazývaj́ı nezávislé proměnné, z se nazývá závislá proměnná.

Každá funkce je jednoznačně určena svým definičńım oborem a funkčńım
p̌redpisem (tj. p̌redpisem, který každému bodu (x, y) z definičńıho oboru p̌rǐrazuje
funkčńı hodnotu f(x, y)).

Pokud neńı definičńı obor zadaný a funkčńı p̌redpis je dán vzorcem, pak definičńım
oborem rozuḿıme množinu všech (x, y) ∈ R2, pro něž má daný vzorec smysl.

Definičńı obor funkce zobrazujeme jako množinu bodů v rovině xy.

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Euklidovský prostor. Funkce. Limita. VMAT 11 / 25



Př́ıklad

Určete definičńı obor funkce z =

√
4−x2−y2

ln(x−y+2) a zakreslete v rovině xy.

Řešeńı: Body z definičńıho oboru muśı splňovat následuj́ıćı ťri podḿınky:
1

4− x2 − y2 ≥ 0

x2 + y2 ≤ 4

2

ln(x− y + 2) 6= 0

x− y + 2 6= 1

y 6= x+ 1

3

x− y + 2 > 0

y < x+ 2
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Grafické znázorněńı funkce dvou proměnných

Definice (Graf funkce)

Grafem funkce dvou proměnných z = f(x, y) rozuḿıme množinu všech
uspǒrádaných trojic (x, y, f(x, y)) ∈ R3, kde (x, y) ∈ D(f).

Grafem funkce dvou proměnných je množina bodů v trojrozměrném prostoru,
obvykle nějaká plocha.

Pro źıskáńı p̌redstavy, jaký je tvar této plochy nám pomohou řezy
význačnými rovinami - soǔradnicové roviny (x = 0, y = 0, z = 0) a roviny s
nimi rovnoběžné, p̌redevš́ım řezy rovinami z = c, c ∈ R.

Definice (Vrstevnice funkce)

Vrstevnićı funkce z = f(x, y) na úrovni c rozuḿıme množinu všech bodů
(x, y) ∈ R2, pro které f(x, y) = c.
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Př́ıklad (Rovina)

Určete vrstevnice funkce z = 3− 2x− y a nakreslete graf.

Vrstevnice:
3− 2x− y = c, c ∈ R⇒ y = 3− 2x− c

c = −1 : y = 4− 2x

c = 0 : y = 3− 2x

c = 1 : y = 2− 2x

c = 2 : y = 1− 2x

...

Graf - urč́ıme pr̊useč́ıky se soǔradnými osami:

x = 0, y = 0⇒ z = 3

x = 0, z = 0⇒ y = 3

y = 0, z = 0⇒ x = 3/2
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Př́ıklad (Paraboloid)

Určete vrstevnice funkce z = x2 + y2.

x2 + y2 = c, c ≥ 0⇒ kružnice

c = 0 : (0, 0)

c = 1 : x2 + y2 = 1

c = 4 : x2 + y2 = 4

c = 9 : x2 + y2 = 9

...
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Př́ıklad (Kužel)

Určete vrstevnice funkce z =
√
x2 + y2.√

x2 + y2 = c, c ≥ 0⇒ x2 + y2 = c2 ⇒ kružnice

c = 0 : (0, 0)

c = 1 : x2 + y2 = 1

c = 2 : x2 + y2 = 4

c = 3 : x2 + y2 = 9

...
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Grafy některých funkćı

z = x2 + y2 z =
√
x2 + y2 z = 1

x2+y2
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Grafy některých funkćı

z = x3 + y3 z = ln(x2 + y2) z = e−x
2−y2
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Grafy některých funkćı

z = xe−x
2−y2

z =
√
4− x2 − y2 z = −

√
4− x2 − y2
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Limita funkce dvou proměnných

Definice (Limita funkce)

Necht’ f : R2 → R je funkce definovaná v nějakém ryźım okoĺı bodu
(x0, y0) ∈ R2. Řekneme, že funkce f má v bodě (x0, y0) limitu rovnu č́ıslu L ∈ R,
jestliže ke každému ε > 0 existuje č́ıslo δ > 0 tak, že pro všechny body (x, y) z
ryźıho δ-okoĺı bodu (x0, y0) plat́ı |f(x, y)− L| < ε. Ṕı̌seme

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L.

Bod (x0, y0) se nazývá limitńı bod.

Podobně jako pro funkci jedné proměnné je možné definovat i nevlastńı limity a
limity v nevlastńıch bodech. (Za nevlastńı bod považujeme bod, jehož alespoň
jedna soǔradnice je nevlastńı.)
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Vlastnosti limit

Pro limitu funkce dvou proměnných plat́ı podobná tvrzeńı jako pro limitu funkce
jedné proměnné.

Funkce nemuśı být v bodě (x0, y0) definovaná a může zde ḿıt limitu.

Funkce může ḿıt v bodě nejvýše jednu limitu.

Limita součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu funkćı je rovna součtu, rozd́ılu,
součinu a pod́ılu limit jednotlivých funkćı (za p̌redpokladu, že všechny limity
existuj́ı a p̌ŕıslušné operace jsou definovány, tj. nejedná se o neurčité výrazy.)

Výpočet limity funkce dvou proměnných je mnohem obt́ıžnějśı než u funkce jedné
proměnné:

U funkce jedné proměnné se k limitńımu bodu můžeme bĺıžit jen po p̌ŕımce
ze dvou stran, u funkce dvou proměnných se můžeme bĺıžit z nekonečně
mnoha r̊uzných směr̊u po r̊uzných ǩrivkách. Existuj́ı-li dvě r̊uzné cesty vedoućı
k r̊uzným hodnotám limity, pak limita v daném bodě neexistuje.

Neexistuje žádná analogie l’Hospitalova pravidla.

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Euklidovský prostor. Funkce. Limita. VMAT 21 / 25



Spojitost funkce

Definice (Spojitost funkce)

Řekneme, že funkce dvou proměnných f je spojitá v bodě (x0, y0), jestliže
má v tomto bodě vlastńı limitu a plat́ı

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).

Řekneme, že funkce dvou proměnných f je spojitá na množině M ⊆ R2,
jestliže pro každý bod (x0, y0) ∈M plat́ı

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0), kde (x, y) ∈M.

Je-li funkce v daném bodě spojitá, muśı být v tomto bodě definovaná.

Body, v nichž neńı funkce spojitá, se nazývaj́ı body nespojitosti.

Součet, rozd́ıl a součin funkćı spojitých v bodě (x0, y0) je funkce spojitá v
bodě (x0, y0). Pod́ıl dvou funkćı spojitých v bodě (x0, y0) je funkce spojitá v
bodě (x0, y0), pokud (x0, y0) neńı nulovým bodem jmenovatele.
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Vlastnosti spojitých funkćı

Věta (Weierstrassova)

Necht’ funkce dvou proměnných f je spojitá na ohraničené a uzav̌rené množině
M ⊂ R2. Pak f nabývá na M své nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.

D̊usledek: Funkce, která je spojitá na ohraničené a uzav̌rené množině, je na této
množině ohraničená.

Věta (Bolzanova)

Necht’ funkce dvou proměnných f je spojitá na souvislé množině M ⊂ R2 a necht’

pro dva body A,B ∈M plat́ı f(A) 6= f(B). Pak ke každému č́ıslu c lež́ıćımu mezi
f(A) a f(B) existuje C ∈M tak, že f(C) = c.

D̊usledek: Necht’ funkce dvou proměnných f je spojitá na souvislé množině
M ⊂ R2 a necht’ pro dva body A,B ∈M plat́ı f(A) · f(B) < 0. Pak existuje
C ∈M tak, že f(C) = 0.

Simona Fǐsnarová (MENDELU) Euklidovský prostor. Funkce. Limita. VMAT 23 / 25



Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

Matematické výpočty online (MAW) - definičńı obory:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=df3d
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Př́ıklad

Určete definičńı obor, vrstevnice a nakreslete graf pro x ∈ [−3, 3] a y ∈ [−10, 10]
funkce

y =
√
x2 − y.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

Definičńı obor:

domain sqrt(x^2-y)

Vrstevnice:

contour plot sqrt(x^2-y)

Graf (viz
”
real part“):

graph sqrt(x^2-y) for x from -3 to 3, y from -10 to 10
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