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Lokalni extrémy

Definice (Lokalni extrémy)

Rekneme, e funkce f : R? — R mé v bod& (2, %0)

o lokdIni maximum, jestliZe existuje okoli bodu (z¢,yo) takové, Ze pro viechny
body (x,y) z tohoto okoli plati f(x,y) < f(z0,¥o0);

o lokalni minimum, jestlize existuje okoli bodu (zo,yo) takové, Ze pro viechny
body (,y) z tohoto okoli plati f(x,y) > f(z0,yo0);

@ ostré lokalni maximum, jestlize existuje ryzi okoli bodu (zg,yo) takové, Ze
pro viechny body (z,y) z tohoto okoli plati f(x,y) < f(zo,yo0);

@ ostré lokalni minimum, jestliZze existuje ryzi okoli bodu (zg, yo) takové, Ze pro
vdechny body (z,y) z tohoto okoli plati f(x,y) > f(z0,yo)-

Pro lokdlni maxima a minima pouZivame spole¢ny nazev lokalni extrémy. Pro
ostra lokdlni maxima a minima pouZivdme spole¢ny nazev ostré lokalni extrémy.

v
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Priklad

2 2 7 Ve Ve ’ Ve . Ve Ve 7’
@ Funkce z = xe™™ 7Y ma dva ostré lokdIni extrémy — jedno ostré lokalni
maximum a jedno ostré lokalni minimum.

o Funkce z = 22

ma neostra lokdIni minima ve viech bodech na ose y.
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Nutna podminka pro existenci lokalniho extrému

Necht funkce f : R?> — R m4 v bodé& (z¢,v0) € D(f) lokdlni extrém a necht v
tomto bodé& existuji obé& parcidlni derivace. Pak

fe(zo,90) =0 a f,(x0,y0) = 0.

Definice (Stacionarni bod)

Bod (z0,%0), pro ktery plati f; (zo,%0) =0 a f;(%0,y0) = 0, se nazyva
staciondrni bod funkce f.
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Funkce mize mit tedy lokalni extrémy pouze

@ ve staciondrnich bodech:

@ nebo v bodech, kde alespoii jedna z parcidlnich derivaci neexistuje:

(f1 neexistuje na celé ose y) (v bod& (0,0) neexistuje f; ani f)
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Obraceni posledni véty neplati. Staciondrni bod nemusi byt bodem lokdlniho
extrému.

@ Napriklad funkce z = 23 + 3> ma v bodé (0, 0) ob& parcidlni derivace nulové,
ale nem3 zde lokaIni extrém (viz obrdzek).

Q Stejné tak funkce z = 22 — y? md v bod& (0, 0) ob& parcialni derivace nulové,
ale nem3 zde lokaIni extrém (m3 zde tzv. sedlo, viz obrdzek).
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Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému

Necht funkce f : R? — R m4 v bodé& (xq,yo) a n&jakém jeho okoli spojité parcialni
derivace druhého ¥idu a necht (zo,yo) je staciondrni bod této funkce. Oznaéme

fa (a:Ova) fa (onyo)
H , — a2ap xy .
(0, 30) g/c'y(l‘o,yo) fg,//y(x07y0)

o Je-li H(xzo,y0) > 0, pak md funkce f v bodé& (xq,yo) ostry lokdlni extrém, a
to

o ostré lokdIni minimum, pokud f.(zo0,y0) > 0
o ostré lokdlni maximum, pokud fi.(xo,yo) < 0

o Je-li H(xzo,y0) < 0, pak funkce f v bod& (z¢,yo) nemd lokdIni extrém.

o Je-li H(zo,y0) = 0, pak nelze o existenci lokalniho extrému v bodé& (xo, yo)
na zakladé druhych derivaci rozhodnout.
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Poznamka

© Matice druhych derivaci z pfedchozi véty se nazyvd Hessova matice a
determinant H se nazyva Hessian.

1"

Q Je-li H(wo,y0) > 0, pak zfejm& f;/.(z0,y0) - [y, (T0,%0) > 0 a tedy
2z (T0,Y0) @ fy (T0,y0) maji stejné znaménko.
To znamena, Ze podminka f2 (zo,y0) > 0 (f2.(z0,y0) < 0) miZe byt ve
v&t& nahrazena ekvivalentni podminkou f; (0, %0) > 0 (f,(z0,%0) < 0).
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Poznamka

Jsou-li spInény pfedpoklady pfedchozi véty, pak ma funkce f ve staciondrnim bod&
(z0,yo0) te€nou rovinu, kterd je vodorovna (rovnob&’na s rovinou zy).

o Je-li H(zo,y0) >0 a f/ (x0,90) >0, pak ma funkce f v bod& (xg,yo)
lokaIni minimum a tedy graf funkce f lezi v okoli bodu (z,yo) nad te&nou
rovinou sestrojenou v tomto bod&. To je v souladu s tim, Ze funkce je
konvexni ve sméru osy = i y (nebot f2 (z0,y0) > 0 a tedy i foy(x0,90) > 0).

o Je-li H(xzo,y0) >0 a fIl (zo,y0) <0, pak mé funkce f v bod& (¢, yo)
lokdIni maximum a tedy graf funkce f leZi v okoli bodu (z9,yo) pod te¢nou
rovinou sestrojenou v tomto bod&. To je v souladu s tim, Ze funkce je
konkavni ve sm&ru osy x i y (nebot £ (z0,70) < 0 a tedy i f, (z0,y0) < 0).

o Viimné€me si jeste pripadu, kdy f;'.(%0,%0) - f,, (%0, y0) < 0. V tom pFipadé
je funkce konvexni ve smé&ru osy = a konkdvni ve sméru osy y (nebo opa&ng),
tj. ve sméru osy  md funkce v bod& (zg,yg) lokdlni maximum a ve sméru
osy y ma funkce v bod& (zg, yo) lokdlni minimum (nebo naopak). P¥ikladem
je jiz vye zmin&nd funkce z = 2% — y? a jeji stacionarni bod (0,0) — sedlo.

v
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Postup pfi vySetfovani lokalnich extrému funkce

Najdeme parcialni derivace a poloZime je rovny nule.
VyfeSenim ziskané soustavy rovnic najdeme stacionarni body.
Najdeme druhé parcidlni derivace.

Pomoci Hessianu ve stacionarnich bodech rozhodneme o existenci a druhu
lokalnich extrému.

© ©0600COC

Existenci lokdlnich extrémi ve stacionarnich bodech, v nichZ je hodnota
Hessianu nulovéd a v bodech, v nichZ néktera z parcialnich derivaci neexistuje,
vyZetfujeme na zdklad& chovani funkce v okoli t&chto bodi (asto velmi
obtizné).
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Ptiklad (lokalni extrémy — 1. &ast)

Najdé&te lokdlni extrémy funkce | 2=+ 2xy +y° |.
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Ptiklad (lokalni extrémy — 1. &ast)

Najdé&te lokdlni extrémy funkce | 2=+ 2xy +y° |.

@ Najdeme stacionarni body:

2 = 32 +2y=0
Zy = 220+3y°=0

Simona Fignarova (MENDELU) Extrémy

VMAT SWES




Ptiklad (lokalni extrémy — 1. &ast)

Najdé&te lokdlni extrémy funkce ‘ 2=+ 2xy +y° |.

@ Najdeme stacionarni body:

2 = 32 +2y=0
Zy = 220+3y°=0
Z prvni rovnice si vyjad¥ime y = —3

32? a dosadime do druhé rovnice:
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Ptiklad (lokalni extrémy — 1. &ast)

Najdé&te lokdlni extrémy funkce ‘ 2=+ 2xy +y° |.

@ Najdeme stacionarni body:

Z prvni rovnice si

2:0—1—3'?13:4

8x + 27x*
x(8 + 272%)

2 = 32 +2y=0
Zy = 220+3y°=0
vyjadfime y = —%xz a dosadime do druhé rovnice:
= 0 /-4
=0
= 0
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Ptiklad (lokalni extrémy — 1. &ast)

Najdé&te lokdlni extrémy funkce ‘ 2=+ 2xy +y° |.

@ Najdeme stacionarni body:

2 = 32 +2y=0
Zy = 220+3y°=0
Z prvni rovnice si vyjadfime y = —%xz a dosadime do druhé rovnice:
204322t = 0 /-4
X 4:B - — rz1=0 = y1=0
4 _ 2
8x+272" = 0 =3 - o=
z(8+272%) = 0
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Ptiklad (lokalni extrémy — 1. &ast)

Najdé&te lokdlni extrémy funkce ‘ 2=+ 2xy +y° |.

@ Najdeme stacionarni body:

2 = 32 +2y=0
Zy = 220+3y°=0
Z prvni rovnice si vyjadfime y = —%xz a dosadime do druhé rovnice:
204322t = 0 /-4
X 4:B - — rz1=0 = y1=0
4 _ 2
8x+272" = 0 =3 - o=
z(8+272%) = 0

Staciondrni body: | S; = (0,0), S = (_g, _g)
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Ptiklad (lokalni extrémy — 2. &ast)

4 H PP/ A, [/ [/
@ Druhé derivace: z;, = 6z, 2y, = 2, z,, = 6y
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Ptiklad (lokalni extrémy — 2. &ast)

4 H PP/ A, [/ [/
@ Druhé derivace: z;, = 6z, 2y, = 2, z,, = 6y

= H@y) =]y g

6x 2‘
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Ptiklad (lokalni extrémy — 2. &ast)

o Druhé derivace: 2!/, = 6z, zl/, =2, 2! = 6y

zy vy
6z 2
Q@ H(0,0) = ‘(2) (2)’ =—-4<0 = vbod& (0,0) neni lokaIni extrém
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Ptiklad (lokalni extrémy — 2. &ast)

o Druhé derivace: 2!/, = 6z, zl/, =2, 2! = 6y

zy vy
6z 2
Q@ H(0,0) = ‘(2) (2)’ =—-4<0 = v bod& (0,0) neni lokdlni extrém

Q H(-2/3,-2/3) = ’_3 _i‘ —12>0 = v bod& (_%ﬁ_g)

je lokaIni extrém a protoZe zl, = —4 < 0, jednd se o lokalni maximum.
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Pfiklad (Metoda nejmensich &tverci — 1. gast)

P¥edpoklddejme, Ze je dan soubor n bodl (x1,y1), (x2,¥2), -, (Tn,Yn).
Tyto body mohou byt ziskany napf¥iklad jako vysledek mé&Feni veli¢in = a y, kdy
pro hodnoty x1,x2,...,x, veli¢iny x byly namé¥Feny odpovidajici hodnoty
Y1,Y2, - -, Yn Veli€iny y.
PYedpokladejme, Ze mezi veli¢inami x a y existuje vzdjemny vztah. Pro
jednoduchost p¥edpokladejme, Ze tento vztah je linearni, tj. existuji koeficienty
a, b tak, Ze plati

y = ax + 0.

Teoreticky by tedy mély viechny body leZet na jedné p¥imce. To vSak neplati,
nebot namé&fené hodnoty jsou zatiZeny chybami mé&feni.

Nagim tkolem je aproximovat (vyrovnat) dany soubor bodi p¥imkou (tj. najit
koeficienty a, b), jejiz graf prochazi “co nejblize” danych bodi. “Co nejblize”
znamend p¥i metod& nejmensich Ctverci, Ze soulet Etverch (druhych mocnin)
rozdili namé&fenych hodnot y; a hodnot na p¥imce ax; + b je co nejmensi.

K nalezeni koeficientil a, b je tedy pot¥eba najit minimum funkce:

n

2(a,b) = (ax1+b—y1)?+(axa+b—yo)*+- - +(axn,+b—y,)? = Z (az; +b—1y)>.

=1

v
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P¥iklad (Metoda nejmensich Etverch — 2. East)

llustrace pro pét bodi:

a:w&b .
2(ab) = (Axeh ’}]A\L
+(ax,_ +B—"a;\l
t (g +h - ‘;}QL
+(axq +b- ‘aq\z'
+(oeg + b~ *d(\z'

7)& E (ax;+b '}]1‘\"—> M\"M;_(
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P¥iklad (Metoda nejmensich &tverch — 3. &ast)

Obecné hleddme minimum funkce dvou proménnych a, b:
2(a,b) = (axy +b—y1)® + (azy + b —y2)* + - + (axy + b — yp)?
Najdeme tedy parcidlni derivace a poloZime je rovny nule:

2 = 2(axy +b—y1)x1 +2(axs +b—y2)x2 + -+ 2(axTy + b — yp)r, =0
2z = 2(ax1+b—y1)+2(axa +b—y2)+ -+ 2(axy +b—y,) =0

Obé& rovnice vydélime &islem 2 a upravime:

ax%—i—bxl—xlyl—i—ax%—l—bxz—x2y2+~-~+ami+bxn—mnyn = 0
ary +b—y1+axo+b—y2+ - +ar, +b—-y, = 0
—
a(@] +ay 4+ tan) Fb(a b aa b 2,) = Ty +Taye o Ty
a(zr+xa+- 4z +bn = yr+ye+--+uyn
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P¥iklad (Metoda nejmensich Etverch — 4. East)

Ziskanou soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych a, b Ize psat v tomto
tvaru:

n n n
aZx?—kaxi inyiv
i—1 i—1 i—1
n n
ain +bn = Zyz
i=1 i—1

Redenim této soustavy dostaneme stacionarni bod minimalizované funkce. D3 se
ukdzat, Ze tento bod existuje jediny (za pfedpokladu, Ze z-ové soufadnice viech
bodil nejsou stejné) a jednad se o minimum. Regenim soustavy jsou tedy hledané
koeficienty p¥imky.
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Ptiklad (Nejlevnéjsi bazén)
Urcete rozméry zahradniho bazénu daného objemu V' s obdélnikovym dnem tak,
aby se na jeho vyzdéni spotfebovalo co nejméné materidlu.

v
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Ptiklad (Nejlevnéjsi bazén)

Urcete rozméry zahradniho bazénu daného objemu V' s obdélnikovym dnem tak,
aby se na jeho vyzdéni spotfebovalo co nejméné materidlu.

v
S=axy+2xz+2yz, V=ayz=z2z=—

zy
2
2V 2V
= i’ =|S=zy+ —+ — — min
y T
2 2
@ =y — —V =0= y = —...dosadime do druhé rovnice
ox 2 2
95 _ 2V _,
oy Ty

oy x? 0 ) z3 0 x = 0 = nulovy objem
4v? ( ) x=\3/2V:>y:32V:z:3%.

Ovéreni, Ze se jednd o minimum - determinant z matice druhych derivaci:

4V

=V 1 I

7|’ y:mi ;‘:3>0,2>0 = minimum.
y3

v
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Vazané lokalni extrémy

Definice (Vazané lokalni extrémy)

Necht f a g jsou funkce dvou prom&nnych a (zo, o) € D(f) je bod, ktery spliuje
podminku g(xo,y0) = 0. Rekneme, Ze funkce f m3 v bod& (zg, yo)

@ vazané lokdlni maximum (minimum) vzhledem k vazebni podmince
g(z,y) = 0, jestlize existuje okoli bodu (z¢,yo) tak, Ze pro viechny body
(z,y) z tohoto okolf, které spliiuji podminku g(x,y) = 0, plati

f(xvy) < f<x07y0) (f(xvy) > f(x07y0));

@ ostré vazané lokalni maximum (minimum) vzhledem k vazebni podmince
g(x,y) =0, jestlize existuje ryzi okoli bodu (zg,yo) tak, Ze pro viechny body
(z,y) z tohoto okoli, které spliiuji podminku g(x,y) = 0, plati
f(@,y) < f(zo,90) (f(@,9) > f(z0,0))-

Poznamka

Vazebni podminka g(z,y) = 0 vyjad¥uje vrstevnici funkce g na drovni 0, je to tedy
mnoZina bodi (k¥ivka) v roving zy. Najit vazané etrémy funkce f znamen3 najit
lokalni extrémy této funkce, pokud zdZzime defini¢ni obor funkce f na body lezici
na kfivee g(z,y) = 0.

W
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Postup pfFi vySetfovani vazanych lokalnich extrémi

funkce

Pokud Ize z vazebni podminky vyjadfit y = () nebo = = 1(y), pFevede se lloha
urleni vazanych lokdlnich extréma na dlohu uréeni lokdlnich extrémi funkce jedné
promé&nné.
Predpoklddejme naptiklad, Ze z vazebni podminky g(x,y) = 0 je vyjad¥eno
y = ¢(z).
o Vztah y = ¢(z) dosadime do funkce f(x,y) a hleddme lok3lni extrémy
funkce f(x,@(z)) jedné proménné z.

o M3-li funkce f(z,p(z)) lokdlni extrém v xo, pak ma funkce f(z,y) v bod&
(20, p(x0)) vazany lokdlni extrém stejného typu vzhledem k zadané vazebni
podmince.

Zcela analogicky postupujeme v p¥ipadg, Ze z vazebni podminky mame vyjadfeno

z = (y).
Pokud nelze Zadnou z promé&nnych z vazebni podminky vyjad¥it, je moZné pouZit
tzv. metodu Lagrangeovych multiplikatori (zdjemci viz skripta).

Simona Fisnarova (MENDELU) Extrémy VMAT 20 / 35



Ptiklad (vazané lokalni extrémy)

Najdéte vazané lokalni extrémy funkce | z = x2 + 4/ | p¥i vazebni podmince

2z +y = 1.
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Ptiklad (vazané lokalni extrémy)

Najdéte vazané lokalni extrémy funkce | z = x2 + 4/ | p¥i vazebni podmince

2z +y = 1.
Z vazebni podminky si vyjddfime y = 1 — 2z a dosadime do funkce:

z=24+(1-22)> =522 — 4o +1
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Ptiklad (vazané lokalni extrémy)

Najdéte vazané lokalni extrémy funkce | z = x2 + 4/ | p¥i vazebni podmince

20 +y = 1.

Z vazebni podminky si vyjad¥ime y = 1 — 2z a dosadime do funkce:
z=22+(1-22) =522 —da + 1

Vy%etfime lokdlni extrémy ziskané funkce jedné promé&nné:

Z=10rx-4=0 = a=

(G281 \)

y
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Ptiklad (vazané lokalni extrémy)

Najdéte vazané lokalni extrémy funkce | z = x2 + 4/ | p¥i vazebni podmince

2z +y = 1.
Z vazebni podminky si vyjad¥ime y = 1 — 2z a dosadime do funkce:
z=a24+(1-22)> =52 —da + 1

Vy%etfime lokdlni extrémy ziskané funkce jedné promé&nné:

Z=10rx-4=0 = a=

(G281 \)

Pomoci druhé derivace 2"’ = 10 > 0 nebo vyZetfenim znaménka prvni derivace v
okoli staciondrniho bodu z = % zjistime, e funkce z = 522 — 42 + 1 ma v bod&
T = % lokalni minimum.
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Ptiklad (vazané lokalni extrémy)

Najd&te vazané lokalni extrémy funkce p¥i vazebni podmince

2c+y=1.
Z vazebni podminky si vyjad¥ime y = 1 — 2z a dosadime do funkce:
z=22+(1-22) =522 —da + 1

Vy%etfime lokdlni extrémy ziskané funkce jedné promé&nné:

Z=100-4=0 = z=

(G281 \)

Pomoci druhé derivace 2"’ = 10 > 0 nebo vyZetfenim znaménka prvni derivace v
okoli staciondrniho bodu z = % zjistime, e funkce z = 522 — 42 + 1 ma v bod&
T = % lokalni minimum.

To znamen4, %e funkce z = 2% + y? ma v bodé& (2/5,1/5) vazané lokalni
minimum. (Druhou soufadnici bodu dopotitdme dosazenim x = 2/5 do
y=1-2z)

v
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Absolutni extrémy

Definice (Absolutni extrémy)

Necht f:R? — R, M C D(f). Rekneme, %e funkce f mé v bod& (z¢, o) € M
absolutni maximum (minimum) na mnoZin& M, jestlize f(z,y) < f(zo, o)
(f(z,y) > f(x0,Y0)) pro kazdé (z,y) € M. Jsou-li nerovnosti pro

(z,y) # (zo, yo) ostré, mluvime o ostrych absolutnich extrémech.

Z Weierstrassovy véty vyplyva:

Necht f : R? — R je spojitd na uzaviené a ohranicené mnoZin& M C D(f). Pak
f nabyvd svych absolutnich extrémii bud v bodech lokdlnich extrémii leZicich
uvnitf M nebo v nékterém hrani¢nim bodé.
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Postup pFi vySetfovani absolutnich extrému funkce

@ Najdeme lokalni extrémy leZici uvnit¥ mnoziny M.

@ Vysettime body na hranici mnoziny M. Je-li hranice tvofena nékolika riznymi
k¥ivkami, rozdélime ji na nékolik &asti. VySetfime vazané lokalni extrémy na
kazdé z t&chto &asti hranice, tj. dosadime rovnice k¥ivek tvofici jednotlivé
Casti hranice do zadané funkce a vySetfujeme lokalni extrémy funkce jedné
promé&nné.

© Pokud jsme hranici rozdélili na vice &asti, uréime body, kde se jednotlivé &asti
spojuji. (Prasetiky k¥ivek tvofici hranici.)

@ Ve viech ziskanych bodech uréime funkéni hodnotu a vybereme ty body, pro
které je funkZni hodnota nejv&tsi (absolutni maximum) a nejmensi (absolutni
minimum).

Poznamka

Vzhledem k tomu, Ze na zdvér uvedeného postupu porovnavame funkéni hodnoty
ve viech “podezfelych” bodech, neni nutné uréovat druh lokalnich extrémi uvnit¥
mnoziny ani druh vazanych lokalnich extrémi na hranici mnoZiny. Sta&i tedy najit
stacionarni body.

Simona Fignarova (MENDELU) Extrémy VMAT 23 /35



Ptiklad (Absolutni extrémy — 1. &ast)

Najdéte absolutni extrémy funkce | 2z =2 — 2z 4+ y* — 2y + 3| na trojihelniku s
vrcholy (0,0), (0,1), (1,0).
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Ptiklad (Absolutni extrémy — 1. &ast)

Najdéte absolutni extrémy funkce ‘ 2z =2 — 2z 4+ y* — 2y + 3| na trojihelniku s
vrcholy (0,0), (0,1), (1,0).

@ Stacionarni body:

z,=20—-2=0 = x=1 = stacionarni bod: (1,1) — nelezi v A
2, =2y—2=0 = y=1
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Ptiklad (Absolutni extrémy — 1. &ast)

Najdéte absolutni extrémy funkce ‘ 2z =2 — 2z 4+ y* — 2y + 3| na trojihelniku s

vrcholy (0,0), (0,1), (1,0).

@ Stacionarni body:

2=2r—-2=0 = z=1

2, =2y—2=0 = y=1

)
1

= staciondrni bod: (1,1) — nelezi v A
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Ptiklad (Absolutni extrémy — 2. &ast)

@ Hranice:
lLy=1-=, z€]0,1]:

z = 28 —2z+(1—-2)>-201—x)+3
22% — 20 4 2
2 = 4x—2:0:>m=%

= bod

(

11

272
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Ptiklad (Absolutni extrémy — 2. &ast)

@ Hranice:
lLy=1-=, z€]0,1]:

z = 28 —2z+(1—-2)>-201—x)+3 11
= 227 —2z+42 = bod <§>§)€A
7 = 4:1:—2:0:>ac=1
2
Il. y=0, z€[0,1]:
z = a°—2x+3 = bod | (1,0) € A
2 = 2z-2=0=z=1
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Ptiklad (Absolutni extrémy — 2. &ast)

@ Hranice:
lLy=1-=, z€]0,1]:

z = 2°—2ce+(1—-2)*-2(1—x)+3 11
= 227 —2z+42 = bod <§>§)€A
Y = dr-2=0sz=1
2
Il. y=0, z€[0,1]:
z = a°—2x+3 = bod | (1,0) € A
7= 2-2=0=a=1
. z=0, yeo,1]
z = ¥ —2y+3 — bod | (0,1) € A
7 = 2y-2=0=y=1
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P¥iklad (Absolutni extrémy — 3. &ast)

@ Vrcholy: (0,0),(0,1),(1,0) — dva z t&hto vrcholl jsme ziskali jiz v
pfedchozim vypottu.
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P¥iklad (Absolutni extrémy — 3. &ast)
@ Vrcholy: (0,0),(0,1),(1,0) — dva z t&hto vrcholl jsme ziskali jiz v
pfedchozim vypottu.

Ve viech ziskanych bodech (1, 1) ,(1,0), (0,1), (0,0) vypotteme funkéni hodnotu:

= 3/2
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P¥iklad (Absolutni extrémy — 3. &ast)
@ Vrcholy: (0,0),(0,1),(1,0) — dva z t&hto vrcholl jsme ziskali jiz v
pfedchozim vypottu.

Ve viech ziskanych bodech (1, 1) ,(1,0), (0,1), (0,0) vypotteme funkéni hodnotu:

= 3/2

T — — —

Absolutniho minima nabyva funkce v bod& (3, £), jeho hodnota je 3.

'3
Absolutniho maxima nabyv3 funkce v bod& (0,0), jeho hodnota je 3.
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Grafické nalezeni absolutnich extrémi pomoci

vrstevnic

V p¥ipadg, Ze umime dob¥e nakreslit vrstevnice funkce f a za predpokladu, Ze
mnoZzina M, na niZ hleddme absolutni extrémy funkce f, neni p¥ili§ sloZita,
miizeme absolutni extrémy najit graficky.

@ V roviné xy zakreslime mnoZinu M a vrstevnice funkce f.

© Ze vsech vrstevnic, které mnoZinou M prochazeji nebo se ji dotykaji,

vybereme vrstevnici na nejniZsi Grovni a vrstevnici na nejvyssi trovni.

@ Absolutni minimum (maximum) nastdva v bodech priniku vybranych
vrstevnic s mnoZzinou M.

Simona Fisnarova (MENDELU) Extrémy VMAT 27 /35



P¥iklad (Absolutni extrémy — graficky — 1. &ast)

Graficky vyFesime jesté jednou stejny ptiklad:
z=a>-224+9% -2+ 3| na trojuhelniku s

Najdéte absolutni extrémy funkce
vrcholy (0,0),(0,1), (1,0).
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P¥iklad (Absolutni extrémy — graficky — 1. &ast)
Graficky vyFesime jesté jednou stejny ptiklad:

Najd&te absolutni extrémy funkce ‘ z=a>-22419% —2y+3 ‘ na trojuhelniku s
vrcholy (0,0),(0,1), (1,0).

Funkci |ze pFepsat do tvaru:
z=x—224+y* —2y+3=(z—-1)*+(y—1)?+1

Jednd se o posunuty paraboloid, vrstevnice jsou kruZnice se stfedem v bod& (1,1),
jejichZ rovnice jsou:

(x—12+@y-1)2=c—1,c>1.

Je vidét, Ze hodnota funkce na vrstevnicich roste s rostoucim polomé&rem vrstevnic.

v
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P¥iklad (Absolutni extrémy — graficky — 2. &ast)

Y e —_——

Z obrazku je vidét, Ze minimum se nachdazi v bodé&, kde se nejmensi kruZnice

(=vrstevnice s nejmeni hodnotou) dotkne mnoZiny — bod (3, 3). Maximum se

naopak nachazi v bod&, kde se nejv&tsi kruZnice (=vrstevnice s nejvétsi hodnotou)

dotkne mnoZiny — bod (0, 0).
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Ptiklad (slovni uloha — 1. &ast)

Na pile je moZné pofezat za jednu sm&nu maximalng 100 m?3 jehli¢naté kulatiny a
70 m? listnaté kulatiny. Urlete, kolik jehli¢naté a listnaté kulatiny se ma na pile
pofezat za jeden tyden (10 smé&n), aby mé&la pila co nejv&tsi zisk. P¥itom:

e Jehli¢nata kulatina stoji 1700 K&/m?, m4a vyFeznost 60%, realiza&ni cena je
3500 K&/m?3. Zbyvajicich 40% tvo¥i

odfezky 20% ... realizaéni cena: 400 K&/m?
st&py 15% ... realizagni cena: 200 K¢/m?3
piliny 5% ... realizagni cena: 0 K&/m3 (zdarma)

e Listnata kulatina stoji 1900 K&/m?, ma vyreznost 55%, realiza&ni cena je
4000 K&/m3. Zbyvajicich 45% tvo¥i

odfezky 10% ... realiza¢ni cena: 500 K&/m?
palivo 30% ... realizagni cena: 400 K&/m3
piliny 5% ... realizaéni cena: 0 K&¢/m? (zdarma)

> Pila ma smlouvu na dodavku nejméné 30 m? paliva tydn&.

> Provozni ndklady na po¥ezani 1 m? d¥eva &ini 300 K&.

> Plocha skladu omezuje tydenni objem dfeva na nejvy$e 1200 m3.

4
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P¥iklad (slovni uloha — 2. &ast)
Oznatme
x ... mnoZstvi jehlignaté kulatiny (v m?)
Y ...mno¥stvi listnaté kulatiny (v m3)
Zisk z 1 m? po¥ezané kulatiny (v Kg&):
jehliénata : 0,6 - 3500 + 0,2 - 400 + 0,15 - 200 — 1700 — 300 = 210
listnata : 0,55 - 4000 + 0,1 - 500 + 0, 3 - 400 — 1900 — 300 = 170

Zisk Ize tedy vyjad¥it funkci dvou proménnych:

]z =210z + 170y\

Budeme hledat absolutni maximum této funkce na mnozinég, ktera je uréena
nasledujicimi omezenimi:

Q@ x>0, y >0 (p¥irozeny pozadavek)

@ x <1000, y < 700 (maximalni mnoZstvi, které |ze pofezat)

@ 0,3y > 30, tj. y > 100 (smlouva na dodavku paliva)

Q z +y <1200 (omezeni skladu)

v
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Ptiklad (slovni dloha — 3. &ast)

Y
1200
V roviné si zakreslime mnoZinu
x > 0
z < 1000
700
y < 700
y > 100
r+y < 1200,
na niz hleddme maximum.
100
0 1000 1200 x

Ulohu miizeme vyresit graficky pomoci vrstevnic ziskové funkce z = 210x + 170y.

Grafem funkce je rovina a jeji vrstevnice jsou p¥imky o rovnicich

210z + 170y = ¢, c € R.

4
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P¥iklad (slovni uloha — 4. &ast)

Do obrazku nakreslime né&kolik vrstev-
nic, napr.:

210z 4+ 170y = 100000
210z 4+ 170y = 150000
210z + 170y = 200000

Ze sklonu vrstevnic a ze sméru ristu
funkéni hodnoty na vrstevnicich je
vidét, Ze funkce nabyvd na mnoziné
svého maxima v bodé priseciku
hraniénich p¥imek
r = 1000 a x + y = 1200,
tj. v bod& (1000, 200).

Maximum ma hodnotu
z=210-1000+ 170 - 200 = 244000.

Zavér: Pila bude mit nejv&tsi tydenni zisk 244000 K&, pokud za tyden zpracuje
1000 m? jehli¢naté kulatiny a 200 m? listnaté kulatiny.

700

100

\
N hodnoty na vrstevnicich

/

smér rlstu

T

v
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

o VyuZiti systéml Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

@ Matematické vypotty online (MAW) - lokalni extrémy:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=minmax3d
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Ptiklad

Urcete staciondrni body a lokalni extrémy funkce
z=a* — 2% +y° — 32,
Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
@ Vsechny stacionarni body véetné jejich typu:

stationary points of x74-2%x"2+y~3-3*y~2

@ Pouze lokdIni extrémy:

local extrema of x74-2%x72+y~3-3%y~2
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