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Lokálńı extrémy

Definice (Lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f : R2 → R má v bodě (x0, y0)

lokálńı maximum, jestliže existuje okoĺı bodu (x0, y0) takové, že pro všechny
body (x, y) z tohoto okoĺı plat́ı f(x, y) ≤ f(x0, y0);
lokálńı minimum, jestliže existuje okoĺı bodu (x0, y0) takové, že pro všechny
body (x, y) z tohoto okoĺı plat́ı f(x, y) ≥ f(x0, y0);
ostré lokálńı maximum, jestliže existuje ryźı okoĺı bodu (x0, y0) takové, že
pro všechny body (x, y) z tohoto okoĺı plat́ı f(x, y) < f(x0, y0);

ostré lokálńı minimum, jestliže existuje ryźı okoĺı bodu (x0, y0) takové, že pro
všechny body (x, y) z tohoto okoĺı plat́ı f(x, y) > f(x0, y0).

Pro lokálńı maxima a minima použ́ıváme společný název lokálńı extrémy. Pro
ostrá lokálńı maxima a minima použ́ıváme společný název ostré lokálńı extrémy.
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Př́ıklad

z = xe−x
2−y2

z = x2

Funkce z = xe−x
2−y2

má dva ostré lokálńı extrémy – jedno ostré lokálńı
maximum a jedno ostré lokálńı minimum.

Funkce z = x2 má neostrá lokálńı minima ve všech bodech na ose y.
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Nutná podḿınka pro existenci lokálńıho extrému

Věta

Necht’ funkce f : R2 → R má v bodě (x0, y0) ∈ D(f) lokálńı extrém a necht’ v
tomto bodě existuj́ı obě parciálńı derivace. Pak

f ′x(x0, y0) = 0 a f ′y(x0, y0) = 0.

Definice (Stacionárńı bod)

Bod (x0, y0), pro který plat́ı f ′x(x0, y0) = 0 a f ′y(x0, y0) = 0, se nazývá
stacionárńı bod funkce f .
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Funkce může ḿıt tedy lokálńı extrémy pouze

ve stacionárńıch bodech:

nebo v bodech, kde alespoň jedna z parciálńıch derivaćı neexistuje:

(f ′x neexistuje na celé ose y) (v bodě (0, 0) neexistuje f ′x ani f ′y)
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Obráceńı posledńı věty neplat́ı. Stacionárńı bod nemuśı být bodem lokálńıho
extrému.

1 Nap̌ŕıklad funkce z = x3 + y3 má v bodě (0, 0) obě parciálńı derivace nulové,
ale nemá zde lokálńı extrém (viz obrázek).

2 Stejně tak funkce z = x2 − y2 má v bodě (0, 0) obě parciálńı derivace nulové,
ale nemá zde lokálńı extrém (má zde tzv. sedlo, viz obrázek).

z = x3 + y3 z = x2 − y2
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Postačuj́ıćı podḿınka pro existenci lokálńıho extrému

Věta

Necht’ funkce f : R2 → R má v bodě (x0, y0) a nějakém jeho okoĺı spojité parciálńı
derivace druhého řádu a necht’ (x0, y0) je stacionárńı bod této funkce. Označme

H(x0, y0) =

∣∣∣∣f ′′xx(x0, y0) f ′′xy(x0, y0)
f ′′xy(x0, y0) f ′′yy(x0, y0)

∣∣∣∣ .
Je-li H(x0, y0) > 0, pak má funkce f v bodě (x0, y0) ostrý lokálńı extrém, a
to

ostré lokálńı minimum, pokud f ′′
xx(x0, y0) > 0

ostré lokálńı maximum, pokud f ′′
xx(x0, y0) < 0

Je-li H(x0, y0) < 0, pak funkce f v bodě (x0, y0) nemá lokálńı extrém.

Je-li H(x0, y0) = 0, pak nelze o existenci lokálńıho extrému v bodě (x0, y0)
na základě druhých derivaćı rozhodnout.
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Poznámka

1 Matice druhých derivaćı z p̌redchoźı věty se nazývá Hessova matice a
determinant H se nazývá Hessián.

2 Je-li H(x0, y0) > 0, pak žrejmě f ′′xx(x0, y0) · f ′′yy(x0, y0) > 0 a tedy
f ′′xx(x0, y0) a f ′′yy(x0, y0) maj́ı stejné znaménko.
To znamená, že podḿınka f ′′xx(x0, y0) > 0 (f ′′xx(x0, y0) < 0) může být ve
větě nahrazena ekvivalentńı podḿınkou f ′′yy(x0, y0) > 0 (f ′′yy(x0, y0) < 0).
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Poznámka

Jsou-li splněny p̌redpoklady p̌redchoźı věty, pak má funkce f ve stacionárńım bodě
(x0, y0) tečnou rovinu, která je vodorovná (rovnoběžná s rovinou xy).

Je-li H(x0, y0) > 0 a f ′′xx(x0, y0) > 0, pak má funkce f v bodě (x0, y0)
lokálńı minimum a tedy graf funkce f lež́ı v okoĺı bodu (x0, y0) nad tečnou
rovinou sestrojenou v tomto bodě. To je v souladu s t́ım, že funkce je
konvexńı ve směru osy x i y (nebot’ f ′′xx(x0, y0) > 0 a tedy i f ′′yy(x0, y0) > 0).

Je-li H(x0, y0) > 0 a f ′′xx(x0, y0) < 0, pak má funkce f v bodě (x0, y0)
lokálńı maximum a tedy graf funkce f lež́ı v okoĺı bodu (x0, y0) pod tečnou
rovinou sestrojenou v tomto bodě. To je v souladu s t́ım, že funkce je
konkávńı ve směru osy x i y (nebot’ f ′′xx(x0, y0) < 0 a tedy i f ′′yy(x0, y0) < 0).

Všimněme si ješte p̌ŕıpadu, kdy f ′′xx(x0, y0) · f ′′yy(x0, y0) < 0. V tom p̌ŕıpadě
je funkce konvexńı ve směru osy x a konkávńı ve směru osy y (nebo opačně),
tj. ve směru osy x má funkce v bodě (x0, y0) lokálńı maximum a ve směru
osy y má funkce v bodě (x0, y0) lokálńı minimum (nebo naopak). Př́ıkladem
je již výše zḿıněná funkce z = x2 − y2 a jej́ı stacionárńı bod (0, 0) – sedlo.
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Postup p̌ri vyšeťrováńı lokálńıch extrémů funkce

1 Najdeme parciálńı derivace a polož́ıme je rovny nule.

2 Vy̌rešeńım źıskané soustavy rovnic najdeme stacionárńı body.

3 Najdeme druhé parciálńı derivace.

4 Pomoćı Hessiánu ve stacionárńıch bodech rozhodneme o existenci a druhu
lokálńıch extrémů.

5 Existenci lokálńıch extrémů ve stacionárńıch bodech, v nichž je hodnota
Hessiánu nulová a v bodech, v nichž některá z parciálńıch derivaćı neexistuje,
vyšeťrujeme na základě chováńı funkce v okoĺı těchto bodů (často velmi
obt́ıžné).
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Př́ıklad (lokálńı extrémy – 1. část)

Najděte lokálńı extrémy funkce z = x3 + 2xy + y3 .

Najdeme stacionárńı body:

z′x = 3x2 + 2y = 0

z′y = 2x+ 3y2 = 0

Z prvńı rovnice si vyjáďŕıme y = − 3
2x

2 a dosad́ıme do druhé rovnice:

2x+ 3 · 9
4
x4 = 0 / · 4

8x+ 27x4 = 0

x(8 + 27x3) = 0

=⇒ x1 = 0 ⇒ y1 = 0

x2 = −2

3
⇒ y2 = −2

3

Stacionárńı body: S1 = (0, 0), S2 =
(
− 2

3 ,−
2
3

)
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Př́ıklad (lokálńı extrémy – 2. část)

Druhé derivace: z′′xx = 6x, z′′xy = 2, z′′yy = 6y

=⇒ H(x, y) =

∣∣∣∣6x 2
2 6y

∣∣∣∣
1 H(0, 0) =

∣∣∣∣0 2
2 0

∣∣∣∣ = −4 < 0 ⇒ v bodě (0, 0) neńı lokálńı extrém

2 H(−2/3,−2/3) =
∣∣∣∣−4 2

2 −4

∣∣∣∣ = 12 > 0 ⇒ v bodě
(
− 2

3
,− 2

3

)
je lokálńı extrém a protože z′′xx = −4 < 0, jedná se o lokálńı maximum.
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je lokálńı extrém a protože z′′xx = −4 < 0, jedná se o lokálńı maximum.
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je lokálńı extrém a protože z′′xx = −4 < 0, jedná se o lokálńı maximum.
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Př́ıklad (Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – 1. část)

Předpokládejme, že je dán soubor n bodů (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn).
Tyto body mohou být źıskány nap̌ŕıklad jako výsledek mě̌reńı veličin x a y, kdy
pro hodnoty x1, x2, . . . , xn veličiny x byly namě̌reny odpov́ıdaj́ıćı hodnoty
y1, y2, . . . , yn veličiny y.
Předpokládejme, že mezi veličinami x a y existuje vzájemný vztah. Pro
jednoduchost p̌redpokládejme, že tento vztah je lineárńı, tj. existuj́ı koeficienty
a, b tak, že plat́ı

y = ax+ b.

Teoreticky by tedy měly všechny body ležet na jedné p̌ŕımce. To však neplat́ı,
nebot’ namě̌rené hodnoty jsou zat́ıženy chybami mě̌reńı.
Naš́ım úkolem je aproximovat (vyrovnat) daný soubor bodů p̌ŕımkou (tj. naj́ıt
koeficienty a, b), jej́ıž graf procháźı “co nejbĺıže” daných bodů. “Co nejbĺıže”
znamená p̌ri metodě nejmenš́ıch čtverc̊u, že součet čtverc̊u (druhých mocnin)
rozd́ıl̊u namě̌rených hodnot yi a hodnot na p̌ŕımce axi + b je co nejmenš́ı.
K nalezeńı koeficient̊u a, b je tedy poťreba naj́ıt minimum funkce:

z(a, b) = (ax1+b−y1)2+(ax2+b−y2)2+· · ·+(axn+b−yn)2 =

n∑
i=1

(axi + b− yi)2 .
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Př́ıklad (Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – 2. část)

Ilustrace pro pět bodů:
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Př́ıklad (Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – 3. část)

Obecně hledáme minimum funkce dvou proměnných a, b:

z(a, b) = (ax1 + b− y1)2 + (ax2 + b− y2)2 + · · ·+ (axn + b− yn)2

Najdeme tedy parciálńı derivace a polož́ıme je rovny nule:

z′a = 2(ax1 + b− y1)x1 + 2(ax2 + b− y2)x2 + · · ·+ 2(axn + b− yn)xn = 0

z′b = 2(ax1 + b− y1) + 2(ax2 + b− y2) + · · ·+ 2(axn + b− yn) = 0

Obě rovnice vyděĺıme č́ıslem 2 a uprav́ıme:

ax21 + bx1 − x1y1 + ax22 + bx2 − x2y2 + · · ·+ ax2n + bxn − xnyn = 0

ax1 + b− y1 + ax2 + b− y2 + · · ·+ axn + b− yn = 0

⇐⇒

a(x21 + x22 + · · ·+ x2n) + b(x1 + x2 + · · ·+ xn) = x1y1 + x2y2 + · · ·xnyn
a(x1 + x2 + · · ·+ xn) + bn = y1 + y2 + · · ·+ yn
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Př́ıklad (Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – 4. část)

Źıskanou soustavu dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých a, b lze psát v tomto
tvaru:

a

n∑
i=1

x2i + b

n∑
i=1

xi =

n∑
i=1

xiyi,

a

n∑
i=1

xi + bn =

n∑
i=1

yi.

Řešeńım této soustavy dostaneme stacionárńı bod minimalizované funkce. Dá se
ukázat, že tento bod existuje jediný (za p̌redpokladu, že x-ové soǔradnice všech
bodů nejsou stejné) a jedná se o minimum. Řešeńım soustavy jsou tedy hledané
koeficienty p̌ŕımky.
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Př́ıklad (Nejlevněǰśı bazén)

Určete rozměry zahradńıho bazénu daného objemu V s obdélńıkovým dnem tak,
aby se na jeho vyzděńı spoťrebovalo co nejméně materiálu.

S = xy + 2xz + 2yz, V = xyz ⇒ z =
V

xy

⇒ S = xy +
2V

y
+

2V

x
→ min

∂S

∂x
= y − 2V

x2
= 0⇒ y =

2V

x2
. . . dosad́ıme do druhé rovnice

∂S

∂y
= x− 2V

y2
= 0

x−2V
x4

4V 2
= 0⇒ x

(
1− x3

2V

)
= 0⇒

{
x = 0⇒ nulový objem

x = 3
√
2V ⇒ y = 3

√
2V ⇒ z = 3

√
V
4 .

Ově̌reńı, že se jedná o minimum - determinant z matice druhých derivaćı:∣∣∣∣ 4Vx3 1
1 4V

y3

∣∣∣∣ x=y=
3√
2V

=

∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3 > 0, 2 > 0 ⇒ minimum.
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∂S

∂y
= x− 2V

y2
= 0

x−2V
x4

4V 2
= 0⇒ x

(
1− x3

2V

)
= 0⇒

{
x = 0⇒ nulový objem

x = 3
√
2V ⇒ y = 3

√
2V ⇒ z = 3

√
V
4 .

Ově̌reńı, že se jedná o minimum - determinant z matice druhých derivaćı:∣∣∣∣ 4Vx3 1
1 4V

y3

∣∣∣∣ x=y=
3√
2V

=

∣∣∣∣2 1
1 2

∣∣∣∣ = 3 > 0, 2 > 0 ⇒ minimum.
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Vázané lokálńı extrémy

Definice (Vázané lokálńı extrémy)

Necht’ f a g jsou funkce dvou proměnných a (x0, y0) ∈ D(f) je bod, který splňuje
podḿınku g(x0, y0) = 0. Řekneme, že funkce f má v bodě (x0, y0)

vázané lokálńı maximum (minimum) vzhledem k vazebńı podḿınce
g(x, y) = 0, jestliže existuje okoĺı bodu (x0, y0) tak, že pro všechny body
(x, y) z tohoto okoĺı, které splňuj́ı podḿınku g(x, y) = 0, plat́ı
f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥ f(x0, y0));

ostré vázané lokálńı maximum (minimum) vzhledem k vazebńı podḿınce
g(x, y) = 0, jestliže existuje ryźı okoĺı bodu (x0, y0) tak, že pro všechny body
(x, y) z tohoto okoĺı, které splňuj́ı podḿınku g(x, y) = 0, plat́ı
f(x, y) < f(x0, y0) (f(x, y) > f(x0, y0)).

Poznámka

Vazebńı podḿınka g(x, y) = 0 vyjaďruje vrstevnici funkce g na úrovni 0, je to tedy
množina bodů (ǩrivka) v rovině xy. Naj́ıt vázané etrémy funkce f znamená naj́ıt
lokálńı extrémy této funkce, pokud zúž́ıme definičńı obor funkce f na body lež́ıćı
na ǩrivce g(x, y) = 0.
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Postup p̌ri vyšeťrováńı vázaných lokálńıch extrémů
funkce

Pokud lze z vazebńı podḿınky vyjáďrit y = ϕ(x) nebo x = ψ(y), p̌revede se úloha
určeńı vázaných lokálńıch extrémů na úlohu určeńı lokálńıch extrémů funkce jedné
proměnné.
Předpokládejme nap̌ŕıklad, že z vazebńı podḿınky g(x, y) = 0 je vyjáďreno
y = ϕ(x).

Vztah y = ϕ(x) dosad́ıme do funkce f(x, y) a hledáme lokálńı extrémy
funkce f(x, ϕ(x)) jedné proměnné x.

Má-li funkce f(x, ϕ(x)) lokálńı extrém v x0, pak má funkce f(x, y) v bodě
(x0, ϕ(x0)) vázaný lokálńı extrém stejného typu vzhledem k zadané vazebńı
podḿınce.

Zcela analogicky postupujeme v p̌ŕıpadě, že z vazebńı podḿınky máme vyjáďreno
x = ψ(y).
Pokud nelze žádnou z proměnných z vazebńı podḿınky vyjáďrit, je možné použ́ıt
tzv. metodu Lagrangeových multiplikátor̊u (zájemci viz skripta).
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Př́ıklad (vázané lokálńı extrémy)

Najděte vázané lokálńı extrémy funkce z = x2 + y2 p̌ri vazebńı podḿınce
2x+ y = 1.

Z vazebńı podḿınky si vyjáďŕıme y = 1− 2x a dosad́ıme do funkce:

z = x2 + (1− 2x)2 = 5x2 − 4x+ 1

Vyšeťŕıme lokálńı extrémy źıskané funkce jedné proměnné:

z′ = 10x− 4 = 0 =⇒ x =
2

5
.

Pomoćı druhé derivace z′′ = 10 > 0 nebo vyšeťreńım znaménka prvńı derivace v
okoĺı stacionárńıho bodu x = 2

5 zjist́ıme, že funkce z = 5x2 − 4x+ 1 má v bodě
x = 2

5 lokálńı minimum.

To znamená, že funkce z = x2 + y2 má v bodě (2/5, 1/5) vázané lokálńı
minimum. (Druhou soǔradnici bodu dopoč́ıtáme dosazeńım x = 2/5 do
y = 1− 2x.)
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2x+ y = 1.
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Z vazebńı podḿınky si vyjáďŕıme y = 1− 2x a dosad́ıme do funkce:

z = x2 + (1− 2x)2 = 5x2 − 4x+ 1
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Absolutńı extrémy

Definice (Absolutńı extrémy)

Necht’ f : R2 → R, M ⊆ D(f). Řekneme, že funkce f má v bodě (x0, y0) ∈M
absolutńı maximum (minimum) na množině M , jestliže f(x, y) ≤ f(x0, y0)
(f(x, y) ≥ f(x0, y0)) pro každé (x, y) ∈M . Jsou-li nerovnosti pro
(x, y) 6= (x0, y0) ostré, mluv́ıme o ostrých absolutńıch extrémech.

Z Weierstrassovy věty vyplývá:

Věta

Necht’ f : R2 → R je spojitá na uzav̌rené a ohraničené množině M ⊆ D(f). Pak
f nabývá svých absolutńıch extrémů bud’ v bodech lokálńıch extrémů lež́ıćıch
uvniťr M nebo v některém hraničńım bodě.
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Postup p̌ri vyšeťrováńı absolutńıch extrémů funkce

1 Najdeme lokálńı extrémy lež́ıćı uvniťr množiny M .

2 Vyšeťŕıme body na hranici množiny M . Je-li hranice tvǒrena několika r̊uznými
ǩrivkami, rozděĺıme ji na několik část́ı. Vyšeťŕıme vázané lokálńı extrémy na
každé z těchto část́ı hranice, tj. dosad́ıme rovnice ǩrivek tvǒŕıćı jednotlivé
části hranice do zadané funkce a vyšeťrujeme lokálńı extrémy funkce jedné
proměnné.

3 Pokud jsme hranici rozdělili na v́ıce část́ı, urč́ıme body, kde se jednotlivé části
spojuj́ı. (Pr̊useč́ıky ǩrivek tvǒŕıćı hranici.)

4 Ve všech źıskaných bodech urč́ıme funkčńı hodnotu a vybereme ty body, pro
které je funkčńı hodnota nejvěťśı (absolutńı maximum) a nejmenš́ı (absolutńı
minimum).

Poznámka

Vzhledem k tomu, že na závěr uvedeného postupu porovnáváme funkčńı hodnoty
ve všech “podežrelých” bodech, neńı nutné určovat druh lokálńıch extrémů uvniťr
množiny ani druh vázaných lokálńıch extrémů na hranici množiny. Stač́ı tedy naj́ıt
stacionárńı body.
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Př́ıklad (Absolutńı extrémy – 1. část)

Najděte absolutńı extrémy funkce z = x2 − 2x+ y2 − 2y + 3 na trojúhelńıku s

vrcholy (0, 0), (0, 1), (1, 0).

1 Stacionárńı body:

z′x = 2x− 2 = 0 ⇒ x = 1

z′y = 2y − 2 = 0 ⇒ y = 1

=⇒ stacionárńı bod: (1, 1) – nelež́ı v 4

x

y

0 1

1 6∈ 4
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=⇒ stacionárńı bod: (1, 1) – nelež́ı v 4
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Př́ıklad (Absolutńı extrémy – 1. část)
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Př́ıklad (Absolutńı extrémy – 2. část)

2 Hranice:

I. y = 1− x, x ∈ [0, 1]:

z = x2 − 2x+ (1− x)2 − 2(1− x) + 3

= 2x2 − 2x+ 2

z′ = 4x− 2 = 0⇒ x =
1

2

=⇒ bod

(
1

2
,
1

2

)
∈ 4

II. y = 0, x ∈ [0, 1]:

z = x2 − 2x+ 3

z′ = 2x− 2 = 0⇒ x = 1

=⇒ bod (1, 0) ∈ 4

III. x = 0, y ∈ [0, 1]:

z = y2 − 2y + 3

z′ = 2y − 2 = 0⇒ y = 1

=⇒ bod (0, 1) ∈ 4
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Př́ıklad (Absolutńı extrémy – 3. část)

3 Vrcholy: (0, 0), (0, 1), (1, 0) – dva z těchto vrchol̊u jsme źıskali již v
p̌redchoźım výpočtu.

Ve všech źıskaných bodech
(
1
2 ,

1
2

)
, (1, 0), (0, 1), (0, 0) vypočteme funkčńı hodnotu:

z(1/2, 1/2) = 3/2

z(1, 0) = 2

z(0, 1) = 2

z(0, 0) = 3
x

y

0 1

1

1
2

1
2

min

max

Absolutńıho minima nabývá funkce v bodě ( 12 ,
1
2 ), jeho hodnota je 3

2 .

Absolutńıho maxima nabývá funkce v bodě (0, 0), jeho hodnota je 3.
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Grafické nalezeńı absolutńıch extrémů pomoćı
vrstevnic

V p̌ŕıpadě, že uḿıme dob̌re nakreslit vrstevnice funkce f a za p̌redpokladu, že
množina M , na ńıž hledáme absolutńı extrémy funkce f , neńı p̌ŕılǐs složitá,
můžeme absolutńı extrémy naj́ıt graficky.

1 V rovině xy zakresĺıme množinu M a vrstevnice funkce f .

2 Ze všech vrstevnic, které množinou M prochazej́ı nebo se j́ı dotýkaj́ı,
vybereme vrstevnici na nejnižš́ı úrovni a vrstevnici na nejvyš̌śı úrovni.

3 Absolutńı minimum (maximum) nastává v bodech pr̊uniku vybraných
vrstevnic s množinou M .
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Př́ıklad (Absolutńı extrémy – graficky – 1. část)

Graficky vy̌reš́ıme ještě jednou stejný p̌ŕıklad:

Najděte absolutńı extrémy funkce z = x2 − 2x+ y2 − 2y + 3 na trojúhelńıku s

vrcholy (0, 0), (0, 1), (1, 0).

Funkci lze p̌repsat do tvaru:

z = x2 − 2x+ y2 − 2y + 3 = (x− 1)2 + (y − 1)2 + 1

Jedná se o posunutý paraboloid, vrstevnice jsou kružnice se sťredem v bodě (1, 1),
jejichž rovnice jsou:

(x− 1)2 + (y − 1)2 = c− 1, c ≥ 1.

Je vidět, že hodnota funkce na vrstevnićıch roste s rostoućım poloměrem vrstevnic.
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Najděte absolutńı extrémy funkce z = x2 − 2x+ y2 − 2y + 3 na trojúhelńıku s
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Př́ıklad (Absolutńı extrémy – graficky – 2. část)

x

y

0 1

1

1
2

1
2

min

max

Z obrázku je vidět, že minimum se nacháźı v bodě, kde se nejmenš́ı kružnice
(=vrstevnice s nejmenš́ı hodnotou) dotkne množiny – bod ( 12 ,

1
2 ). Maximum se

naopak nacháźı v bodě, kde se nejvěťśı kružnice (=vrstevnice s nejvěťśı hodnotou)
dotkne množiny – bod (0, 0).
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Př́ıklad (slovńı úloha – 1. část)

Na pile je možné pǒrezat za jednu směnu maximálně 100 m3 jehličnaté kulatiny a
70 m3 listnaté kulatiny. Určete, kolik jehličnaté a listnaté kulatiny se má na pile
pǒrezat za jeden týden (10 směn), aby měla pila co nejvěťśı zisk. Přitom:

Jehličnatá kulatina stoj́ı 1700 Kč/m3, má vý̌reznost 60%, realizačńı cena je
3500 Kč/m3. Zbývaj́ıćıch 40% tvǒŕı

oďrezky 20% . . . realizačńı cena: 400 Kč/m3

štěpy 15% . . . realizačńı cena: 200 Kč/m3

piliny 5% . . . realizačńı cena: 0 Kč/m3 (zdarma)

Listnatá kulatina stoj́ı 1900 Kč/m3, má vý̌reznost 55%, realizačńı cena je
4000 Kč/m3. Zbývaj́ıćıch 45% tvǒŕı

oďrezky 10% . . . realizačńı cena: 500 Kč/m3

palivo 30% . . . realizačńı cena: 400 Kč/m3

piliny 5% . . . realizačńı cena: 0 Kč/m3 (zdarma)

. Pila má smlouvu na dodávku nejméně 30 m3 paliva týdně.

. Provozńı náklady na pǒrezáńı 1 m3 ďreva čińı 300 Kč.

. Plocha skladu omezuje týdenńı objem ďreva na nejvýše 1200 m3.
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Př́ıklad (slovńı úloha – 2. část)

Označme

x . . . množstv́ı jehličnaté kulatiny (v m3)

y . . . množstv́ı listnaté kulatiny (v m3)

Zisk z 1 m3 pǒrezané kulatiny (v Kč):

jehličnatá : 0, 6 · 3500 + 0, 2 · 400 + 0, 15 · 200− 1700− 300 = 210

listnatá : 0, 55 · 4000 + 0, 1 · 500 + 0, 3 · 400− 1900− 300 = 170

Zisk lze tedy vyjáďrit funkćı dvou proměnných:

z = 210x+ 170y

Budeme hledat absolutńı maximum této funkce na množině, která je určena
následuj́ıćımi omezeńımi:

1 x ≥ 0, y ≥ 0 (p̌rirozený požadavek)

2 x ≤ 1000, y ≤ 700 (maximálńı množstv́ı, které lze pǒrezat)

3 0, 3y ≥ 30, tj. y ≥ 100 (smlouva na dodávku paliva)

4 x+ y ≤ 1200 (omezeńı skladu)
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Př́ıklad (slovńı úloha – 3. část)

V rovině si zakresĺıme množinu

x ≥ 0

x ≤ 1000

y ≤ 700

y ≥ 100

x+ y ≤ 1200,

na ńıž hledáme maximum.

x

y

0 1000 1200

100

700

1200

Úlohu můžeme vy̌rešit graficky pomoćı vrstevnic ziskové funkce z = 210x+ 170y.
Grafem funkce je rovina a jej́ı vrstevnice jsou p̌ŕımky o rovnićıch

210x+ 170y = c, c ∈ R.
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Př́ıklad (slovńı úloha – 4. část)

Do obrázku nakresĺıme několik vrstev-
nic, nap̌r.:

210x+ 170y = 100000

210x+ 170y = 150000

210x+ 170y = 200000

Ze sklonu vrstevnic a ze směru r̊ustu
funkčńı hodnoty na vrstevnićıch je
vidět, že funkce nabývá na množině
svého maxima v bodě pr̊useč́ıku
hraničńıch p̌ŕımek

x = 1000 a x+ y = 1200,
tj. v bodě (1000, 200).

Maximum má hodnotu
z = 210 · 1000 + 170 · 200 = 244000.

x

y

0 1000

100

700

max

↗
směr r̊ustu

hodnoty na vrstevnićıch

↗

↗

Závěr: Pila bude ḿıt nejvěťśı týdenńı zisk 244000 Kč, pokud za týden zpracuje
1000 m3 jehličnaté kulatiny a 200 m3 listnaté kulatiny.
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

Matematické výpočty online (MAW) - lokálńı extrémy:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=minmax3d
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Př́ıklad

Určete stacionárńı body a lokálńı extrémy funkce

z = x4 − 2x2 + y3 − 3y2.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

Všechny stacionárńı body včetně jejich typu:

stationary points of x^4-2*x^2+y^3-3*y^2

Pouze lokálńı extrémy:

local extrema of x^4-2*x^2+y^3-3*y^2
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