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Diferencialni rovnice - uvod

Diferencialni rovnice je vztah mezi nezndmou funkci a jejimi derivacemi. Radem
diferencialni rovnice rozumime ¥ad nejvy3ssi derivace neznamé funkce v dané
rovnici.

Pt¥iklady diferencidlnich rovnic:
o xy’ —y> = 0 je diferencidlni rovnice prvniho ¥adu
o yy' —3zy’ = \/xy je diferencidlni rovnice druhého ¥adu
o y""" — 4y’ + 5y = = je diferencidlni rovnice t¥etiho ¥adu

Diferencialni rovnice prvniho ¥adu — zakladni pojmy

Definice (DR prvniho ¥adu)

Diferencialni rovnice prvniho ¥adu rozfesend vzhledem k derivaci je rovnice
tvaru

(DR) y' = ¢(z,y),

kde ¢ je funkce dvou proménnych.

Re¥enim rovnice (DR) na intervalu I rozumime kaZdou funkci y = y(x), ktera
rovnici na I spliiuje.

o Zpravidla lze témé&F v8echna ¥efeni rovnice (DR) vyjad¥it pomoci jediného
vzorce, ktery obsahuje n&jakou konstantu ¢, tj. y = y(x, ¢), pfipadné&
o(y,x,c) = 0. V8echna tato ¥eSeni nazyvame obecné FeSeni. Obecné ¥eSeni
miZe, ale nemusi obsahovat tplné viechna ¥eseni.

o Partikularnim feSenim rozumime jednu konkrétni funkci, kterd rovnici
spliiuje. Volbou konkrétni konstanty v obecném ¥eSeni obdrzime jedno
partikularni YeSeni.

o Graf libovolného partikularniho ¥eSeni se nazyva integralni k¥ivka.




Geometricky vyznam

Diferenciadlni rovnici
y = o(x,y)

mUlZeme chapat jako ptedpis, ktery kazdému bodu (z,y) € D(y) p¥itadi smé&rnici
te¢ny k integralni k¥ivce, kterd timto bodem prochazi.

Pokud pro dostateény poéet bodil (x,y) nakreslime kratké Gselky (tzv. linearni
elementy) prochazejici témito body a majici smérnici ¢(x,y) (jsou to teény k
integralnim k¥ivkdm), dostavame tzv. smérové pole. N&kdy je mozné timto
zplisobem odhadnout tvar integrdlnich kfivek.

Pviklad

Pomoci smérového pole odhadnéte tvar integrdlnich k¥ivek rovnice 3’ = —%.

x x
——=c¢, ceR, y#0 = y=——
Y c
Konstanta ¢ vyjad¥uje smérnici te€ny k integralni k¥ivce (kreslime jako kratkou

isecku — linedrni element).

¢=-3
c=0: =0 =4 }a/ o=
c=1: y=—=x
1 C=% /- C=-2
c=2: = ——x IR
T MR
c=—-1: y==x ““‘{.’7‘-?‘7”&'}“" X
| ) ,
1 SE=—2 C=2
c=—-2: y=—-x C=-0
2
1 . c=0 €=1
c=—g y = 2x e=-t cad

Intergalni k¥ivky jsou pllkruZnice se stfedem v pocatku.




Pocatecni uloha

Definice (Po&ateéni tloha)
Necht o, yo € R. Uloha najit ¥eSeni rovnice (DR), které spliiuje tzv. potateeni
podminku
y(zo) = Yo,
se nazyva pocatecni uloha. Jejim FeSenim je funkce, kterd spliiuje pocateéni

podminku a je na néjakém otevieném intervalu obsahujicim bod x( FeSenim
rovnice (DR).

o Reseni pocatecni ulohy je partikuldrni YeSeni, jehoz integralni k¥ivka prochazi
bodem (xq,yo).

o Ma-li po&atelni dloha jediné YeSeni, znamena to, e bodem (zq, o) prochazi
jedina integralni k¥ivka.

o Ma-li kaZzda pocatecni uloha jediné Yeseni, znamena to, Ze integrdlni k¥ivky se
nikde neprotinaji.

Diferencidlni rovnice 3’ = f(x)

Rovnice
y' = f(x)

je nejjednodussim prikladem diferencialni rovnice. Tuto rovnici spliiuje kaZzda
primitivni funkce k funkci f. Obecné ¥eSeni |ze tedy vyjadfit vzorcem

y(az,c):/f(a:) dz + c.




Ptiklad

Redte diferencidlni rovnici ' = 2x. Najd&te viechna Yeeni a FeSeni potatetni
ilohy a podminkou y(1) = 3. Nakreslete integralni k¥ivky.

@ VSechna feSeni = obecné teseni: o Integralni k¥ivky:

y=ax?4+¢, c€eR

o Reseni pocate¢ni dlohy:

podminku y(1) = 3 dosadime do obecného
feSeni a najdeme hodnotu konstanty, pro
kterou je podminka splnéna:

3=124+¢c = ¢c=2

yp=x2—|—2

Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi

Definice (DR se separovanymi proménnymi)

Necht f a g jsou funkce spojité na n&jakych otevfenych intervalech. Diferencialn{
rovnice

(S) y' = f(x)g(y)

se nazyva diferenciadlni rovnice se separovanymi proménnymi.

v

d

PouZijeme-li oznatenf derivace ¢ = 32, miZeme rovnici (S) ekvivalentn& vyjadFit

ve tvaru

Y ).



Postup FeSeni rovnice y' = f(x)g(y)

o Najdeme ¥egeni rovnice g(y) = 0. Tato ¥eSeni jsou konstantnimi ¥eSenimi
rovnice (S).

o Dale ptedpokldddme, Ze g(y) # 0. Derivaci y’ nahradime podilem %

% = f(x)g(y)

a upravime tak, aby na kazdé strané byla pouze jedna proménna:

dy_ T)ax
Sy =@

o Ziskanou rovnost zintegrujeme

/%:/f(x)dx.

Postup FeSeni rovnice y' = f(x)g(y)

@ Po zintegrovani dostaneme rovnost

kde GG je primitivni funkce k funkci é a F' je primitivni funkce k funkci f.

o Rovnici G(y) = F(x) + ¢ je urleno obecné Yeseni (implicitni tvar). Pokud je
to moZné, vyjad¥ime z této rovnice y (tim dostaneme explicitni tvar obecného
feseni).

o Je-li mozné ziskat nékteré z konstantnich FeSeni z obecného ¥eSeni vhodnou
volbou konstanty ¢, pak toto feSeni zahrneme do obecného.

o Je-li zadana pocatetni podminka, pak ji dosadime do obecného ¥eSeni, odkud
uréime konkrétni hodnotu konstanty c. Tuto hodnotu pak dosadime zpét do
obecného feSeni a ziskdme tak partikularni YeSeni — FeSeni pocatedni dlohy.
Také zjistime, zda pocate¢ni podminku p¥ipadné nespliiuje nékteré konstantni
FeSeni, které v obecném ¥eSeni neni zahrnuto.



Pviklad

Reste pocate¢ni tlohu y' = —%

Y y(O) =—L

f(z) =~z gly) =, y#0

o Nem3 konstantni fe3eni, nebot .. # 0.

o Nekonstantni feseni:

dy =
de
ydy = —x dx
2 2
y __ T
5 = 5 +c

?+y =C, C>0 (C=2) ..

y=+vVC — 22

o Dosazeni pocatecni podminky:

0+ (-1)2=C = C=

o Integralni k¥ivky: palkruznice

. implicitni tvar obecného feseni

... explicitni tvar obecného feseni

Yyp = —V1—2?

1 =

Priklad
L Y4 v v v ya - 2
Najdéte vdechna Feseni rovnici y' = 2.
fl)=2g(y) =y, x#0
o Konstantni ¥eSeni: y =0 o Integralni k¥ivky:
o Nekonstantni feseni: dvé polopfimky a poloviny parabol
vychazejici z po¢atku
dy _ 2 R
dz  « = e (s 2 e )
] 5 xn 02.1\_‘&/. e=2 = ¢
—dy=—dx
J x
In|y| =Inz® +c
|y| _ elna:2—i—c
[yl = 2%’ C=0 / 7
y=Cz? (C=+e#0)

— obecné FeSeni:

y=Cz% CeR|

G4 =2
Konstatni feSeni Ize pro C' = 0 zahrnout do obecného vzorce.

(S c=-A




P¥iklad
Najdéte vsechna ¥fedeni rovnice vy = 2/y — 1.

fl@)=1,9(y) =2Vy—-1,y2>1

o Konstantni feSeni: y =1 o Integrdlni k¥ivky:
@ Nekonstantni feSeni: ptimka a pravé poloviny
arabol
b _y 1 i
de 4

'6’ €A €20 g=A

%(9—1)_% dy = dz f =2
vVy—l=xz+c¢c U}j
y—1=(z+c)? z>—c / AN A

% -

- )

U

N——q
'

-~

2l

L

1
]
{
7
¢ x

y=(z+ec)+1, 2> —c

Konstatni ¥e$eni nelze zahrnout do obecného vzorce.

—> obecné Yeeni: |y = (v 4+ ¢)*, > —c, ¢ € R, dali Yefeni: |y = 1|,

Poznamka

o Diferencidlni rovnice typu v’ = f(z) a vy’ = g(y) jsou specidlni p¥ipady rovnic
se separovanymi promé&nnymi pro g(y) = 1, resp. f(z) = 1.

o Pocatedni tloha pro rovnici se separovanymi prom&nnymi nemusi mit vzdy
jediné teseni.

ReZeni, které ma jednozna&nost porudenou v kazdém bod& (tj. kazdym
bodem jeho integralni k¥ivky prochdzi jind integralni k¥ivka), se nazyva
singularni feSeni.

Singuldrnimi ¥eSenimi rovnice se separovanymi proménnymi ¢y’ = f(x)g(y)
mohou byt pouze konstantni YeSeni, tj. feSeni, kterd spliiuji rovnici g(y) = 0.

Nap¥iklad potateéni dloha vy = 2y/y — 1, y(0) = 1 m3 dvé& Feleni:

y1:17

B 1 prox <0
V2 22 prox >0,

viz predchozi pfiklad. Funkce y; = 1 je singuldrni ¥eSeni rovnice.




Homogenni diferencialni rovnice

Definice (Homogenni DR)

Necht f je spojitd funkce. Diferencidlni rovnice
Y

1 )

(1) v =7

se nazyva homogenni diferencialni rovnice.

Postup Feseni rovnice y' = f (%)

o Zavedeme novou funkci u substituci u = %
Plati

y=ux atedy vy =u'z+u.

o Po dosazeni do rovnice dostaneme

vr+u = f(u)
u = f(u) - u’
T

COZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Tuto rovnici vyfeSime, tj.
najdeme nezndmou funkci w.

o K nalezeni feSeni y plivodni homogenni rovnice pouzijeme opét substituci
u = £ (dosadime do vztahu pro u a pokud je to moZné, tak vyjddfime y).



Ptiklad

Najdéte vdechna FeSeni rovnice zy’ = yln 2.

Y glny, u=y=>y=$UZ>y/:U+$Ul
xr i T

/
u+xu =ulnu
,  ulnu—u

u' = ———— ...rovnice se separovanymi prom&nnymi
x

o Konstantni feSeni: u(lnu — 1) =0=Ilnu=1=u=ce.
o Nekonstantni feSeni:
du  u(lnu—1)

dz T

du dz

u(lnu — 1) x

In|lnu — 1| =In|z| + ¢
| Inu — 1] = |z|e°

Inu—1=Cx (C==4e®#0)

u=e"" C e R (pro C =0 konst. ¥e§.) = |y = ze“* ™ C e R

Vyuziti systému pocitacové algebry

o Vyuziti systém( Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

o Matematické vypolty online (MAW) - diferencidlni rovnice:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=ode


http://user.mendelu.cz/marik/akademie/
http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=ode

Ptiklad
Najd&te viechna Yeeni diferencidlni rovnice 3’ = —% a feSeni spliiujici pocatedni
podminku y(0) = —1.

Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
@ VSechna feSeni:
solve y’=-x/y
o Redeni potatedni dlohy:

solve y’=-x/y, y(0)=-1
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http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+y%27%3D-x%2Fy
http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+y%27%3D-x%2Fy%2C+y%280%29%3D-1
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