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Diferenciálńı rovnice - úvod

Diferenciálńı rovnice je vztah mezi neznámou funkćı a jej́ımi derivacemi. Řádem
diferenciálńı rovnice rozuḿıme řád nejvyš̌śı derivace neznámé funkce v dané
rovnici.

Př́ıklady diferenciálńıch rovnic:

xy′ − y3 = 0 je diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

yy′′ − 3xy′ =
√
xy je diferenciálńı rovnice druhého řádu

y′′′ − 4y′ + 5y = x je diferenciálńı rovnice ťret́ıho řádu
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Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu – základńı pojmy

Definice (DR prvńıho řádu)

Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu rožrešená vzhledem k derivaci je rovnice tvaru

(DR) y′ = ϕ(x, y),

kde ϕ je funkce dvou proměnných.
Řešeńım rovnice (DR) na intervalu I rozuḿıme každou funkci y = y(x), která
rovnici na I splňuje.

Zpravidla lze témě̌r všechna řešeńı rovnice (DR) vyjáďrit pomoćı jediného
vzorce, který obsahuje nějakou konstantu c, tj. y = y(x, c), p̌ŕıpadně
φ(y, x, c) = 0. Všechna tato řešeńı nazýváme obecné řešeńı. Obecné řešeńı
může, ale nemuśı obsahovat úplně všechna řešeńı.

Partikulárńım řešeńım rozuḿıme jednu konkrétńı funkci, která rovnici splňuje.
Volbou konkrétńı konstanty v obecném řešeńı obdrž́ıme jedno partikulárńı
řešeńı.

Graf libovolného partikulárńıho řešeńı se nazývá integrálńı ǩrivka.
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Geometrický význam

Diferenciálńı rovnici
y′ = ϕ(x, y)

můžeme chápat jako p̌redpis, který každému bodu (x, y) ∈ D(ϕ) p̌rǐrad́ı směrnici
tečny k integrálńı ǩrivce, která t́ımto bodem procháźı.

Pokud pro dostatečný počet bodů (x, y) nakresĺıme krátké úsečky (tzv. lineárńı
elementy) procházej́ıćı těmito body a maj́ıćı směrnici ϕ(x, y) (jsou to tečny k
integrálńım ǩrivkám), dostáváme tzv. směrové pole. Někdy je možné t́ımto
způsobem odhadnout tvar integrálńıch ǩrivek.
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Př́ıklad

Pomoćı směrového pole odhadněte tvar integrálńıch ǩrivek rovnice y′ = −x
y .

−x
y
= c, c ∈ R, y 6= 0 =⇒ y = −x

c

Konstanta c vyjaďruje směrnici tečny k integrálńı ǩrivce (kresĺıme jako krátkou
úsečku – lineárńı element).

c = 0 : x = 0

c = 1 : y = −x

c = 2 : y = −1

2
x

c = −1 : y = x

c = −2 : y =
1

2
x

c = −1

2
: y = 2x

Intergálńı ǩrivky jsou půlkružnice se sťredem v počátku.
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Počátečńı úloha

Definice (Počátečńı úloha)

Necht’ x0, y0 ∈ R. Úloha naj́ıt řešeńı rovnice (DR), které splňuje tzv. počátečńı
podḿınku

y(x0) = y0,

se nazývá počátečńı úloha. Jej́ım řešeńım je funkce, která splňuje počátečńı
podḿınku a je na nějakém otev̌reném intervalu obsahuj́ıćım bod x0 řešeńım
rovnice (DR).

Řešeńı počátečńı úlohy je partikulárńı řešeńı, jehož integrálńı ǩrivka procháźı
bodem (x0, y0).

Má-li počátečńı úloha jediné řešeńı, znamená to, že bodem (x0, y0) procháźı
jediná integrálńı ǩrivka.

Má-li každá počátečńı úloha jediné řešeńı, znamená to, že integrálńı ǩrivky se
nikde neprot́ınaj́ı.
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Diferenciálńı rovnice y′ = f(x)

Rovnice
y′ = f(x)

je nejjednoduš̌śım p̌ŕıkladem diferenciálńı rovnice. Tuto rovnici splňuje každá
primitivńı funkce k funkci f . Obecné řešeńı lze tedy vyjáďrit vzorcem

y(x, c) =

∫
f(x) dx+ c.
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Př́ıklad

Řešte diferenciálńı rovnici y′ = 2x. Najděte všechna řešeńı a řešeńı počátečńı
úlohy a podḿınkou y(1) = 3. Nakreslete integrálńı ǩrivky.

Všechna řešeńı = obecné řešeńı:

y = x2 + c, c ∈ R

Řešeńı počátečńı úlohy:

podḿınku y(1) = 3 dosad́ıme do obecného
řešeńı a najdeme hodnotu konstanty, pro
kterou je podḿınka splněna:

3 = 12 + c =⇒ c = 2

yp = x2 + 2

Integrálńı ǩrivky:
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Diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými

Definice (DR se separovanými proměnnými)

Necht’ f a g jsou funkce spojité na nějakých otev̌rených intervalech. Diferenciálńı
rovnice

(S) y′ = f(x)g(y)

se nazývá diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými.

Použijeme-li označeńı derivace y′ = dy
dx , můžeme rovnici (S) ekvivalentně vyjáďrit

ve tvaru
dy

dx
= f(x)g(y).
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Postup řešeńı rovnice y′ = f(x)g(y)

Najdeme řešeńı rovnice g(y) = 0. Tato řešeńı jsou konstantńımi řešeńımi
rovnice (S).

Dále p̌redpokládáme, že g(y) 6= 0. Derivaci y′ nahrad́ıme pod́ılem dy
dx

dy

dx
= f(x)g(y)

a uprav́ıme tak, aby na každé straně byla pouze jedna proměnná:

dy

g(y)
= f(x) dx.

Źıskanou rovnost zintegrujeme∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx.
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Postup řešeńı rovnice y′ = f(x)g(y)

Po zintegrováńı dostaneme rovnost

G(y) = F (x) + c,

kde G je primitivńı funkce k funkci 1
g a F je primitivńı funkce k funkci f.

Rovnićı G(y) = F (x) + c je určeno obecné řešeńı (implicitńı tvar). Pokud je
to možné, vyjáďŕıme z této rovnice y (t́ım dostaneme explicitńı tvar obecného
řešeńı).

Je-li možné źıskat některé z konstantńıch řešeńı z obecného řešeńı vhodnou
volbou konstanty c, pak toto řešeńı zahrneme do obecného.

Je-li zadána počátečńı podḿınka, pak ji dosad́ıme do obecného řešeńı, odkud
urč́ıme konkrétńı hodnotu konstanty c. Tuto hodnotu pak dosad́ıme zpět do
obecného řešeńı a źıskáme tak partikulárńı řešeńı – řešeńı počátečńı úlohy.
Také zjist́ıme, zda počátečńı podḿınku p̌ŕıpadně nesplňuje některé konstantńı
řešeńı, které v obecném řešeńı neńı zahrnuto.
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Př́ıklad

Řešte počátečńı úlohu y′ = −x
y , y(0) = −1.

f(x) = −x, g(y) = 1
y , y 6= 0

Nemá konstantńı řešeńı, nebot’ 1
y 6= 0.

Nekonstantńı řešeńı:

dy

dx
= −x

y

y dy = −x dx

y2

2
= −x

2

2
+ c

Integrálńı ǩrivky: půlkružnice

x2 + y2 = C, C > 0 (C = 2c) . . . implicitńı tvar obecného řešeńı

y = ±
√
C − x2 . . . explicitńı tvar obecného řešeńı

Dosazeńı počátečńı podḿınky:

02 + (−1)2 = C =⇒ C = 1 =⇒ yp = −
√

1− x2
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Př́ıklad

Najděte všechna řešeńı rovnici y′ = 2y
x .

f(x) = 2
x , g(y) = y, x 6= 0

Konstantńı řešeńı: y = 0

Nekonstantńı řešeńı:

dy

dx
=

2y

x
1

y
dy =

2

x
dx

ln |y| = lnx2 + c

|y| = eln x2+c

|y| = x2ec

y = Cx2 (C = ±ec 6= 0)

Integrálńı ǩrivky:

dvě polop̌ŕımky a poloviny parabol
vycházej́ıćı z počátku

Konstatńı řešeńı lze pro C = 0 zahrnout do obecného vzorce.

=⇒ obecné řešeńı: y = Cx2, C ∈ R .
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Nekonstantńı řešeńı:
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Konstatńı řešeńı lze pro C = 0 zahrnout do obecného vzorce.
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Př́ıklad

Najděte všechna řešeńı rovnice y′ = 2
√
y − 1.

f(x) = 1, g(y) = 2
√
y − 1, y ≥ 1

Konstantńı řešeńı: y = 1

Nekonstantńı řešeńı:

dy

dx
= 2
√
y − 1

1

2
(y − 1)−

1
2 dy = dx√
y − 1 = x+ c

y − 1 = (x+ c)2, x > −c
y = (x+ c)2 + 1, x > −c

Integrálńı ǩrivky:

p̌ŕımka a pravé poloviny
parabol

Konstatńı řešeńı nelze zahrnout do obecného vzorce.

=⇒ obecné řešeńı: y = (x+ c)2, x > −c, c ∈ R , daľśı řešeńı: y = 1 .
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Konstatńı řešeńı nelze zahrnout do obecného vzorce.

=⇒ obecné řešeńı: y = (x+ c)2, x > −c, c ∈ R , daľśı řešeńı: y = 1 .
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Poznámka

Diferenciálńı rovnice typu y′ = f(x) a y′ = g(y) jsou speciálńı p̌ŕıpady rovnic
se separovanými proměnnými pro g(y) = 1, resp. f(x) = 1.

Počátečńı úloha pro rovnici se separovanými proměnnými nemuśı ḿıt vždy
jediné řešeńı.

Řešeńı, které má jednoznačnost porušenou v každém bodě (tj. každým
bodem jeho integrálńı ǩrivky procháźı jiná integrálńı ǩrivka), se nazývá
singulárńı řešeńı.

Singulárńımi řešeńımi rovnice se separovanými proměnnými y′ = f(x)g(y)
mohou být pouze konstantńı řešeńı, tj. řešeńı, která splňuj́ı rovnici g(y) = 0.

Nap̌ŕıklad počátečńı úloha y′ = 2
√
y − 1, y(0) = 1 má dvě řešeńı:

y1 = 1,

y2 =

{
1 pro x ≤ 0

x2 pro x > 0,

viz p̌redchoźı p̌ŕıklad. Funkce y1 = 1 je singulárńı řešeńı rovnice.
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Homogenńı diferenciálńı rovnice

Definice (Homogenńı DR)

Necht’ f je spojitá funkce. Diferenciálńı rovnice

(1) y′ = f
(y
x

)
se nazývá homogenńı diferenciálńı rovnice.
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Postup řešeńı rovnice y′ = f
(
y
x

)
Zavedeme novou funkci u substitućı u = y

x .
Plat́ı

y = ux a tedy y′ = u′x+ u.

Po dosazeńı do rovnice dostaneme

u′x+ u = f(u)

u′ =
f(u)− u

x
,

což je rovnice se separovanými proměnnými. Tuto rovnici vy̌reš́ıme, tj.
najdeme neznámou funkci u.

K nalezeńı řešeńı y původńı homogenńı rovnice použijeme opět substituci
u = y

x (dosad́ıme do vztahu pro u a pokud je to možné, tak vyjáďŕıme y).
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Př́ıklad

Najděte všechna řešeńı rovnice xy′ = y ln y
x .

y′ =
y

x
ln
y

x
, u =

y

x
⇒ y = xu⇒ y′ = u+ xu′

u+ xu′ = u lnu

u′ =
u lnu− u

x
. . . rovnice se separovanými proměnnými

Konstantńı řešeńı: u(lnu− 1) = 0⇒ lnu = 1⇒ u = e.

Nekonstantńı řešeńı:

du

dx
=
u(lnu− 1)

x
du

u(lnu− 1)
=

dx

x

ln | lnu− 1| = ln |x|+ c

| lnu− 1| = |x|ec

lnu− 1 = Cx (C = ±ec 6= 0)

u = eCx+1, C ∈ R (pro C = 0 konst. řeš.)⇒ y = xeCx+1, C ∈ R
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Konstantńı řešeńı: u(lnu− 1) = 0⇒ lnu = 1⇒ u = e.

Nekonstantńı řešeńı:
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

Matematické výpočty online (MAW) - diferenciálńı rovnice:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=ode
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Př́ıklad

Najděte všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y′ = −x
y a řešeńı splňuj́ıćı počátečńı

podḿınku y(0) = −1.

Řešeńı pomoćı Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):

Všechna řešeńı:

solve y’=-x/y

Řešeńı počátečńı úlohy:

solve y’=-x/y, y(0)=-1
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