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Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR)

Definice (LDR prvniho ¥adu)
Necht a a b jsou funkce spojité na otevfeném intervalu I. Diferencidlni rovnice
(L) y' + a(x)y = b(x)

se nazyva linearni diferencialni rovnice prvniho fadu.

o Je-li b(z) =0, pak se rovnice (L) nazyvd homogenni, v opa&ném p¥ipadé& se
nazyvd nehomogenni.

o Je-li (L) nehomogenni rovnice, pak se rovnice

y' + a(z)y =0,

kterd vznikne z rovnice (L) nahrazenim pravé strany b(x) nulovou funkci,
nazyvd homogenni rovnice p¥islusna nehomogenni rovnici (L).

Nékteré vlastnosti LDR

Véta (Jednoznatnost feSeni pocatetni ulohy)

Necht a, b jsou spojité na otevieném intervalu I, o € I,yg € R. Pak kaZda
pocatecni tloha
y' +a(z)y =bz), y(zo) =yo

ma jediné FeSeni definované na celém 1.




Poznamka (Vlastnosti homogenni rovnice)

@ Homogenni rovnice 3’ + a(x)y = 0 ma vzdy tzv. trivialni ¥eSeni y = 0. (Lze
ové&fit dosazenim do rovnice.)

@ Linearita = aditivita + homogenita

o Aditivita: Jsou-li y1 a y2 dvé ¥eSeni homogenni rovnice, pak jejich soucet
Y1 + y2 je také FeSenim této homogenni rovnice.

o Homogenita: Je-li y feSeni homogenni rovnice, pak také konstatni ndsobek cy,
kde c € R, je FfeSenim této rovnice.

Obecné: Jsou-li 1 a yo dvé FeSeni homogenni rovnice, pak jejich linearni

kombinace c1y1 + coya, kde ¢1 € R, co € R je také FeSenim této homogenni
rovnice.

Obecné feSeni nehomogenni LDR

Véta (Obecné feSeni nehomogenni LDR)

Obecné FeSeni nehomogenni linedrni rovnice (L) Ize vyjadFit ve tvaru

y(I,C) — yh(xvc) + yp(x) )

kde y(x,c) je obecné FeSeni pFislusné homogenni rovnice a y,(x) je libovolné
partikuldrni FeSeni rovnice (L).

Poznamka

K nalezeni obecného ¥eeni linedrni rovnice (L) je tedy potfeba nalézt
(a) obecné ¥eZeni ptislusné homogenni rovnice
(b) jedno libovolné partikuldrni YeSeni rovnice (L)

a obé sedist.




(a) Obecné feseni homogenni LDR

Homogenni linedrni diferencidlni rovnice
/
Yy +a(z)y=20

je rovnice se separovanymi prom&nnymi, nebot ji |ze psit ve tvaru

/

y = —a(x)y.

7
I

ReSenim této rovnice dostaneme obecné ¥feSen

y(x,c) = ce” Jo@)dz e R

Tvar tohoto ¥e$eni si miZzeme snadno zapamatovat, nebot z rovnice vidime, Ze
feSenim homogenni rovnice je sloZena exponencialni funkce, takova, Ze derivace
exponentu (vnit¥ni sloZky) je funkce —a(x).

P¥iklad (Homogenni rovnice 1)
Najdéte obecné FfeSeni nasledujich rovnic:
@y =y
Funkce, kterd je rovna své derivaci, je funkce e*. Totéz plati pro kazdy jeji
konstantni ndsobek. Obecné Yeseni je tedy

y=ce’, ceR.

@y +y=0

Pokud rovnici p¥episeme do tvaru 3y’ = —y, vidime, Ze rovnici spliiuje funkce,
jejiz derivace je rovna hledané funkci vynasobené &islem —1. Tuto vlastnost
ma funkce e~ a také kazdy jeji konstantni nasobek. Obecné Ffeseni je tedy

y=-ce “,ceR.




Ptiklad (Homogenni rovnice 2)

Najdéte obecné Yeseni rovnice
/
y — 2zxzy = 0.
Pokud rovnici p¥epi¥eme do tvaru ¢y’ = 2xy, vidime, Ze hledame funkci, jejiz
derivace je rovna hledané funkci vyndsobené funkci 2x. ReSenim je slozend

exponencidlni f2unkce, kde exponent je funkce, jejiz derivace je funkce 2z. Je to
tedy funkce e* a také kazdy jeji konstantni nasobek. Obecné ¥eSeni je tedy

2
y=ce® ,ceR.

(b) Nalezeni partikularniho feseni nehomogenni LDR
— metoda variace konstanty

Je-li yp(z, ¢) = ce= J 4#) 4% ohecné Feeni p¥islugné homogenni rovnice, pak
partikularni YeSeni nehomogenni rovnice

(L) y +a(z)y = b(x)

hledame ve tvaru

yp(T) = K(:U)e_f“(m) dz |

(Konstantu ¢ ve vzorci pro feSeni homogenni rovnice nahradime funkci K ()
— odtud ndzev metoda variace konstanty.)

Nezndmou funkci K (x) najdeme nasledovné:

o Ma-li byt funkce y,(z) YeSenim rovnice (L), musi rovnici (L) spliiovat.
Najdeme tedy derivaci y, () a spole¢né s y,(x) dosadime do rovnice (L).

o Cleny obsahujici K (z) se po dosazeni v rovnici vyrudi, obdrzime tedy rovnici
s neznamou funkci K'(z). Tuto funkci z rovnice vyjadfime, zintegrujeme a
dostaneme tak hledanou funkci K (x).




Vzorec pro obecné feSeni nehomogenni LDR

Aplikaci vySe popsané metody na obecnou rovnici dostdvdme vzorec pro obecné
feSeni nehomogenni LDR:

y(x,c) = e Jal@)do (f b(z)el @@ dz qg 4 c> :

Tento vzorec Ize téZ odvodit nasledujicim zplsobem (ktery zaroveii dava nivod
pro alternativni metodu ¥eSeni nehomogenni LDR):

Rovnici (L) vyndsobime tzv. integraénim faktorem e/ @(*) dz;

y/efa(m) dz + a(x)efa(m) d:vy _ b(x)efa(:c) dx.

Levou stranu vyjadfime jako derivaci soucinu
<y€fa(ac) da:)/ — b(z)ed o) dv.
Integraci obdrzime
yef a(z) dz _ /b(a:)ef a(z)de g 4 c,

odkud vyjadfime y a dostaneme tak vy3e uvedeny vzorec.

P¥iklad (Variace konstanty)

Matodou variace konstanty najdéte obecné ¥eSeni rovnice y’ — %y = 223,

o Obecné ¥eseni homogenni rovnice 1y’ — %y =0:

2
[2dz=2In|z| =y, = ce®™ Il = ce®” = 2?2 = |y, = c2®, c€R

o Partikularni ¥eSeni nehomogenni rovnice — variace konstanty:

Regeni hleddme ve tvaru y, = K (z)x2. Pottebujeme najit funkci K ().
Zderivujeme: y, = K'(z)z? + K (z) - 22
Dosadime do rovnice:

2
K'(zx)z? + K(x) - 22 — =K (x)2? = 227
T

Cleny obsahujici K () se odettou:

K'(z)2? = 22° = K'(2) = 2 = K(z) = 2°

=y, =2 |

Obecné YeSeni nehomogenni rovnice je soulet yy, + yp, tedy |y = cx® +z* ceR




Ptiklad (Integra&ni faktor)

Pomoci integra&niho faktoru najd&te obecné ¥eSeni rovnice 3y’ — %y = 223,

Integraéni faktor je

e—f%dx _ e—2ln|x| _ elni2

Rovnici vyndsobime inegraénim faktorem a upravime:

1 2 1 1
/ . 3
e
12 = 2r
ny x37

Levou stranu napiSeme jako derivaci soucinu:
/
! 2
Yy—= | =4
$2

1
y—2:x2+c:> y=a*(x*+c), ceER
T

Zintegrujeme a vyjadfime y:
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