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Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu (LDR)

Definice (LDR prvńıho řádu)

Necht’ a a b jsou funkce spojité na otev̌reném intervalu I. Diferenciálńı rovnice

(L) y′ + a(x)y = b(x)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.

Je-li b(x) ≡ 0, pak se rovnice (L) nazývá homogenńı, v opačném p̌ŕıpadě se
nazývá nehomogenńı.

Je-li (L) nehomogenńı rovnice, pak se rovnice

y′ + a(x)y = 0,

která vznikne z rovnice (L) nahrazeńım pravé strany b(x) nulovou funkćı,
nazývá homogenńı rovnice p̌ŕıslušná nehomogenńı rovnici (L).

Některé vlastnosti LDR

Věta (Jednoznačnost řešeńı počátečńı úlohy)

Necht’ a, b jsou spojité na otev̌reném intervalu I, x0 ∈ I, y0 ∈ R. Pak každá
počátečńı úloha

y′ + a(x)y = b(x), y(x0) = y0

má jediné řešeńı definované na celém I.
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Poznámka (Vlastnosti homogenńı rovnice)

1 Homogenńı rovnice y′ + a(x)y = 0 má vždy tzv. triviálńı řešeńı y = 0. (Lze
ově̌rit dosazeńım do rovnice.)

2 Linearita = aditivita + homogenita

Aditivita: Jsou-li y1 a y2 dvě řešeńı homogenńı rovnice, pak jejich součet
y1 + y2 je také řešeńım této homogenńı rovnice.

Homogenita: Je-li y řešeńı homogenńı rovnice, pak také konstatńı násobek cy,
kde c ∈ R, je řešeńım této rovnice.

Obecně: Jsou-li y1 a y2 dvě řešeńı homogenńı rovnice, pak jejich lineárńı
kombinace c1y1 + c2y2, kde c1 ∈ R, c2 ∈ R je také řešeńım této homogenńı
rovnice.

Obecné řešeńı nehomogenńı LDR

Věta (Obecné řešeńı nehomogenńı LDR)

Obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı rovnice (L) lze vyjáďrit ve tvaru

y(x, c) = yh(x, c) + yp(x) ,

kde yh(x, c) je obecné řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice a yp(x) je libovolné
partikulárńı řešeńı rovnice (L).

Poznámka

K nalezeńı obecného řešeńı lineárńı rovnice (L) je tedy poťreba nalézt

(a) obecné řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice

(b) jedno libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (L)

a obě seč́ıst.
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(a) Obecné řešeńı homogenńı LDR

Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

y′ + a(x)y = 0

je rovnice se separovanými proměnnými, nebot’ ji lze psát ve tvaru

y′ = −a(x)y.

Řešeńım této rovnice dostaneme obecné řešeńı

y(x, c) = ce−
∫
a(x) dx, c ∈ R.

Tvar tohoto řešeńı si můžeme snadno zapamatovat, nebot’ z rovnice vid́ıme, že
řešeńım homogenńı rovnice je složená exponenciálńı funkce, taková, že derivace
exponentu (vniťrńı složky) je funkce −a(x).

Př́ıklad (Homogenńı rovnice 1)

Najděte obecné řešeńı následuj́ıch rovnic:

1 y′ = y

Funkce, která je rovna své derivaci, je funkce ex. Totéž plat́ı pro každý jej́ı
konstantńı násobek. Obecné řešeńı je tedy

y = cex, c ∈ R.

2 y′ + y = 0

Pokud rovnici p̌reṕı̌seme do tvaru y′ = −y, vid́ıme, že rovnici splňuje funkce,
jej́ıž derivace je rovna hledané funkci vynásobené č́ıslem −1. Tuto vlastnost
má funkce e−x a také každý jej́ı konstantńı násobek. Obecné řešeńı je tedy

y = ce−x, c ∈ R.
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Př́ıklad (Homogenńı rovnice 2)

Najděte obecné řešeńı rovnice

y′ − 2xy = 0.

Pokud rovnici p̌reṕı̌seme do tvaru y′ = 2xy, vid́ıme, že hledáme funkci, jej́ıž
derivace je rovna hledané funkci vynásobené funkćı 2x. Řešeńım je složená
exponenciálńı funkce, kde exponent je funkce, jej́ıž derivace je funkce 2x. Je to
tedy funkce ex

2

a také každý jej́ı konstantńı násobek. Obecné řešeńı je tedy

y = cex
2

, c ∈ R.

(b) Nalezeńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı LDR
– metoda variace konstanty

Je-li yh(x, c) = ce−
∫
a(x) dx obecné řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice, pak

partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice

(L) y′ + a(x)y = b(x)

hledáme ve tvaru

yp(x) = K(x)e−
∫
a(x) dx .

(Konstantu c ve vzorci pro řešeńı homogenńı rovnice nahrad́ıme funkćı K(x)
– odtud název metoda variace konstanty.)

Neznámou funkci K(x) najdeme následovně:

Má-li být funkce yp(x) řešeńım rovnice (L), muśı rovnici (L) splňovat.
Najdeme tedy derivaci y′p(x) a společně s yp(x) dosad́ıme do rovnice (L).

Členy obsahuj́ıćı K(x) se po dosazeńı v rovnici vyruš́ı, obdrž́ıme tedy rovnici
s neznámou funkćı K ′(x). Tuto funkci z rovnice vyjáďŕıme, zintegrujeme a
dostaneme tak hledanou funkci K(x).
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Vzorec pro obecné řešeńı nehomogenńı LDR
Aplikaćı výše popsané metody na obecnou rovnici dostáváme vzorec pro obecné
řešeńı nehomogenńı LDR:

y(x, c) = e−
∫
a(x) dx

(∫
b(x)e

∫
a(x) dx dx+ c

)
.

Tento vzorec lze též odvodit následuj́ıćım způsobem (který zároveň dává návod
pro alternativńı metodu řešeńı nehomogenńı LDR):
Rovnici (L) vynásob́ıme tzv. integračńım faktorem e

∫
a(x) dx:

y′e
∫
a(x) dx + a(x)e

∫
a(x) dxy = b(x)e

∫
a(x) dx.

Levou stranu vyjáďŕıme jako derivaci součinu(
ye

∫
a(x) dx

)′
= b(x)e

∫
a(x) dx.

Integraćı obdrž́ıme

ye
∫
a(x) dx =

∫
b(x)e

∫
a(x) dx dx+ c,

odkud vyjáďŕıme y a dostaneme tak výše uvedený vzorec.

Př́ıklad (Variace konstanty)

Matodou variace konstanty najděte obecné řešeńı rovnice y′ − 2
xy = 2x3.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice y′ − 2
xy = 0:∫

2
x dx = 2 ln |x| ⇒ yh = ce2 ln |x| = celn x2

= cx2 ⇒ yh = cx2, c ∈ R

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice – variace konstanty:

Řešeńı hledáme ve tvaru yp = K(x)x2. Poťrebujeme naj́ıt funkci K(x).
Zderivujeme: yp = K ′(x)x2 +K(x) · 2x
Dosad́ıme do rovnice:

K ′(x)x2 +K(x) · 2x− 2

x
K(x)x2 = 2x3

Členy obsahuj́ıćı K(x) se odečtou:

K ′(x)x2 = 2x3 ⇒ K ′(x) = 2x⇒ K(x) = x2

⇒ yp = x4 .

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je součet yh + yp, tedy y = cx2 + x4, c ∈ R
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Př́ıklad (Integračńı faktor)

Pomoćı integračńıho faktoru najděte obecné řešeńı rovnice y′ − 2
xy = 2x3.

Integračńı faktor je

e−
∫

2
x dx = e−2 ln |x| = eln

1
x2 =

1

x2
.

Rovnici vynásob́ıme inegračńım faktorem a uprav́ıme:

y′
1

x2
− 2

x
y
1

x2
= 2x3 1

x2

y′
1

x2
− 2

x3
y = 2x

Levou stranu naṕı̌seme jako derivaci součinu:(
y
1

x2

)′
= 2x

Zintegrujeme a vyjáďŕıme y:

y
1

x2
= x2 + c⇒ y = x2(x2 + c), c ∈ R
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