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Linearni diferencialni rovnice druhého fadu

Definice (LDR druhého ¥adu)

Necht p, ¢ a f jsou funkce definované a spojité na otevieném intervalu I.
Diferencialni rovnice

(L2) y' +p(x)y +q(x)y = f(z)

se nazyva linearni diferencialni rovnice druhého ¥adu.

o Je-li f(z) =0 pro v8echna x € I, pak se rovnice (L2) nazyvd homogenni, v
opatném pripadé se nazyvd nehomogenni.

o Je-li (L2) nehomogenni rovnice, pak se rovnice

y' +plx)y + q(x)y =0,

kterd vznikne z rovnice (L2) nahrazenim pravé strany f(x) nulovou funkci,
nazyvd homogenni rovnice p¥islusna nehomogenni rovnici (L2).

Definice (Re$eni LDR druhého ¥adu)

Re¥enim rovnice (L2) na intervalu I rozumime funkci y = y(z), ktera rovnici (L2)
na I spliuje.

o V3echna ¥e¥eni rovnice (L2) lze vyjad¥it ve tvaru obsahujicim dv& nezavislé
konstanty ¢, co € R. Takovy predpis se nazyvd obecné feseni.

o Partikularnim feSenim rozumime jednu konkrétni funkci, kterd na I rovnici
spliiuje.

o Necht zg € I,y0,y1 € R. Uloha nalézt ¥eenfi rovnice, které spliiuje v bodé x
tzv. pocatecni podminky

y(zo) = vo, Y'(x0) =1,

se nazyva pocatecni uloha. Resenim podatecni ulohy je partikuldrni Yeseni.
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Nékteré vilastnosti LDR druhého ¥adu

Véta (Jednoznatnost feSeni pocatetni ulohy)

Necht p, q, f jsou spojité na otevieném intervalu I, o € I,vo,y1 € R. Pak kaZda
pocatecni uloha

y' +p@)y +a@)y = f(x),  y(@o) =yo, ¥'(x0)=1m

ma jediné Feseni definované na celém 1.

Poznamka (Vlastnosti homogenni rovnice)

@ Homogenni LDR druhého ¥adu ma vzdy tzv. trivialni ¥eSeni y = 0. (Lze
ové&Fit dosazenim do rovnice.)

@ Linearita = aditivita + homogenita

o Aditivita: Jsou-li y; a y2 dvé ¥eSeni homogenni rovnice, pak jejich soucet
Y1 + y2 je také feSenim této homogenni rovnice.

o Homogenita: Je-li y feSeni homogenni rovnice, pak také konstatni ndsobek cy,
kde c € R, je feSenim této rovnice.

Obecné: Jsou-li y; a yo dvé FeSeni homogenni rovnice, pak jejich linearni
kombinace c1y1 + coys, kde ¢; € R, co € R, je také FeSenim této homogenni
rovnice.




Homogenni LDR druhého ¥adu

Definice (Linedrné nezavislé funkce)

Necht y1,ys jsou funkce definované na intervalu I. Jestlize existuje &islo k € R
takové, Ze

y1(x) = kya(x) pro vdechna z € I,

fikdme, Ze funkce y1,y2 jsou linedrné zavislé. V opa¢ném pripadé fikame, ze
funkce y1,y2 jsou linearné nezavislé.

Homogenni LDR druhého ¥adu

Véta (Obecné feSeni homogenni LDR druhého ¥adu)

Necht y1,yo jsou dvé linedrné nezdvisld FeSeni rovnice

y' +p(2)y + q(x)y =0

na intervalu I. Pak

y(l‘ych 62) = 013/1<513) + 02y2($>7 c1t €R,ecpeR

je obecné Feseni této rovnice na I.

Poznamka

Dvojice linedrné nezdvislych ¥eSeni y1, yo homogenni LDR druhého ¥adu tvofti tzv.
fundamentalni systém feSeni této rovnice.




Nehomogenni LDR druhého fadu

Véta (Obecné feseni nehomogenni LDR druhého Fadu)

Necht y, je libovolné partikuldrni Feseni rovnice (L2) na I a necht y;, je obecné
reSeni prislusné homogenni rovnice na I. Pak obecné FeSeni nehomogenni linedarni
rovnice (L2) na I Ize vyjadFit ve tvaru

y(x,c1,c2) = yn(z, c1,c2) + yp(x) |,

t.

y(xa C1, 62) — Clyl(x) + Czyg(iﬁ) + yp(x) )

kde y1,y2 jsou dvé linedrné nezavisla reseni prislusné homogenni rovnice na I,
Cc1 € R, co € R.

Nehomogenni LDR druhého fadu

K nalezeni obecného ¥eSeni nehomogenni LDR druhého ¥adu stadi najit

(@) dv& linedrn& nezdvisla ¥edeni p¥islusné homogenni rovnice

(b) libovolné partikularni ¥eeni nehomogenni rovnice

Nalezenim YeSeni LDR druhého ¥adu se budeme zabyvat pouze v jednom
specidlnim p¥ipadé — v pfipadg, kdy funkce p, ¢ v rovnici (L2) budou konstantni.
Déle budeme tedy uvazovat linearni diferencialni rovnici druhého fadu s
konstantnimi koeficienty, tj. rovnici

(L2c) v'+py' +qy = f(z), pgeRr



(a) Homogenni LDR 2. ¥adu s konstantnimi
koeficienty

UvaZujme homogenni LDR 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty
(LH2c) v'+py +qy=0, pgeR
a pfirad me ji kvadratickou rovnici
M4+ pA+q=0.
Tato kvadratickd rovnice se nazyva charakteristicka rovnice pro rovnici (LH2c).

Poznamka

Funkce e*® je ¥eSenim rovnice (LH2c) pravé tehdy, kdyZ A je Yefenim
charakteristické rovnice A\? 4+ p\ + ¢ = 0.

Véta (Obecné feSeni homogenni LDR 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty)

Necht A% 4+ p\ + q = 0 je charakteristickd rovnice pro rovnici (LH2c).

o Jsou-li A1, Ao dva riizné redlné kofeny charakteristické rovnice, pak definujme

y(x)=e . lye(z) =€

o Je-li A dvojndsobny redlny koFen charakteristické rovnice, pak definujme

AT

yi(z) =e™ |, |yo(z) = z€

o Je-li \i 2 = a = Bi dvojice komplexné sdruZenych kofenii charakteristické
rovnice, pak definujme

yi(z) = e cos(Bx) |, | y2(x) = € sin(fz) |

Ve vsech tfech pFipadech jsou funkce y1, vy linedarné nezavisla Feseni rovnice
(LH2c) (tvoFi fundamentalni systém FeSeni) a obecné FeSeni této rovnice je tedy
tvaru

yh(iﬂ, 61702) = Clyl(ﬂf“) + 02y2<$)7 c1 € R,ep € R




P¥iklad (Homogenni rovnice 1)

Najd&te obecné Yedeni rovnice vy’ + 6y’ + 13y = 0.

Charakteristicka rovnice:

AN 4+6MA+13=0

—6 £ /36 — 52

= —-3x2
5 ?

A2 =

Dvé linearné& nezavisla feseni:

-3 3

y1 = e °Ycos2r, Yy =e “Tsin2x

Obecné Yeseni:

Yy = 6_3‘”(01 cos 2x + co sin 2x), ¢1,co € R.

P¥iklad (Homogenni rovnice 2)

Najd&te obecné Yedeni rovnice v/ — 4y’ + 4y = 0.

Charakteristicka rovnice:

N4 +4=0
(A=2)2=0
)\1,2 =2
Dvé linearné nezavisla feseni:
Y1 = €2m7 Yo = :U€2x

Obecné Yedeni:
290(

y=e""(c1 + com), 1,09 € R.




P¥iklad (Homogenni rovnice 3)

Najd&te Yedeni polate¢ni dlohy vy — 4y =0, y(0) =2, 3/(0) = 3.

Charakteristickd rovnice:

)\2—4=O$>\1’2::|:2
Dvé linearné& nezavisla fedeni:
—2x
yp =€, Ya=¢€

Obecné feseni:
Yy = 12" + coe 2%, 1,09 € R,

Y = 2c1e%% — 2c9e %"

y(0)=2: 2=rci +cy 7 1

/ — = ,C=

y(0)=3: 3=2c; — 2 i
ReZen{ potateéni dlohy: 7 1
4 4

(b) Nalezeni partikularniho feseni nehomogenni LDR
s konst. koeficienty — metoda variace konstant

Véta (Variace konstant)

Necht y1, y2 jsou linedrn& nezavisld Yeseni homogenni rovnice (LH2c), tj.
yn(z,c1,c2) = cry1(x) + cay2(x) je obecné Feseni rovnice (LH2c). Pak
partikularni FeSeni nehomogenni rovnice

(L2¢) y' +py +qy = f(z)
Jje tvaru
Yp(z) = K1(2)y1(x) + K2(z)y2(z).

(Konstanty ¢y, co ve vzorci pro FeSeni pFislusné homogenni rovnice nahradime
funkcemi K1(x), Ko(x).) P¥itom funkce K1(x), Ko(x) maji derivace
Ki(z), K5(x), které spliiuji soustavu

Ki(x)y(z) + Ka(2)y2(z) = 0
Ki(z)y(z) + Ky(@)ys(x) = f(x).




Poznamka (Nalezeni funkci K (x), K3(z))

Soustava z predchozi véty ma vzdy jediné ¥eSeni a lze ji ¥eSit naptiklad
Cramerovym pravidlem. Soustavu Ize ekvivalentné vyjad¥it v maticovém tvaru:

(yl(sv) w(w)) (Ki(x)) _ ( 0 )

yi(x)  ya(x)) \Ks(x) f(x)

Vypodlteme determinant matice soustavy W a dva pomocné determinanty W7,
WQZ

(@) ge(@) 10 @ (@) 0

W=l v Wl_‘f(:v) @) VT @
Pak W W,
Ki(0) =35, K@) =52

a nasledné

Determinant W se nazyvd wronskian.

Ptiklad (Variace konstant)

Metodou variace konstant najdéte obecné ¥edeni rovnice vy’ — vy’ — 2y = e2*.

Obecné YeSeni homogenni rovnice:

NoA—2=0 = N\ =-1 =2 = yh:cle_erchzm
Partikuldrni ¥eSeni nehomogenni rovnice: y, = K;(z)e™® + Ka(x)e*®
e e Ki(x)\ (0
—e @ 2e% ) \kh(z)) — \e**
W_2a:_|_ L P W+ = 0 6236 _ Az W. e " 0 _
= 2e et = 3e”, 1= | 20 g2z = €7, 2= |_—w g2z = €
/ 1 3z 1 3z / 1 1
Ki(z) ==z = Ki(x) = —=¢”®, Kij(z)=- = K(x) = -z
3 9 3 3
1 1
— Yp = —56% + ga:e%

Ve Ve Ve - —_— 1
Obecné FeSeni nehomogenni rovnice: — 17T + coe®® — Ze2T 4 —pe?”
9




(b) Nalezeni partikularniho feseni nehomogenni LDR
se specialni pravou stranou — metoda neurcitych
koeficient

V nékterych specidlnich p¥ipadech je vyhodnéjsi misto obecné metody variace
konstant pouZit alternativni metodu nalezeni partikularniho ¥eSeni rovnice (L2c).

@ Necht pravd strana rovnice (L2¢c) je tvaru | f(z) = e**P(x) |, kdle« € R a P
je polynom. Pak partikuldrni feSeni hledame ve tvaru

yp(z) = 2" R(z) |

kde

o k je nasobnost &isla o jakozto kofene charakteristické rovnice pro pfislusnou
homogenni rovnici (LH2c), tj.

o k = 0 pokud «a neni kofenem charakteristické rovnice,
o k =1 pokud « je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice,
o k = 2 pokud « je dvojnasobnym kofenem charakteristické rovnice

o R je polynom stejného stupné jako polynom P.

@ Necht prava strana rovnice (L2c) je tvaru

f(z) = e** (P, (z) cos(Bz) + Qu(x)sin(Bz)) |, kde o, 5 € R a P, Q,, jsou
polynomy stupné n, resp. m. Pak partikuldrni ¥eSeni hleddme ve tvaru

yp() = e (R(x) cos(Br) + () sin(Ba) |

kde

o k je nasobnost &isla o + (7 jakoZto koFene charakteristické rovnice pro
pFislusnou homogenni rovnici (LH2c), tj.

o k = 0 pokud a + B7 neni kofenem charakteristické rovnice,
o k =1 pokud a + B je kofenem charakteristické rovnice,

o R a S jsou polynomy stejného stupné, ktery je roven max(n,m).

Poznamka

| v p¥ipad&, kdy jeden z polynom( P, nebo @, je nulovy (tj. na pravé strang
rovnice chybi sinus nebo kosinus), je potfeba do vzorce pro y, dosadit oba
polynomy R i S (a tedy ob& funkce sinus i kosinus).




V obou uvedenych pfipadech postupujeme tak, Ze napiSeme tvar partikularniho
feSeni y, s neurcitymi koeficienty danych polynomd.

(Vime-li napfiklad, Ze polynom R md byt stupné 2, pak do vzorce pro y,,
dosadime R(z) = az® + bz + c.)

Tvar feSeni y,, dosadime do rovnice (L2c) a porovnanim levé a pravé strany
nalezneme hledané koeficienty. (Uré&ime konkrétni hodnoty koeficientd a, b, c.)

Ptiklad (Metoda neurcitych koeficienti 1)

Metodou neur&itych koeficientli najdéte obecné YeSeni rovnice vy —y' — 2y = €27,

Obecné Yeeni homogenni rovnice:  yp, = c1e™% + c9e?® (A =—-1, A2 =2)

Partikularni YeSeni nehomogenni rovnice:

P(z) =1, a = 2 (jednoduchy koFen char. rovnice) = v, = axe*”

Je potfeba najit konstantu a:

/

Y, = ae?® + 2aze*®

yI’)’ = 2ae®® + 2ae** + daxe®® = 4ae®® + daze?®

Dosadime y,, y,,, 4, do rovnice:

4ae*® + daxe*™ — (ae*® + 2axe®®) — 2axe®® = **

1 1
36 =% = g=- = Yp = gme%

) _ 1
Obecné ¥egeni nehomogenni rovnice: |y = c1e™% + coe?® + —xe?®
3
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Ptiklad (Metoda neurcitych koeficienti 2)

Metodou neur&itych koeficientli najdéte obecné ¥eeni rovnice vy + y = sinx.

Obecné FeSeni homogenni rovnice:
Nil1=0 = A2 = i, => yYp = C1COST + C28inx

Partikularni YeSeni nehomogenni rovnice:

P(z) =0, Q(x) =1, a+ pi =1 (kofen char. rce) = y, = z(acosz + bsinx)

Je potfeba najit konstanty a a b:

Yy, = acosx + bsinx + x(—asinz + bcos x)

Yy, = —asinz +bcosz — asinz + beosz + x(—acosx — bsinx)

Dosadime y,,, y,,, ¥, do rovnice:

—2asinz + 2bcosz + x(—acosx — bsinz) + x(acosx + bsinz) = sinx
1
—2asinx + 2bcosxr =sinx = az—ﬁ, b=0 = y,=——-xcosx

7/ 7/ 7/ - . 1
Obecné feseni nehomogenni rovnice: |y = ¢y cosx + cosinxz — —x cosx
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