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Lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu

Definice (LDR druhého řádu)

Necht’ p, q a f jsou funkce definované a spojité na otev̌reném intervalu I.
Diferenciálńı rovnice

(L2) y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu.

Je-li f(x) = 0 pro všechna x ∈ I, pak se rovnice (L2) nazývá homogenńı, v
opačném p̌ŕıpadě se nazývá nehomogenńı.

Je-li (L2) nehomogenńı rovnice, pak se rovnice

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

která vznikne z rovnice (L2) nahrazeńım pravé strany f(x) nulovou funkćı,
nazývá homogenńı rovnice p̌ŕıslušná nehomogenńı rovnici (L2).
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Definice (Řešeńı LDR druhého řádu)

Řešeńım rovnice (L2) na intervalu I rozuḿıme funkci y = y(x), která rovnici (L2)
na I splňuje.

Všechna řešeńı rovnice (L2) lze vyjáďrit ve tvaru obsahuj́ıćım dvě nezávislé
konstanty c1, c2 ∈ R. Takový p̌redpis se nazývá obecné řešeńı.

Partikulárńım řešeńım rozuḿıme jednu konkrétńı funkci, která na I rovnici
splňuje.

Necht’ x0 ∈ I, y0, y1 ∈ R. Úloha nalézt řešeńı rovnice, které splňuje v bodě x0
tzv. počátečńı podḿınky

y(x0) = y0, y′(x0) = y1,

se nazývá počátečńı úloha. Řešeńım počátečńı úlohy je partikulárńı řešeńı.
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Některé vlastnosti LDR druhého řádu

Věta (Jednoznačnost řešeńı počátečńı úlohy)

Necht’ p, q, f jsou spojité na otev̌reném intervalu I, x0 ∈ I, y0, y1 ∈ R. Pak každá
počátečńı úloha

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x), y(x0) = y0, y′(x0) = y1

má jediné řešeńı definované na celém I.
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Poznámka (Vlastnosti homogenńı rovnice)

1 Homogenńı LDR druhého řádu má vždy tzv. triviálńı řešeńı y = 0. (Lze ově̌rit
dosazeńım do rovnice.)

2 Linearita = aditivita + homogenita

Aditivita: Jsou-li y1 a y2 dvě řešeńı homogenńı rovnice, pak jejich součet
y1 + y2 je také řešeńım této homogenńı rovnice.

Homogenita: Je-li y řešeńı homogenńı rovnice, pak také konstatńı násobek cy,
kde c ∈ R, je řešeńım této rovnice.

Obecně: Jsou-li y1 a y2 dvě řešeńı homogenńı rovnice, pak jejich lineárńı
kombinace c1y1 + c2y2, kde c1 ∈ R, c2 ∈ R, je také řešeńım této homogenńı
rovnice.

Simona Fǐsnarová (MENDELU) LDR druhého řádu VMAT 5 / 22



Homogenńı LDR druhého řádu

Definice (Lineárně nezávislé funkce)

Necht’ y1, y2 jsou funkce definované na intervalu I. Jestliže existuje č́ıslo k ∈ R
takové, že

y1(x) = ky2(x) pro všechna x ∈ I,

ř́ıkáme, že funkce y1, y2 jsou lineárně závislé. V opačném p̌ŕıpadě ř́ıkáme, že
funkce y1, y2 jsou lineárně nezávislé.
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Homogenńı LDR druhého řádu

Věta (Obecné řešeńı homogenńı LDR druhého řádu)

Necht’ y1, y2 jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı rovnice

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

na intervalu I. Pak

y(x, c1, c2) = c1y1(x) + c2y2(x), c1 ∈ R, c2 ∈ R

je obecné řešeńı této rovnice na I.

Poznámka

Dvojice lineárně nezávislých řešeńı y1, y2 homogenńı LDR druhého řádu tvǒŕı tzv.
fundamentálńı systém řešeńı této rovnice.
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Nehomogenńı LDR druhého řádu

Věta (Obecné řešeńı nehomogenńı LDR druhého řádu)

Necht’ yp je libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (L2) na I a necht’ yh je obecné
řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice na I. Pak obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı
rovnice (L2) na I lze vyjáďrit ve tvaru

y(x, c1, c2) = yh(x, c1, c2) + yp(x) ,

tj.

y(x, c1, c2) = c1y1(x) + c2y2(x) + yp(x) ,

kde y1, y2 jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice na I,
c1 ∈ R, c2 ∈ R.
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Nehomogenńı LDR druhého řádu

K nalezeńı obecného řešeńı nehomogenńı LDR druhého řádu stač́ı naj́ıt

(a) dvě lineárně nezávislá řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice

(b) libovolné partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice

Nalezeńım řešeńı LDR druhého řádu se budeme zabývat pouze v jednom
speciálńım p̌ŕıpadě – v p̌ŕıpadě, kdy funkce p, q v rovnici (L2) budou konstantńı.
Dále budeme tedy uvažovat lineárńı diferenciálńı rovnici druhého řádu s
konstantńımi koeficienty, tj. rovnici

(L2c) y′′ + py′ + qy = f(x), p, q ∈ R.
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(a) Homogenńı LDR 2. řádu s konstantńımi
koeficienty

Uvažujme homogenńı LDR 2. řádu s konstantńımi koeficienty

(LH2c) y′′ + py′ + qy = 0, p, q ∈ R

a p̌rǐrad’me j́ı kvadratickou rovnici

λ2 + pλ+ q = 0.

Tato kvadratická rovnice se nazývá charakteristická rovnice pro rovnici (LH2c).

Poznámka

Funkce eλx je řešeńım rovnice (LH2c) právě tehdy, když λ je řešeńım
charakteristické rovnice λ2 + pλ+ q = 0.
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Věta (Obecné řešeńı homogenńı LDR 2. řádu s konstantńımi koeficienty)

Necht’ λ2 + pλ+ q = 0 je charakteristická rovnice pro rovnici (LH2c).

Jsou-li λ1, λ2 dva r̊uzné reálné kǒreny charakteristické rovnice, pak definujme

y1(x) = eλ1x , y2(x) = eλ2x .

Je-li λ dvojnásobný reálný kǒren charakteristické rovnice, pak definujme

y1(x) = eλx , y2(x) = xeλx .

Je-li λ1,2 = α± βi dvojice komplexně sdružených kǒren̊u charakteristické
rovnice, pak definujme

y1(x) = eαx cos(βx) , y2(x) = eαx sin(βx) .

Ve všech ťrech p̌ŕıpadech jsou funkce y1, y2 lineárně nezávislá řešeńı rovnice
(LH2c) (tvǒŕı fundamentálńı systém řešeńı) a obecné řešeńı této rovnice je tedy
tvaru

yh(x, c1, c2) = c1y1(x) + c2y2(x), c1 ∈ R, c2 ∈ R.
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Př́ıklad (Homogenńı rovnice 1)

Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ + 6y′ + 13y = 0.

Charakteristická rovnice:

λ2 + 6λ+ 13 = 0

λ1,2 =
−6±

√
36− 52

2
= −3± 2i

Dvě lineárně nezávislá řešeńı:

y1 = e−3x cos 2x, y2 = e−3x sin 2x

Obecné řešeńı:
y = e−3x(c1 cos 2x+ c2 sin 2x), c1, c2 ∈ R.
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Př́ıklad (Homogenńı rovnice 2)

Najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Charakteristická rovnice:

λ2 − 4λ+ 4 = 0

(λ− 2)2 = 0

λ1,2 = 2

Dvě lineárně nezávislá řešeńı:

y1 = e2x, y2 = xe2x

Obecné řešeńı:
y = e2x(c1 + c2x), c1, c2 ∈ R.
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Př́ıklad (Homogenńı rovnice 3)

Najděte řešeńı počátečńı úlohy y′′ − 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 3.

Charakteristická rovnice:

λ2 − 4 = 0⇒ λ1,2 = ±2

Dvě lineárně nezávislá řešeńı:

y1 = e2x, y2 = e−2x

Obecné řešeńı:
y = c1e

2x + c2e
−2x, c1, c2 ∈ R.

Řešeńı počátečńı úlohy:
y′ = 2c1e

2x − 2c2e
−2x

y(0) = 2 : 2 = c1 + c2

y′(0) = 3 : 3 = 2c1 − 2c2
=⇒ c1 =

7

4
, c2 =

1

4

Řešeńı počátečńı úlohy:
y =

7

4
e2x +

1

4
e−2x
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λ2 − 4 = 0⇒ λ1,2 = ±2
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(b) Nalezeńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı LDR
s konst. koeficienty – metoda variace konstant

Věta (Variace konstant)

Necht’ y1, y2 jsou lineárně nezávislá řešeńı homogenńı rovnice (LH2c), tj.
yh(x, c1, c2) = c1y1(x) + c2y2(x) je obecné řešeńı rovnice (LH2c). Pak
partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice

(L2c) y′′ + py′ + qy = f(x)

je tvaru
yp(x) = K1(x)y1(x) +K2(x)y2(x).

(Konstanty c1, c2 ve vzorci pro řešeńı p̌ŕıslušné homogenńı rovnice nahrad́ıme
funkcemi K1(x),K2(x).) Přitom funkce K1(x),K2(x) maj́ı derivace
K ′1(x),K

′
2(x), které splňuj́ı soustavu

K ′1(x)y1(x) +K ′2(x)y2(x) = 0

K ′1(x)y
′
1(x) +K ′2(x)y

′
2(x) = f(x).
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Poznámka (Nalezeńı funkćı K1(x), K2(x))

Soustava z p̌redchoźı věty má vždy jediné řešeńı a lze ji řešit nap̌ŕıklad
Cramerovým pravidlem. Soustavu lze ekvivalentně vyjáďrit v maticovém tvaru:(

y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

)(
K ′1(x)
K ′2(x)

)
=

(
0

f(x)

)
.

Vypočteme determinant matice soustavy W a dva pomocné determinanty W1,
W2:

W =

∣∣∣∣y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ , W1 =

∣∣∣∣ 0 y2(x)
f(x) y′2(x)

∣∣∣∣ , W2 =

∣∣∣∣y1(x) 0
y′1(x) f(x)

∣∣∣∣ .
Pak

K ′1(x) =
W1

W
, K ′2(x) =

W2

W

a následně

K1(x) =

∫
K ′1(x) dx, K2(x) =

∫
K ′2(x) dx.

Determinant W se nazývá wronskián.
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Př́ıklad (Variace konstant)

Metodou variace konstant najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − y′ − 2y = e2x.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice:

λ2 − λ− 2 = 0 =⇒ λ1 = −1, λ2 = 2 =⇒ yh = c1e
−x + c2e

2x

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice: yp = K1(x)e
−x +K2(x)e

2x(
e−x e2x

−e−x 2e2x

)(
k′1(x)
k′2(x)

)
=

(
0
e2x

)

W = 2ex + ex = 3ex, W1 =

∣∣∣∣ 0 e2x

e2x 2e2x

∣∣∣∣ = −e4x, W2 =

∣∣∣∣ e−x 0
−e−x e2x

∣∣∣∣ = ex

K ′1(x) = −
1

3
e3x ⇒ K1(x) = −

1

9
e3x, K ′2(x) =

1

3
⇒ K2(x) =

1

3
x

=⇒ yp = −
1

9
e2x +

1

3
xe2x

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice: y = c1e
−x + c2e

2x − 1

9
e2x +

1

3
xe2x
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(b) Nalezeńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı LDR
se speciálńı pravou stranou – metoda neurčitých
koeficient̊u

V některých speciálńıch p̌ŕıpadech je výhodněǰśı ḿısto obecné metody variace
konstant použ́ıt alternativńı metodu nalezeńı partikulárńıho řešeńı rovnice (L2c).

1 Necht’ pravá strana rovnice (L2c) je tvaru f(x) = eαxP (x) , kde α ∈ R a P

je polynom. Pak partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yp(x) = xkeαxR(x) ,

kde
k je násobnost č́ısla α jakožto kǒrene charakteristické rovnice pro p̌ŕıslušnou
homogenńı rovnici (LH2c), tj.

k = 0 pokud α neńı kǒrenem charakteristické rovnice,
k = 1 pokud α je jednoduchým kǒrenem charakteristické rovnice,
k = 2 pokud α je dvojnásobným kǒrenem charakteristické rovnice

R je polynom stejného stupně jako polynom P .
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2 Necht’ pravá strana rovnice (L2c) je tvaru

f(x) = eαx (Pn(x) cos(βx) +Qm(x) sin(βx)) , kde α, β ∈ R a Pn, Qm jsou

polynomy stupně n, resp. m. Pak partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yp(x) = xkeαx (R(x) cos(βx) + S(x) sin(βx)) ,

kde
k je násobnost č́ısla α+ βi jakožto kǒrene charakteristické rovnice pro
p̌ŕıslušnou homogenńı rovnici (LH2c), tj.

k = 0 pokud α+ βi neńı kǒrenem charakteristické rovnice,
k = 1 pokud α+ βi je kǒrenem charakteristické rovnice,

R a S jsou polynomy stejného stupně, který je roven max(n,m).

Poznámka

I v p̌ŕıpadě, kdy jeden z polynomů Pn nebo Qm je nulový (tj. na pravé straně
rovnice chyb́ı sinus nebo kosinus), je poťreba do vzorce pro yp dosadit oba
polynomy R i S (a tedy obě funkce sinus i kosinus).
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V obou uvedených p̌ŕıpadech postupujeme tak, že naṕı̌seme tvar partikulárńıho
řešeńı yp s neurčitými koeficienty daných polynomů.
(V́ıme-li nap̌ŕıklad, že polynom R má být stupně 2, pak do vzorce pro yp
dosad́ıme R(x) = ax2 + bx+ c.)

Tvar řešeńı yp dosad́ıme do rovnice (L2c) a porovnáńım levé a pravé strany
nalezneme hledané koeficienty. (Urč́ıme konkrétńı hodnoty koeficient̊u a, b, c.)
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Př́ıklad (Metoda neurčitých koeficient̊u 1)

Metodou neurčitých koeficient̊u najděte obecné řešeńı rovnice y′′ − y′ − 2y = e2x.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice: yh = c1e
−x + c2e

2x (λ1 = −1, λ2 = 2)

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice:

P (x) = 1, α = 2 (jednoduchý kǒren char. rovnice) =⇒ yp = axe2x

Je poťreba naj́ıt konstantu a:

y′p = ae2x + 2axe2x

y′′p = 2ae2x + 2ae2x + 4axe2x = 4ae2x + 4axe2x

Dosad́ıme yp, y′p, y′′p do rovnice:

4ae2x + 4axe2x − (ae2x + 2axe2x)− 2axe2x = e2x

3ae2x = e2x ⇒ a =
1

3
⇒ yp =

1

3
xe2x

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice: y = c1e
−x + c2e

2x +
1

3
xe2x
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P (x) = 1, α = 2 (jednoduchý kǒren char. rovnice) =⇒ yp = axe2x
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Př́ıklad (Metoda neurčitých koeficient̊u 2)

Metodou neurčitých koeficient̊u najděte obecné řešeńı rovnice y′′ + y = sinx.

Obecné řešeńı homogenńı rovnice:

λ2 + 1 = 0 =⇒ λ1,2 = ±i, =⇒ yh = c1 cosx+ c2 sinx

Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice:

P (x) = 0, Q(x) = 1, α+ βi = i (kǒren char. rce) =⇒ yp = x(a cosx+ b sinx)

Je poťreba naj́ıt konstanty a a b:

y′p = a cosx+ b sinx+ x(−a sinx+ b cosx)

y′′p = −a sinx+ b cosx− a sinx+ b cosx+ x(−a cosx− b sinx)

Dosad́ıme yp, y′p, y′′p do rovnice:

−2a sinx+ 2b cosx+ x(−a cosx− b sinx) + x(a cosx+ b sinx) = sinx

−2a sinx+ 2b cosx = sinx ⇒ a = −1

2
, b = 0 ⇒ yp = −

1

2
x cosx

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice: y = c1 cosx+ c2 sinx−
1

2
x cosx
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