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Linearni diferencialni rovnice druhého fadu

Definice (LDR druhého #adu)

Necht p, ¢ a f jsou funkce definované a spojité na otevieném intervalu I.
Diferencialni rovnice

(L2) y' +p(x)y +ql@)y = f(z)

se nazyva linedrni diferencidlni rovnice druhého ¥adu.

o Je-li f(z) =0 pro viechna z € I, pak se rovnice (L2) nazyva homogenni, v
opatném p¥ipadé& se nazyva nehomogenni.

o Je-li (L2) nehomogenni rovnice, pak se rovnice

Y +p(x)y + q(z)y =0,

kterd vznikne z rovnice (L2) nahrazenim pravé strany f(x) nulovou funkci,
nazyva homogenni rovnice p¥islusnd nehomogenni rovnici (L2).
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Definice (Reseni LDR druhého ¥adu)

Regenim rovnice (L2) na intervalu I rozumime funkci y = y(z), kterd rovnici (L2)
na I spliiuje.

@ V3echna YeSeni rovnice (L2) lze vyjadFit ve tvaru obsahujicim dv& nezévislé
konstanty c;, co € R. Takovy pFedpis se nazyvd obecné Feseni.

o Partikuldrnim ¥eSenim rozumime jednu konkrétni funkci, ktera na I rovnici
spliiuje.

o Necht zg € I,yo,y1 € R. Uloha nalézt YeSeni rovnice, které spliiuje v bodé& xq
tzv. pocatecni podminky

y(®o) = w0, ¥ (x0) = y1,

~
Y. 7

se nazyva pocatetni tloha. Re$enim polatedni dlohy je partikularni Feseni.
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Nékteré vlastnosti LDR druhého fadu

Véta (Jednoznaénost FeSeni potatetni ulohy)

Necht p, q, f jsou spojité na otevieném intervalu I, xy € I,yo,y1 € R. Pak kaZdd
pocateéni tloha

y' +p@)y +q(@)y = f(z),  y@o) =wo, ¥(x0)=m1

mda jediné FeSeni definované na celém I.
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Poznamka (Vlastnosti homogenni rovnice)

s

@ Homogenni LDR druhého ¥adu ma vidy tzv. trividlni ¥eSeni y = 0. (Lze ov&Fit
dosazenim do rovnice.)

@ Linearita = aditivita + homogenita

o Aditivita: Jsou-li y1 a y2 dv& ¥eSeni homogenni rovnice, pak jejich soulet
y1 + y2 je také FeSenim této homogenni rovnice.

o Homogenita: Je-li y FfeSeni homogenni rovnice, pak také konstatni ndsobek cy,
kde ¢ € R, je FeSenim této rovnice.

Obecné: Jsou-li y; a yo dvé YeSeni homogenni rovnice, pak jejich linedrn{
kombinace c1y1 + coyo, kde ¢; € R, co € R, je také ¥eSenim této homogenni
rovnice.

Simona Fisnarova (MENDELU) LDR druhého ¥adu



Homogenni LDR druhého fadu

Definice (Linearné nezavislé funkce)

Necht g1,y jsou funkce definované na intervalu I. JestliZe existuje &islo k € R
takové, Ze

y1(x) = kyo(z) pro viechna z € I,
Fikdme, Ze funkce y1, Y2 jsou linedrné zavislé. V opaéném pripadé ¥ikime, Ze
funkce y1,y2 jsou linedarné nezavislé.
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Homogenni LDR druhého fadu

Véta (Obecné feseni homogenni LDR druhého #adu)

Necht 1,y jsou dvé linedrn& nezavisl Feseni rovnice

y' +p(x)y + q(x)y =0

na intervalu I. Pak

|y(x,cl, c2) = ay1(x) + caya(z), c1 €R,c2 €R

je obecné Feseni této rovnice na I.

Poznamka

Dvojice linedrné& nezavislych fedeni y1, yo homogenni LDR druhého ¥adu tvofi tzv.
fundamentdlni systém ¥eSeni této rovnice.
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Nehomogenni LDR druhého ¥adu

Véta (Obecné feseni nehomogenni LDR druhého fadu)

Necht y,, je libovolné partikuldrni FeSeni rovnice (L2) na I a necht y, je obecné
FeSeni pFislusné homogenni rovnice na I. Pak obecné FeSeni nehomogenni linedrni
rovnice (L2) na I Ize vyjddfFit ve tvaru

|y($,61,02) = yh(m761762> + yp(x) |’

y(@,c1,00) = e (@) + caya(@) + (@) |

kde y1,y2 jsou dvé linedrné nezavisld Feseni pFislusné homogenni rovnice na I,
c1 € R, co € R.
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Nehomogenni LDR druhého ¥adu

K nalezeni obecného ¥eSeni nehomogenni LDR druhého ¥adu stadi najit

(a) dvé linedrn& nezdvisla ¥edeni ptislusné homogenni rovnice

(b) libovolné partikularni ¥eSeni nehomogenni rovnice

Nalezenim YeSeni LDR druhého ¥adu se budeme zabyvat pouze v jednom
specidlnim p¥ipad& — v p¥ipad&, kdy funkce p, ¢ v rovnici (L2) budou konstantni.
Déle budeme tedy uvaZovat linedrni diferencialni rovnici druhého ¥adu s
konstantnimi koeficienty, tj. rovnici

(L2c) yv' +py +qy=f(x), pgeR.
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(a) Homogenni LDR 2. ¥adu s konstantnimi

koeficienty

UvaZujme homogenni LDR 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty
(LH2c) y'+py +qy=0, pgeR
a prirad me ji kvadratickou rovnici

AN+ pA+qg=0.

Tato kvadratickd rovnice se nazyva charakteristickd rovnice pro rovnici (LH2c).

Poznamka

Funkce e** je Fefenim rovnice (LH2c) pravé tehdy, kdyZ \ je Fefenim
charakteristické rovnice A2 + pA + ¢ = 0.
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Véta (Obecné FeSeni homogenni LDR 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty)

Necht A2 + p\ + q = 0 je charakteristickd rovnice pro rovnici (LH2c).

o Jsou-li A1, Ay dva rizné realné koFeny charakteristické rovnice, pak definujme

yi(@) =en") pa(r) =e

@ Je-li X dvojndsobny redlny koFen charakteristické rovnice, pak definujme

yi(z) = e | |ya(z) = ze

o Je-li M\ 2 = a =+ Bi dvojice komplexné sdruZenych kofenii charakteristické
rovnice, pak definujme

‘ y1(z) = e** cos(Bx)

) ‘yg(z) = e* sin(fx) ‘

Ve vsech trech pFipadech jsou funkce vy, ,yo linedarné nezavisla Feseni rovnice
(LH2c) (tvoFi fundamentdini systém FeSeni) a obecné FeSeni této rovnice je tedy
tvaru

yn(x,c1,c2) = cryr(x) + coyp(z), ¢ €R,co €R.

v
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P¥iklad (Homogenni rovnice 1)

Najd&te obecné Fedeni rovnice 3" + 63 + 13y = 0.
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Ptiklad (Homogenni rovnice 1)

Najd&te obecné Fedeni rovnice 3" + 63 + 13y = 0.

Charakteristicka rovnice:

AN 4+6A+13=0

—6 + — 52

v

Dvé& linedrn€ nezavisla ¥eseni:

1= e 3% cos 2z 5 = e 3% gin 2z
b

Obecné ¥eden:

y = e 3%(cy cos 2x + ¢y sin 2x), 1,0 € R,
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Pfiklad (Homogenni rovnice 2)

Najd&te obecné ¥eseni rovnice y" — 4y’ + 4y = 0.
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Ptiklad (Homogenni rovnice 2)

Najd&te obecné ¥eseni rovnice y" — 4y’ + 4y = 0.

Charakteristicka rovnice:

AN —4\+4=0
A=2)2=0
/\1,2 =2
Dvé linedrné nezavisla ¥eseni:
y1=e*, yo = e
Obecné ¥edeni:

Y= ezz(cl + cox), 1,02 € R.
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Pfiklad (Homogenni rovnice 3)

Najd&te YeZeni potatedni tlohy " — 4y =0, y(0) =2, 3/(0) = 3.
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P¥iklad (Homogenni rovnice 3)

Najd&te ¥eSeni potatedni dlohy ¥ — 4y =0, y(0) =2, /'(0)

3.

Charakteristicka rovnice:
A2—4:0:>A1,2::|:2

Dvé& linedrn& nezavisla ¥eseni:
Obecné ¥eseni:

Y= 1% 4+ e ¢1,09 € R.

Re¥eni potatetni lohy:

y' = 2¢1€%% — 2coe”

2=c1+co _7
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(b) Nalezeni partikularniho feseni nehomogenni LDR
s konst. koeficienty — metoda variace konstant

Véta (Variace konstant)

Necht y1, yo jsou linedrn& nezavisla Feseni homogenni rovnice (LH2c), tj.

L/
yn(x, c1,c2) = cry1(x) + caya(x) je obecné Feseni rovnice (LH2c). Pak
partikularni FeSeni nehomogenni rovnice

(L2¢) y' +py' +aqy = f(x)
je tvaru
Yp(2) = K1 (2)y1(2) + Ko (7)ye(w).

(Konstanty ¢y, cy ve vzorci pro FeSeni pFislusné homogenni rovnice nahradime
funkcemi K1 (z), Ko(x).) P¥itom funkce K1(z), Ko(x) maji derivace
K (z), K(z), které spliiuji soustavu

Ki(z)y1(z) + Ka(2)ya(z) = 0
Ki(z)yi(z) + Ka(x)ys(z) = f(2).
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Poznamka (Nalezeni funkci K (x), Ks(z))

Soustava z predchozi véty ma vzdy jediné ¥eeni a lze ji Fesit nap¥iklad
Cramerovym pravidlem. Soustavu lze ekvivalentné vyjad¥it v maticovém tvaru:

(yl(x) 92(33)) (K{(x)) _ ( 0 >

vi(z) wa(z)) \Ks(z) f(x)

Vypo&teme determinant matice soustavy W a dva pomocné determinanty W7y,
WQZ

_n(x) ya(x) 0 ya(x) _yi(x) 0
W=y we M= ‘f(x) @) "7 e f@)
Pak W .
) = A Ko (z) = A

a nasledné
Ki(x) :/K{(x) dz, Ks(x) :/Ké(x) dz.

Determinant W se nazyva wronskidn.
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Ptiklad (Variace konstant)

Metodou variace konstant najd&te obecné ¥eSeni rovnice v/ — vy’ — 2y = €2*.
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Ptiklad (Variace konstant)

Metodou variace konstant najd&te obecné Ye¥eni rovnice y”/ — 3/ — 2y = e2®.

Obecné Yeseni homogenni rovnice:
NoA—2=0= M =—1, =2 = y, =cre * 4 ce*®

Partikuldrni ¥e$eni nehomogenni rovnice: y, = Ki(z)e™ + Ka(x)e?®

(S o) (E6) - (&)
0 eZac

4z
= —e Wy =
6290 26290 ) 2

W =2e” +e” =3e", W;=

1 1 1 1
Ki(z) = —gegm = Ki(z) = —§e3m, Kh(x) = 3= Ko(x) = 3%

1 1
= yp = —§€2x + gxeh

, , , . _ 1
Obecné ¥e¥eni nehomogenni rovnice: |y = cre ™% + cpe?® — §€2I + 52176296
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(b) Nalezeni partikularniho feSeni nehomogenni LDR

se specialni pravou stranou — metoda neurcitych
koeficientii

V nékterych specidlnich p¥ipadech je vyhodnégjsi misto obecné metody variace
konstant pouZit alternativni metodu nalezeni partikularniho ¥e3eni rovnice (L2c).

Q Necht pravd strana rovnice (L2c) je tvaru |f(ac) =e*"P(x) | kdeao€eRa P
je polynom. Pak partikularni ¥eSeni hleddme ve tvaru

yp(x) = a:ke‘”R(x)

kde

o k je nasobnost &isla a jakoZto koFfene charakteristické rovnice pro p¥islusnou
homogenni rovnici (LH2c), tj.
o k = 0 pokud a neni kofenem charakteristické rovnice,
@ k=1 pokud « je jednoduchym koFfenem charakteristické rovnice,
@ k = 2 pokud «a je dvojndsobnym kofenem charakteristické rovnice

o R je polynom stejného stupné jako polynom P.
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@ Necht pravd strana rovnice (L2c) je tvaru

| f(x) = €7 (Pu(x) cos(Bx) + Qu(w) sin(Bx)) | kde a, B € R a P, Qp jsou
polynomy stupné n, resp. m. Pak partikuldrni ¥eSeni hleddme ve tvaru

yp() = &*e** (R() cos(Ba) + S(z) sin(z)) |

kde

o k je nasobnost &isla o + (i jakoZto koFene charakteristické rovnice pro
pFislusnou homogenni rovnici (LH2c), tj.

o k =0 pokud « + Bi neni kofenem charakteristické rovnice,
o k=1 pokud a + (i je kofenem charakteristické rovnice,

o R a S jsou polynomy stejného stupng, ktery je roven max(n,m).

Poznamka

| v p¥ipadg, kdy jeden z polynomii P, nebo @, je nulovy (tj. na pravé strang
rovnice chybi sinus nebo kosinus), je potfeba do vzorce pro y, dosadit oba
polynomy R i S (a tedy ob& funkce sinus i kosinus).
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V obou uvedenych p¥ipadech postupujeme tak, Ze napiSeme tvar partikularniho
feSeni y,, s neurtitymi koeficienty danych polynomi.

(Vime-li naptiklad, Ze polynom R ma byt stupn& 2, pak do vzorce pro y,
dosadime R(z) = ax? + bx + ¢.)

Tvar feSeni y, dosadime do rovnice (L2c) a porovndnim levé a pravé strany
nalezneme hledané koeficienty. (Uréime konkrétni hodnoty koeficient a, b, c.)
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Ptiklad (Metoda neurtitych koeficienti 1)

Metodou neur&itych koeficientii najdéte obecné ¥efeni rovnice v/ — ' — 2y = e%.
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Ptiklad (Metoda neurtitych koeficienti 1)

Metodou neur&itych koeficientii najd&te obecné Yedeni rovnice y”/ — gy’ — 2y = e2*.

Obecné Yedeni homogenn( rovnice:  yp = cre™* + cpe?® M =-1, =2

3 s

Partikularni ¥eSeni nehomogenni rovnice:

P(z) =1, a = 2 (jednoduchy ko¥en char. rovnice) = y, = aze*®
p

Je potfeba najit konstantu a:
y, = ae** + 2axe*”

" = 2ae®® + 2ae®® + daxe®® = 4ae** + daxe®®
Yp
Dosadime ¥, ,, y, do rovnice:

4ae®® 4 4axe®® — (ae®® + 2axe®®) — 2axe®® = **

3 = 1 = L e
ae =€ a = — = —Xe
3 7 T3

. _ 1
Obecné ¥egeni nehomogenni rovnice: |y = cre % + cpe?® + —ze?®
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P¥iklad (Metoda neurtitych koeficienti 2)

Metodou neur&itych koeficienti najd&te obecné ¥eSeni rovnice y” + y = sin .
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P¥iklad (Metoda neurtitych koeficienti 2)

Metodou neur&itych koeficientli najdéte obecné ¥eZeni rovnice y” + y = sin .

Obecné FeSeni homogenni rovnice:

Nil1=0 = A2 ==%i, = yp =crcosx +cpsinzx

Partikularni ¥eSeni nehomogenni rovnice:

P(z) =0, Q(z) =1, a + Bi =i (koFen char. rce) = y, = z(acosz + bsinz)

Je potfeba najit konstanty a a b:

/
Yp
1

Yp

acosx + bsinz + z(—asinz + bcos x)

—asinz + bcosx — asinz + beosx + x(—acosx — bsinx)

Dosadime y,, y,,, y, do rovnice:

—2asinx + 2bcosx + x(—acosx — bsinx) + x(acosx + bsinz) = sinz

1 1
—2asinz + 2bcosx =sinz = a=—g b=0 = Yp = —5TCOST

. . 1
Obecné Feseni nehomogenni rovnice: |y = ¢1 cosx + cosinx — 5T oSz

Simona Fignarova (MENDELU) LDR druhého adu 22 /22



	Lineární diferenciální rovnice druhého rádu
	Základní pojmy a vlastnosti
	Lineární DR druhého rádu s konstantními koeficienty


