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Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu (LDR)

Definice (LDR prvniho ¥adu)
Necht @ a b jsou funkce spojité na otevieném intervalu I. Diferencialni rovnice
(L) Yy +a(z)y = b(x)

se nazyva linedrni diferencidlni rovnice prvniho ¥adu.

o Je-li b(z) =0, pak se rovnice (L) nazyvd homogenni, v opa&ném p¥ipadé se
nazyva nehomogenni.

o Je-li (L) nehomogenni rovnice, pak se rovnice
y' +a(x)y =0,

kterd vznikne z rovnice (L) nahrazenim pravé strany b(z) nulovou funkdi,
nazyva homogenni rovnice pfislund nehomogenni rovnici (L).
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Nékteré vlastnosti LDR

Véta (Jednoznatnost FeSeni potatetni ulohy)

Necht a, b jsou spojité na otevieném intervalu I, xo € I,yo € R. Pak kaZd4
pocate¢ni tloha

Y +a(z)y =b(x), y(zo) =1yo

ma jediné FeSeni definované na celém I.
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Poznamka (Vlastnosti homogenni rovnice)

@ Homogenni rovnice y' 4+ a(z)y = 0 ma vZdy tzv. trividlni YeSeni y = 0. (Lze
ov&fit dosazenim do rovnice.)

@ Linearita = aditivita + homogenita

o Aditivita: Jsou-li y1 a y2 dvé FeSeni homogenni rovnice, pak jejich soucet
Y1 + y2 je také FeSenim této homogenni rovnice.

o Homogenita: Je-li y FfeSeni homogenni rovnice, pak také konstatni nasobek cy,
kde ¢ € R, je FeSenim této rovnice.

Obecné&: Jsou-li y; a y2 dv& YeSeni homogenni rovnice, pak jejich linedrni
kombinace c1y; + coys, kde ¢ € R, co € R je také FeSenim této homogenni
rovnice.
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Obecné feseni nehomogenni LDR

Véta (Obecné FeSeni nehomogenni LDR)

Obecné Feseni’ nehomogenni linedrni rovnice (L) Ize vyjadFit ve tvaru

y(@,9) = ya(@,0) + 3 (@) |

kde yp(z, c) je obecné Fedeni pFislusné homogenni rovnice a y,(z) je libovolné
partikularni ¥eSeni rovnice (L).

Poznamka

| A

K nalezeni obecného Feseni linedrni rovnice (L) je tedy potfeba nalézt
(a) obecné FeZeni ptislusné homogenni rovnice
(b) jedno libovolné partikularni ¥eZeni rovnice (L)

a ob& sedist.
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(a) Obecné feseni homogenni LDR

Homogenni linedrni diferencidlni rovnice
/
y +alz)y=0

je rovnice se separovanymi prom&nnymi, nebot ji lze psat ve tvaru

Resenim této rovnice dostaneme obecné ¥e3eni

y(z,c) = ce~ Jo@dz e R

Tvar tohoto ¥eden( si miiZeme snadno zapamatovat, nebot z rovnice vidime, Ze
FeSenim homogenni rovnice je sloZenad exponencidlni funkce, takovd, Ze derivace
exponentu (vnit¥ni slozky) je funkce —a(z).
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P¥iklad (Homogenni rovnice 1)

Najdéte obecné Feeni ndsledujich rovnic:
Qy=y
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Ptiklad (Homogenni rovnice 1)
Najdéte obecné Feeni ndsledujich rovnic:
Qy=y
Funkce, kterd je rovna své derivaci, je funkce e®. Totéz plati pro kazdy jeji

konstantni ndsobek. Obecné Feseni je tedy

y=ce® ceR.
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Ptiklad (Homogenni rovnice 1)

Najdéte obecné Feeni ndsledujich rovnic:
Qy=y

Funkce, kterd je rovna své derivaci, je funkce e®. Totéz plati pro kazdy jeji
konstantni ndsobek. Obecné Feseni je tedy

y=ce® ceR.

Q@ y+y=0
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Ptiklad (Homogenni rovnice 1)
Najdéte obecné Feeni ndsledujich rovnic:
Qy=y
Funkce, kterd je rovna své derivaci, je funkce e®. Totéz plati pro kazdy jeji
konstantni ndsobek. Obecné Feseni je tedy

y=ce® ceR.

Q@ y+y=0

Pokud rovnici prepi$eme do tvaru 3/ = —y, vidime, Ze rovnici splfiuje funkce,
jejiz derivace je rovna hledané funkci vyndsobené &islem —1. Tuto vlastnost
m3d funkce e~ a také kazdy jeji konstantni ndsobek. Obecné ¥egeni je tedy

y=ce “,ceR.
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P¥iklad (Homogenni rovnice 2)

Najdéte obecné ¥eSeni rovnice

y —2xy = 0.
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P¥iklad (Homogenni rovnice 2)

Najdéte obecné FeSeni rovnice

y —2xy = 0.

Pokud rovnici prepi$eme do tvaru 3/ = 2zy, vidime, Ze hleddme funkci, jejiZ
derivace je rovna hledané funkci vynasobené funkei 22. Refenim je slozen3
exponencidlni funkce, kde exponent je funkce, jejiz derivace je funkce 2x. Je to
tedy funkce e®” a také kazdy jeji konstantni ndsobek. Obecné Yeseni je tedy

y:ceIQ,ceR.
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(b) Nalezeni partikularniho feSeni nehomogenni LDR

— metoda variace konstanty

Je-li yp(x, ¢) = ce™ S 4®) 47 ohecné Feeni piislugné homogenni rovnice, pak
partikularni ¥eSeni nehomogenni rovnice

(L) Y+ a(z)y = b(x)

hleddme ve tvaru

yp(z) = K(m)e*f“(“”) dz |

(Konstantu ¢ ve vzorci pro ¥eSeni homogenni rovnice nahradime funkci K (x)
— odtud ndzev metoda variace konstanty.)

Nezndmou funkci K (z) najdeme nisledovné:
o Mé-li byt funkce y,(x) YeSenim rovnice (L), musi rovnici (L) splifovat.
Najdeme tedy derivaci y,,(z) a spole¢n& s y,,(x) dosadime do rovnice (L).
o Cleny obsahujici K(x) se po dosazeni v rovnici vyrusi, obdrzime tedy rovnici

s neznamou funkei K’ (x). Tuto funkci z rovnice vyjadfime, zintegrujeme a
dostaneme tak hledanou funkci K(x).
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Vzorec pro obecné feSeni nehomogenni LDR

Aplikaci vy$e popsané metody na obecnou rovnici dostdvdme vzorec pro obecné
FeSeni nehomogenni LDR:

y(z,c) = e~ Jalz)de (f b(z)e) @) de qg 4 c) )

Tento vzorec Ize téZ odvodit nésledujicim zplsobem (ktery zaroveii déva nivod
pro alternativni metodu YeZeni nehomogenni LDR):
Rovnici (L) vyndsobime tzv. integra&nim faktorem e/ @(*) dz;

ylefa(r) dz | a(x)efa(m) doy, b(x)efa(z)dz_
Levou stranu vyjad¥ime jako derivaci soudinu
(yefa(m) dm)l — b(z)ed @) dz
Integraci obdrzime

yefa(z) dz _ /b(x)efa(z) dz dZL‘+C,

odkud vyjad¥ime y a dostaneme tak vy$e uvedeny vzorec.
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Pf¥iklad (Variace konstanty)

Matodou variace konstanty najd&te obecné ¥eSeni rovnice y' — %y =223

Simona Fisnarova (MENDELU) LDR prvniho Fadu 11 /12



Pt¥iklad (Variace konstanty)

Matodou variace konstanty najdéte obecné ¥eSeni rovnice y' — %y =223

@ Obecné fegeni homogenni rovnice y' — 2y = 0:

2
[2dz=2In|z| =y, = 7l = ce?” = ca? = |y, = ca?, CGR‘

@ Partikuldrni ¥eSeni nehomogenni rovnice — variace konstanty:
Reeni hleddme ve tvaru y, = K (2)z2. Potfebujeme najit funkci K (z).
Zderivujeme: y, = K'(z)z? + K (z) - 2z
Dosadime do rovnice:

2

x

K'(z)2? + K(z) - 20 — “K(z)2® = 223

Cleny obsahujici K (z) se odettou:

K'(z)2? = 20% = K'(z) = 20 = K(2) = ?

4

=|Yp =2

Obecné Feseni nehomogenni rovnice je souet yp, + yp, tedy ‘ y=cz?+z* ceR
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Pf¥iklad (Integra&ni faktor)

Pomoci integratniho faktoru najdéte obecné ¥eleni rovnice y' — %y =223
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Pf¥iklad (Integra&ni faktor)

Pomoci integratniho faktoru najdéte obecné ¥eleni rovnice y' — %y =223

Integra&ni faktor je

2 1
e—f;dx:e—21n|x\ —engr — &

a2
Rovnici vyndsobime inegra&nim faktorem a upravime:
1 21 1
r= - 3 -
Y2~ 3V =
1 2
'— - —Sy=2
Levou stranu napiSeme jako derivaci soudinu:
1 !
— | =2z
()
Zintegrujeme a vyjadfime y:
1
y_2 :x2—|—c:> y:x2(m2+0)7 ceR
x
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