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Derivace funkce jedné proménné a jeji geometricky

vyznam
Derivace funkce y = f(x) v bod& z je definovana jako limita

) — tim 1) = I0)

T—T0 T — xg

o Tato limita udava smérnici te¢ny ke
grafu funkce f v bod& (zg, f(zg)) a
vyjadfuje tedy rychlost ristu funkce f(z0)

v bodé& xo. L
o Tetna ke grafu funkce f v bod& /
(o, f(xg)) ma rovnici

y = f(zo) + f'(z0)(z — z0).

(smé&rnice te¢ny = tgy)

P¥ipomeiime, Ze pokud ma funkce v bod& z vlastni derivaci (vy3e uvedend limita
existuje a je konetnd), pak je funkce v bod& z( spojita.
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Parcialni derivace

Definice (Parcialni derivace)

Necht funkce f : R? — R je definovand v bod& (,%o) a n&jakém jeho okoli.

@ Polozme g(z) = f(x,yo). Ma-li funkce g derivaci bod& z(, nazyvame tuto
derivaci parcidlni derivaci funkce f podle promé&nné x v bod& (x0,yo) a
znatime ji f1(xo,y0). Plati tedy

f’(.’EO yo) = lim M — lim f(xayO)—f(l‘o,yo) !

T—T0 T — X T—To T — o

o Podobné polozme h(y) = f(xo,y). Ma-li funkce h derivaci bod& yq,
nazyvame tuto derivaci parcialni derivaci funkce f podle promé&nné y v bod&
(z0,Y0) a znatime ji f, (w0, yo). Plati tedy

(2 = lim
fy( 0 o) Y=—Yo Y—% Y—Yo Y—Yo
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Geometricky vyznam parcialnich derivaci

Parcidlni derivace uréuji rychlost ristu funkce ve smérech rovnob&Znych se
soufadnymi osami = a y. (Pozn.: Jsou specidlnimi p¥ipady tvz. smé&rovych derivaci,
které urluji rychlost ristu funkce v libovolném daném sméru.)

o Parcialni derivace f!(zo,yo) pfedstavuje smérnici te€ny v bod&
(z0, Yo, f(z0,Y0)) ke k¥ivce, kterd vznikne prisetikem grafu funkce f s
rovinou y = yo.

@ Podobng parcidlni derivace f, (7o, o) pfedstavuje sm&rnici te¢ny v bod&

(z0, Yo, f(z0,Y0)) ke k¥ivce, kterd vznikne prisetikem grafu funkce f s
rovinou T = xg.
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Parcialni derivace jako funkce

o M3-li funkce dvou proménnych z = f(z,y) parcidlni derivaci podle promé&nné
x ve viech bodech n&jaké mnoziny M C D(f), pak miZeme na této
mnoZziné definovat funkci, kterd kaZdému bodu z mnoZiny M p¥ifadi parcidlni
derivaci podle promé&nné x v tomto bod&. Tato funkce se nazyva parcidlni
derivace funkce f podle promé&nné x a zna&i se f.. Podobn& definujeme
parcidlni derivaci podle promé&nné y a zna&ime ler

Jind znaceni parcialnich derivaci:

8f 8f 2 ’ 52 82
fxv fya oz’ 8y’ Ryy Rys Rz Ry oz’ ay

o P¥i vypottu parcidlnich derivaci se divame na funkci f(x,y) jako na funkci
jedné proménné:
o P¥i vypottu parcidlni derivace f.(z,y) povaZujeme = za prom&nnou a y za
konstantu.
o Podobng& pti vypottu f, (z,y) povaZujeme y za prom&nnou a x za konstantu.
P¥i vypoctu parcidlnich derivaci tedy pouZivdme stejné vzorce a stejnd
pravidla jako p¥i derivovani funkce jedné promé&nné.
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

o 2
z, = 3z
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

2 = 32 42-2x-y°
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

2 = 32°42-20-y*+3-22-y
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

2 = 32°4+2-20-9°+3-20-y—6-1-y
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

2 = 32°4+2-20-y*+3-20-y—6-1-y+8-1
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Pf¥iklad (Vypotet parcidlnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

2 = 32°4+2-20-y*+3-22-y—6-1-y+8-1-0
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

2 = 32°4+2-20-y*+3-22-y—6-1-y+8-1-0
= 32° 4 4ay® + 6xy — 6y + 8
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

l
zZ,

x

~

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32? + dzy? + 6zy — 6y + 8
0
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
ZI

~

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32? + dzy? + 6zy — 6y + 8
042222y
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
ZI

~

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32? + dzy? + 6zy — 6y + 8
04222 2y +322-1
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

~

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32? + dzy? + 6zy — 6y + 8
04222 2y +322-1—62-1
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

~

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32? + dzy? + 6zy — 6y + 8
04222 2y +322-1—62-1+0
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

~

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32? + dzy? + 6zy — 6y + 8
04222 2y +322-1—62-1+0—0
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
= 322 +4xy® + 62y — 6y + 8
2 = 04222 2y+322-1—62-1+0—0
= 42’y + 32 — 6z

~
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
= 322 +4xy® + 62y — 6y + 8
2 = 04222 2y+322-1—62-1+0—0
= da?y +32% — 62

~

Qz2=2Y, >0
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)
Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
= 322 +4xy® + 62y — 6y + 8
2 = 04222 2y+322-1—62-14+0—-0
= 42’y + 32 — 6z

~

Qz2=2Y, >0

z, = yxy~! (derivujeme jako mocninnou funkci)
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P¥iklad (Vypotet parcialnich derivaci)

Q z =23 +22%y% + 322y — 6oy + 82 — 2

/
Z$

/
Zy

Qz2=2Y, >0

!/
xT

!
Zy

V4

322 4+2-22- 42 +3-220-y—6-1-y+8-1—0
32 4 4xy® + 6xy — 6y + 8

04222 2y +322-1—62-1+0—0
4z?y + 32% — 6z

yz¥~!  (derivujeme jako mocninnou funkci)

2¥Inz  (derivujeme jako exponencidlni funkci)
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Souvislost spojitosti s parcialnimi derivacemi

Z pouhé existence parcialnich derivaci funkce f v bod& (xg,yo) neplyne spojitost
funkce f v bod& (¢, yo). Nap¥iklad funkce

_J 1 proxz=0neboy=0
f(z,y) _{ 0 jinak

ma v bodg& (0,0) ob& parcialni derivace (plati, Ze f;.(0,0) = f;(0,0) = 0), ale
funkce neni v bod& (0,0) spojitd, nebot zde nemd ani limitu. BliZzime-li se totiz k
bodu (0,0) ve sm&ru soufadnych os, md funkce stale hodnotu 1, pokud se v3ak
blizime v jiném sméru, dostaneme hodnotu 0.

Véta (Postatujici podminka spojitosti)

Necht funkce dvou proménnych f md v bodé& (xo,yo) spojité ob& parcidini
derivace. Pak je funkce f v bod& (g, yo) spojitd.
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P¥iklad (Mira tepelné ztraty v chladném potasi)

Mira tepelna ztraty:
H(t,v) = (10,45 + 10v/v — v)(33 — 1),

kde v je rychlost vétru a t je teplota vzduchu. P¥edpokladejme, 2e t = 0°C' a
v =4m/s. Co ma v&tsi vliv na miru tepelné ztraty: zména rychlosti vétru nebo
zména teploty (o jednotku)?

OH _ (5_1> 33—1) — 04— 19,5

v Vv v
OH oH

VEtEi vliv ma zména rychlosti v&tru. Kladnd hodnota (49,5) znameng, Ze s
rostouci rychlosti v&tru (pfi konstantni teplot&) roste mira tepelné ztraty. Naopak
zdpornd hodnota (—26,45) znamen3, Ze s rostouci teplotou (p¥i konstantn{
rychlosti v&tru) klesd mira tepelné ztraty.
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P¥iklad (Substituty a komplementy)

Poptévané mnoZstvi vyrobkd A a B zavisi na cenach téchto vyrobkl nasledovné:

Q4= 5%;:’3, Qp = 75PA . Vypottéte parcialni derivace a urlete, zda jsou

vyrobky A, B substituty nebo komplementy.

0Qa —3/2 51/3 0Qa 50 172 -92/3
S = 2P R <0 e =g PP 0
9Qp 9Qp

= —50P,P5;"% <0 =75P;** >0

0Pp 0Py

@ Zcela ptirozené pro oba vyrobky plati, Ze s rostouci cenou vyrobku klesd jeho
poptavané mnoZstvi.

@ S rostouci cenou vyrobku B roste poptavané mnozstvi vyrobku A, podobnég, s
rostouci cenou vyrobku A roste poptdavané mnoZstvi vyrobku B. Vyrobky jsou
substituty.
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Teéna rovina a diferencial

Necht funkce f ma spojité parcidlni derivace v okoli bodu (g, o). Pak rovnice
te€né roviny ke grafu funkce f v bod& (xg,yo) ma tvar

z = f(w0,90) + f2(x0,y0)(x — w0) + f,(20,%0) (¥ — ¥0)

a funk&ni hodnoty v malém okoli bodu (xq,yo) lze aproximovat funk&nimi
hodnotami na te€né roving, tj. v malém okoli bodu (z¢, yo) miZeme psat

f(@,y) = f(zo,90) + frlxo, yo) (@ — o) + £, (%0, %0) (¥ — Y0)-

Oznatme dx =z — xg a dy = y — yo. P¥irlistek funkce f naméFeny na te&né
rovin& (p¥i posunu z bodu (xg,yo) do bodu (z,y))), tj. vyraz

df(x07y0) = f;(x(]a ZJO) dx + fgll(x(b ZJO) dya

nazyvame diferencidlem funkce f v bod& (¢, yo).

@ Rovnice te¢né roviny je nejlepsi linedrni aproximaci funkce v okoli daného
bodu.
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P¥iklad (Te&na rovina)

Napiste rovnici te¢né roviny ke grafu funkce z = 2y% —  + 3y? v bodé (1,2).

Funk&ni hodnota v bod& (1,2) je z(1,2) = 15. Hodnoty parcidlnich derivaci:
2=yt —1=2/(1,2)=3
2, = 22y + 6y = 2,(1,2) = 16

Te¢na rovina md rovnici:

z=15+3(x — 1)+ 16(y — 2),
t].

z = 3z + 16y — 20.
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Pf¥iklad (Linearni aproximace)

Pomoci linedrni aproximace vyottéte ptiblizné 1,04292.

Najdeme te&nou rovinu funkce z = z¥ bodg& (1,2): Funkéni hodnota v bodg (1, 2)
je z(1,2) = 1. Hodnoty parcidlnich derivaci:

=yr¥ ' = 2/ (1,2) =2

!
2y =a¥Inz = 2,(1,2) =0

Te€na rovina ma rovnici:
z=142(x—1) =2z —1,
tj. v malém okoli bodu (1,2) mame
¥ ~2x —1,

tedy
1,04%292 2 2.1,04 — 1 =1,08.
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Ptiklad (Diferencial: Zména objemu kuzele)

Pomoci diferencidlu urlete, o kolik cm? se p¥iblizng& zm&ni objem kuZele o
poloméru podstavy rp = 10 cm a vySkou vg = 10 cm, jestlize polomér o 5 mm
zvétsime a vysku o 5 mm zmensime.

Objem kuzele: V(r,v) = zmr?v.
Najdeme diferencial této funkce v bod& (10, 10) a uré&ime jeho hodnotu pro

dr=0,5a dv=-0,5.

av 2 oV 200
== = Zrro = 2-(10,10) = =
g 37rrv (%( 0,10) 3 T
av 1, ov 100
== = —(10,10) = —
8U 37‘-7‘ av( Y ) 3 7T
200 100 200 100 50
dv(10,10) = 5 mdr+ = mdv = 3 m-0,5+ 3 7(—0,5) = ) T

50q,

Kladnd hodnota znamen3, Ze se objem zv&tsi pFiblizn€ o =
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Ptiklad (Diferencial: Odhad relativni chyby veli¢iny potitané pomoci
&fenych velicin)
Je méfena kineticka energie £ = imv Castice o hmotnosti m a rychlosti v.

Relativni chyba p¥i stanoveni hmotnosti je 1%, p¥i stanoveni rychlosti 2%. Pomoci
diferencialu stanovte odhad pro relativni chybu po&itané energie.

Ozna&me my, vy skute¢né hodnoty veli¢in a m, v namé&¥fené hodnoty. Pro
dm=m-—mg a dv—v—vomame‘ ‘<0013
Parcidlni derivace:

oF

1, 0B
6’m_2v7 8v_mv'

Diferencial funkce E v bod& (mg,vg) a odhad chyby:
1
dE(mg,vp) = 50(2) dm + mgvg dv

dE(mo,vo)  dm 49 dv

E(m0700) a m_() U_O
E

‘M Ay 2] 9% < 0,01+ 240,02 = 0,05.
E(m07U0) mo Yo

Relativni chyba po&itané energie je p¥iblizng 5%.
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o Ma3-li funkce f. v bod& (z¢,yo) parcidlni derivaci podle z, nazyvame ji
parcidlni derivaci 2. ¥adu podle x funkce f v bod& (zg, o) a zna&ime
2
fg/c'x(xoyyo) (nebo fxm(x07y0)r g—xg(wmyo))-
o M3-li funkce f. v bod& (zg,yo) parcidlni derivaci podle y, nazyvdme ji
smienou parcialni derivaci 2. ¥adu funkce f v bod& (z,yo) a zna&ime

fay(0,90) (nebo fuy(zo0,90), g_wi(x(),yo))-

@ Zcela analogicky definujeme a zna&ime parcidlni derivace druhého ¥adu
" 1
ym(mO) yO) a yy(m()? yO)

@ Podobné definujeme a zna&ime i parcialni derivace vy$8ich ¥ada.

@ Parcidlni derivace druhého ¥adu jsou celkem 4, parcidlnich derivaci t¥etiho je
8.
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Priklad

Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

2
z = eV
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Priklad

Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

2
z = eV

ey 2xy = nyemzy
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Pr¥iklad
Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

2
z ety
/ _ z2y . 2 _ 2 :l:zy
2 = e ry = 2xYye
2 2
z; = "Y.g%=g2""

Parcidlni derivace a diferencial
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Pr¥iklad
Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

z ey
/ z?y z2y
Zy e’ V. 2zxy = 2zye
z; Y g2 = g2V
2= 2y- Y 4 22y - Y 2y = 2yex2y(1 + 22%y)
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Priklad

Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

z emy
/ 2%y «?
z, = "V 2wy =2xye” Y
Z; _ ew2y 2 = x2em2y
A= 2yt g 2my - Y - 2uy = 2ye” V(1 + 20%y)
Zyy = 21- "V 42wy €Y a? = 2xex2y(1 +a%y)
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Priklad

Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

z emy
2 = V. 2ny = 2aye” Y
z; = oYL g2 = 2,77y
A= 2yt g 2my - Y - 2uy = 2ye” V(1 + 20%y)
Zpy = 22 "V 42wy €Y a? = erxzy(l +a%y)
Zgl;/w — 2TV 42 7Y 20y = 2$6I2y(1 + 2%y)

Simona Fisnarova (MENDELU) Parcidlni derivace a diferencial



Priklad

Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

2
z eV
! _ z2y2 _2 :l:zy
z, = €Y. 2xy=2zye
2 2
z, = " V.a? ="V
" z2 z% 2 2
zh, = 2y-e” V4 2xy-e” Y 20y = 2ye” V(1 + 227y)
2 2 2
" _ 7y Yy 2 __ 7y 2
Zyy = 2x-e" V4 2my-e Va7 =2we” V(1 +27y)
2 2 2
" _ x4y 2 oy — 7y 2
Zyy = 2x-e”V4aT-e V- 2wy = 2we” V(1 + 27y)
n o _ 2 2%y 2 _ 4 x?y
Zy, = T x° = x%e
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Priklad

Vypoctéte viechny parcialni derivace druhého ¥adu.

z ey

z, = eV . 2py = nyemzy

z, = €T . g2 = 327V
2= 2y- Y 4 2y - Y 2y = 2yex2y(1 + 22%y)
z;'y = 2.V 4 2y - YL g2 = 2906’“29(1 + z%y)
Zyy = 2- eV 2 e 2py = 22e™ V(1 + 2%y)
Zyy = 2%e”Y . 32 = g

Skute&nost, Ze Z:/v/y ygc, je dasledkem nasledujici véty.
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Véta (Schwarzova)

Necht md funkce f spojité smiSené parcidini derivace f,, f,, v bod& (xo,yo).
Pak plati £, (z0,50) = f1(20, 0)-

V&tu Ize zobecnit i pro derivace vyssich ¥adi: M&-li funkce v bod& (zg,yo) spojité
parcialni derivace aZ do ¥adu n, pak p¥i vypoltu téchto parcidlnich derivaci
nezileZi na tom, v jakém potadi se derivuje podle jednotlivych promé&nnych, ale
pouze na tom, kolikrat se podle které proménné derivuje.
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

o VyuZiti systéml Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

@ Matematické vypotty online (MAW) - parcidlni derivace:

http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=derivace
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http://user.mendelu.cz/marik/akademie/
http://um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=derivace

Ptiklad

Urcete parcidlni derivace funkce
z=2%In(z 4+ 3°).
Regeni pomoci Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com/):
@ Parcidlni derivace podle promé&nné x

differentiate x"2x1ln(x+y~3) with respect to x

@ Parcidlni derivace podle proménné y

differentiate x"2x1ln(x+y~3) with respect to y
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http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/input/?i=differentiate+x^2*ln%28x%2By^3%29+with+respect+to+x
http://www.wolframalpha.com/input/?i=differentiate+x^2*ln%28x%2By^3%29+with+respect+to+y
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