N °
** % m
* * o
. * * Y M
evropsky e f g

socialni . MINISTERSTVO $KOLSTVI, OP Vzddlavani
fondv CR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

Aplikace diferencialnich rovnic — fesené priklady

Vy3ssi matematika

LDF MENDELU

Podpofeno projektem Prufezova inovace studijnich programu Lesnické a dievarské
fakulty MENDELU v Brné (LDF) s ohledem na discipliny spole¢ného zakladu
http://akademie.ldf .mendelu.cz/cz (reg. ¢. CZ.1.07/2.2.00/28.0021) za piispéni
finanénich prostiedktt EU a stitntho rozpoétu Ceské republiky.

Simona Fignarova Brno 2014


http://akademie.ldf.mendelu.cz/cz

P¥iklad (Ropna skvrna)

Kruhova ropnd skvrna na hladiné se rozsituje tak, Ze polomér roste rychlosti, kterd
je nepfimo mérna druhé mocniné poloméru. Sestavte diferencidlni rovnici
popisujici tento proces a vyteste ji — tj. zjistéte, jaka funkce popisuje proces
zvétSovani poloméru olejové skvrny v &ase.

Oznaéme:

y=1y(x)... polom&r skvrny

Rychlost rlistu polomé&ru y je vyjad¥ena derivaci y’. Derivace 3 je tedy nep¥imo
Umé&rna funkci y2. Nepfima dmé&rnost znamena, Ze existuje konstanta k& € R, Ze
plati:
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P¥iklad (Chladnuti polévky)

V kuchyni je teplota 20°C. Za jak dlouho je pravé vypnuta vrouci polévka ochladi
na 25°C, pokud po 10 minutdch ma teplotu 60°C?

Ndvod: Podle Newtonova zdkona je rychlost ochlazovani télesa na vzduchu p¥imo
Umérna rozdilu teploty télesa a vzduchu.

Oznaéme:

x... Cas

y=1y(z)... teplota polévky

Rychlost ochlazovani polévky je vyjadfena derivaci y’. Podle Newtonowa zdkona je
tedy derivace 3/ p¥fimo umérna rozdilu y — 20. PHima dmé&rnost znamena, Ze
existuje konstanta k € R, ze plati:

y' = k(y — 20).

Zarovefli plati podminky y(0) = 100 a y(10) = 60.
Je potfeba najit ¥eSeni rovnice, které spliiuje tyto podminky a pak zjistit, pro jaké
x je y = 25.

Re&eni rovnice
y = ky — 20, y(0) = 100, y(10) = 60

Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi.
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Dosazeni podminek:
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Zbyva zjistit, pro jaké z je y = 25. Dosadime y = 25 do rovnice:
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Polévka se ochladi na 25°C za 40 minut.

Ptiklad (Samotisténi jezera)

V jezefe je pocdtecni mnozstvi nelistot. Do jezera tece konstantni rychlosti Cistd
voda, misi se se zneCisténou a odtéka. Pritok na odtoku je stejny jako na pfitoku.
Sestavte diferencidlni rovnici popisujici vyvoj nedistot v ¢ase. Pfedpokladame, Ze
voda je v jezefe dobfe promichavana.

Oznaéme:

... Cas

y = y(x)... mnoZstvi nelistot v jezefe
Yo ... pocatedni mnozstvi nelistot

r... pritok = mnoZstvi vody, které p¥ite¢e/odtece za jednotku &asu (je konstantni)

V ... objem jezera (konstantnf)
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Rychlost ubytku necistot v jezefe je uréena derivaci y'. Zaroveii je vyjad¥ena
mnoZstvim netistot, které z jezera odtetou za jednotku asu, tj. 7. Rovnice

popisujici vyvoj necistot v Case je tedy:
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Jednd se o homogenni linedrni rovnici, jeji obecné FeSeni je

y=ce VT,

Dosadime pocdte¢ni podminku:

y(0) = yo : ?JO:C€0:>C:?JO-

Vyvoj nelistot v €ase x je tedy uréen funkci |y = yge” V*
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Pt¥iklad (Znetistovani jezera)

V jezete je voda o objemu 1000 m3. Do jezera p¥itékd a odtéka voda stejnou
konstantni rychlosti - priitok je 2m3/hod. Voda v jezete je na potatku &istd, zaéne
v8ak pritékat zné&cisténd voda. Koncentrace necistot na pfitoku je 3 mg/m?’.
Vasim udkolem je zachranit Zivot v jezefe tak, Ze udrzite koncentraci necistot v
jezefe pod hodnotou 1 mg/m3. Kolik mate ¢asu na zastaveni pfisunu nedistot?
Predpokladejme, Ze voda je v jezefe dobfe promichdvana.

Oznalme:
r... Cas
y = y(x)... mnoZstvi nelistot v jezefe
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Rychlost zmé&ny mnoZstvi nelistot v jezefe je urfena derivaci y'. Zaroveii je
vyjadfena rozdilem nelistot, které do jezera pfiteCou a z jezera odtelou za
jednotku ¢asu, tj. 6 — 0,002y. Rovnice popisujici vyvoj necistot v Case je tedy:

Rovnici miZzeme ¥edit bud jako linedrni nebo se separovanymi prom&nnymi:

1
y = dx
6 — 0,002y
—0,002
’ = — 2
60,002 dy 0,002 dx

In(6 — 0,002y) = —0,002z + ¢
6 — 0,002y = Ce~ %0022
y = 500(6 — Ce™ 07

Dosadime podminku:

y(0)=0: 0=3006—C)= C=6=|y=3000(1 — ¢~ %0027)

Zbyva zjistit, v jakém &ase x dosahne koncentrace nedistot v jezefe hodnoty

1 mg/m3. Koncentrace je ddna podilem —- tedy mnoZstvi nelistot odpovidajici

1000’
koncentraci 1 mg/m3 je y = 1000 mg. Do vztahu 3 = 3000(1 — e~0:0022)

dosadime tedy y = 1000 a vypolteme odpovidajici x:
1000 = 3000(1 — e~ 2:0027)

1 —0,002z

3

=1—e
2
—0,002x
e = —
3

0,002 = In(2/3)
x = —5001n(2/3) = 5001n(3/2) ~ 202

P¥isun neclistot je potfeba zastavit do 202 hodin, tj. do 8 dni 10 hodin.
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