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P¥iklad (Ropna skvrna)

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsifuje tak, Ze polomér roste rychlosti, kterd
je nepfimo Umérna druhé mocnin& poloméru. Sestavte diferencidlni rovnici
popisujici tento proces a vy¥este ji — tj. zjistéte, jaka funkce popisuje proces
zvétSovani poloméru olejové skvrny v Ease.
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Ptiklad (Ropna skvrna)

Kruhova ropna skvrna na hladiné se rozsifuje tak, Ze polomér roste rychlosti, kterd
je nep¥imo Gmérna druhé mocniné poloméru. Sestavte diferencidlni rovnici
popisujici tento proces a vy¥este ji — tj. zjistéte, jaka funkce popisuje proces
zvétSovani poloméru olejové skvrny v Ease.

Ozna&me:

x... &as

y =y(x)... polomér skvrny

Rychlost ristu polom&ru y je vyjad¥ena derivaci y'. Derivace v’ je tedy nepfimo
(mérna funkci 2. Nep¥ima (mérnost znamena, ¥e existuje konstanta k € R, e
plati:
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Reseni rovnice

Jedna se o rovnici se separovanymi promé&nnymi.

d
dy 1
dzx y?
y?dy = kdx
3
Y =kx+c

3
y® = 3(kx +c)
y = v/3(kz + c)
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Pt¥iklad (Chladnuti polévky)

V kuchyni je teplota 20°C. Za jak dlouho je prav& vypnutd vrouci polévka ochladi
na 25°C, pokud po 10 minutdch ma teplotu 60°C?

Névod: Podle Newtonova zdkona je rychlost ochlazovani té&lesa na vzduchu p¥imo
(mérna rozdilu teploty t&lesa a vzduchu.

Simona Fisnarova (MENDELU) Aplikace diferencialnich rovnic — FeSené pfiklady



Ptiklad (Chladnuti polévky)

V kuchyni je teplota 20°C. Za jak dlouho je prav& vypnutd vrouci polévka ochladi
na 25°C, pokud po 10 minutdch m3 teplotu 60°C?

Névod: Podle Newtonova zdkona je rychlost ochlazovani té&lesa na vzduchu p¥imo
(mérna rozdilu teploty t&lesa a vzduchu.

Ozna&me:

T... &as
y =y(z)... teplota polévky
Rychlost ochlazovéani polévky je vyjad¥ena derivaci y'. Podle Newtonowa zdkona je

tedy derivace y' pfimo (imé&rna rozdilu y — 20. P¥{m3a Gimé&rnost znamena, Ze
existuje konstanta k € R, Ze plati:

y = k(y — 20).

Zaroveh plati podminky y(0) = 100 a y(10) = 60.
Je potfeba najit FeSeni rovnice, které spliiuje tyto podminky a pak zjistit, pro jaké
T jey = 25.
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Regen{ rovnice
y' =ky—20, y(0)=100, y(10)=60

Jedn3 se o rovnici se separovanymi proménnymi.

dy
—Z = k(y—20
1 =kl —20)
1
y_QOdy—kdx

In(y —20) =kx +¢

Dosazeni podminek:

y(0) =100: In80 =c
1n40—1n80_1n%_ In2

10) =60: 1In40 =10k +1 k= =
y(10) = 60 n40 = 10k +In 80 = 10 10 10

Regeni rovnice lze tedy vyjad¥it vztahem

In2
In(y — 20) = —Ill—ox +1n80
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Zbyva zjistit, pro jaké x je y = 25. Dosadime y = 25 do rovnice:

In2
Inb5 = —1—0x+ln80

In2

E{Z} —11180—1115

In2 80

10 5

In2

ﬁ{l} —111].6

In16 41n2
=10 =10 =40

Polévka se ochladi na 25°C za 40 minut.
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Ptiklad (Samotisténi jezera)

V jezefe je polatedni mnoZstvi nelistot. Do jezera tece konstantni rychlosti ista
voda, misi se se znelisténou a odtékd. Priitok na odtoku je stejny jako na p¥itoku.
Sestavte diferencialni rovnici popisujici vyvoj necistot v &ase. P¥edpoklddame, Ze
voda je v jezefe dob¥e promichavana.
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Ptiklad (Samotisténi jezera)

V jezefe je polatedni mnoZstvi nelistot. Do jezera tece konstantni rychlosti ista
voda, misi se se znelisténou a odtékd. Priitok na odtoku je stejny jako na p¥itoku.
Sestavte diferencidlni rovnici popisujici vyvoj nelistot v &ase. P¥edpoklddame, Ze
voda je v jezefe dob¥e promichavana.

Oznalme:

T... tas

y = y(x) ... mnoZstvi nelistot v jezefe
Yo . .. potatedni mnoZstvi nelistot

r... pritok = mnoZstvi vody, které p¥itete/odtete za jednotku &asu (je konstantnf)
V... objem jezera (konstantni)

Ticka voda y nesichot 2uneciEiéua voda
—_—

V objem [l —
H o/ Arod % 1w/ o

N
H'% nedishod za 1 hod

Lovsczv-‘vNL
necistot
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Rychlost Gibytku netistot v jeze¥e je uréena derivaci y’. Zarovef je vyjad¥ena
mnoZstvim necistot, které z jezera odtefou za jednotku Casu, tj. . Rovnice
popisujici vyvoj nelistot v Case je tedy:

’ Yy
= —r— 0 e
Yy Ty y(0) = yo

Jednd se o homogenni linedrni rovnici, jeji obecné YeSeni je

y=ce VZ.

Dosadime po&ateéni podminku:

y(0) =y : yo = ce’ = ¢ = yp.

Vyvoj nelistot v Case x je tedy urlen funkci

¥
4o

\OJ X
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P¥iklad (Znetistovani jezera)

V jezete je voda o objemu 1000 m3. Do jezera p¥itékd a odtékd voda stejnou
konstantni rychlosti - priitok je 2m®/hod. Voda v jezeFe je na polatku &ista, zagne
v8ak pritékat znélisténa voda. Koncentrace nelistot na pfitoku je 3 mg/m?’.
Vasim tkolem je zachranit Zivot v jezefe tak, Ze udrzite koncentraci necistot v
jezefe pod hodnotou 1 mg/mg. Kolik mate ¢asu na zastaveni p¥isunu ne&istot?
Predpokladejme, Ze voda je v jezefe dob¥e promichavana. |
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P¥iklad (Znetistovani jezera)

V jezete je voda o objemu 1000 m3. Do jezera p¥itékd a odtékd voda stejnou
konstantni rychlosti - priitok je 2m®/hod. Voda v jezeFe je na polatku &ista, zagne

Vasim tkolem je zachranit Zivot v jezefe tak, Ze udrzite koncentraci necistot v
C 3 ey PR o
jezete pod hodnotou 1 mg/m~. Kolik mate &asu na zastaveni p¥isunu netistot?
Predpokladejme, Ze voda je v jezefe dob¥e promichavana.

Oznatme:
... Cas
y =y(x) ... mnoZstvi nelistot v jezefe
philece - secket odfece
2wilvd [ AN 2w/ ool
Y=4000 m —_————
M pesiskst v 2
Uyna [ neistet v M PR T
Viecislot 200 oz Mg I wecsiot
2 N2
Gwg necislot 3. 1hod O\Oolla mg necish!
za A hool
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Rychlost zm&ny mnoZstvi nelistot v jezeFe je uréena derivaci yy'. Zdroveh je
vyjad¥ena rozdilem nelistot, které do jezera pfitecou a z jezera odtelou za
jednotku ¢&asu, tj. 6 — 0,002y. Rovnice popisujici vyvoj neistot v ase je tedy:

y' =6-0,002y, y(0)=0]

Rovnici miizeme ¥e$it bud jako linedrni nebo se separovanymi prom&nnymi:

1
— —dy=dx
6 — 0,002y

~0,002
_=0,002 dy = —0,002 dz
6 — 0,002y

In(6 — 0,002y) = —0,002z + c
6 — 0,002y = Ce~ 002
y = 500(6 — Ce™"0927)

Dosadime podminku:

y(0)=0: 0=2300(6—C)= C=06=|y=23000(1 — e %002)
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Zbyva zjistit, v jakém Case x dosdhne koncentrace nelistot v jezefe hodnoty

1 mg/m". Koncentrace je dana podilem 55, tedy mnoZstvi netistot odpovidajici
koncentraci 1 mg/m3 je y = 1000 mg. Do vztahu y = 3000(1 — e~ 0:0027)
dosadime tedy y = 1000 a vypo&teme odpovidajici x:

1000 = 3000(1 — ¢~ %:0027)

1 —0,002z

3 —e
2
—0,002¢ _ <
¢ 3
—0,002z = 1n(2/3)
x = —5001n(2/3) = 5001n(3/2) =~ 202
P¥isun nelistot je potfeba zastavit do 202 hodin, tj. do 8 dni 10 hodin.
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