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Př́ıklad (Ropná skvrna)

Kruhová ropná skvrna na hladině se rozšǐruje tak, že poloměr roste rychlost́ı, která
je nep̌ŕımo úměrná druhé mocnině poloměru. Sestavte diferenciálńı rovnici
popisuj́ıćı tento proces a vy̌rešte ji – tj. zjistěte, jaká funkce popisuje proces
zvěťsováńı poloměru olejové skvrny v čase.

Označme:

x . . . čas

y = y(x) . . . poloměr skvrny

Rychlost r̊ustu poloměru y je vyjáďrena derivaćı y′. Derivace y′ je tedy nep̌ŕımo
úměrná funkci y2. Nep̌ŕımá úměrnost znamená, že existuje konstanta k ∈ R, že
plat́ı:

y′ = k
1

y2
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Řešeńı rovnice

y′ = k
1

y2

Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými.

dy

dx
= k

1

y2

y2 dy = k dx

y3

3
= kx+ c

y3 = 3(kx+ c)

y = 3
√
3(kx+ c)
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Př́ıklad (Chladnut́ı polévky)

V kuchyni je teplota 20◦C. Za jak dlouho je právě vypnutá vroućı polévka ochlad́ı
na 25◦C, pokud po 10 minutách má teplotu 60◦C?
Návod: Podle Newtonova zákona je rychlost ochlazováńı tělesa na vzduchu p̌ŕımo
úměrná rozd́ılu teploty tělesa a vzduchu.

Označme:

x . . . čas

y = y(x) . . . teplota polévky

Rychlost ochlazováńı polévky je vyjáďrena derivaćı y′. Podle Newtonowa zákona je
tedy derivace y′ p̌ŕımo úměrná rozd́ılu y − 20. Př́ımá úměrnost znamená, že
existuje konstanta k ∈ R, že plat́ı:

y′ = k(y − 20).

Zároveň plat́ı podḿınky y(0) = 100 a y(10) = 60.
Je poťreba naj́ıt řešeńı rovnice, které splňuje tyto podḿınky a pak zjistit, pro jaké
x je y = 25.
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Řešeńı rovnice
y′ = ky − 20, y(0) = 100, y(10) = 60

Jedná se o rovnici se separovanými proměnnými.

dy

dx
= k(y − 20)

1

y − 20
dy = k dx

ln(y − 20) = kx+ c

Dosazeńı podḿınek:

y(0) = 100 : ln 80 = c

y(10) = 60 : ln 40 = 10k + ln 80⇒ k =
ln 40− ln 80

10
=

ln 1
2

10
= − ln 2

10

Řešeńı rovnice lze tedy vyjáďrit vztahem

ln(y − 20) = − ln 2

10
x+ ln 80
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Zbývá zjistit, pro jaké x je y = 25. Dosad́ıme y = 25 do rovnice:

ln 5 = − ln 2

10
x+ ln 80

ln 2

10
x = ln 80− ln 5

ln 2

10
x = ln

80

5
ln 2

10
x = ln 16

x = 10
ln 16

ln 2
= 10

4 ln 2

ln 2
= 40

Polévka se ochlad́ı na 25◦C za 40 minut.
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Př́ıklad (Samočǐstěńı jezera)

V jezěre je počátečńı množstv́ı nečistot. Do jezera teče konstantńı rychlost́ı čistá
voda, ḿıśı se se znečǐstěnou a odtéká. Pr̊utok na odtoku je stejný jako na p̌ŕıtoku.
Sestavte diferenciálńı rovnici popisuj́ıćı vývoj nečistot v čase. Předpokládáme, že
voda je v jezěre dob̌re proḿıchávána.

Označme:

x . . . čas

y = y(x) . . . množstv́ı nečistot v jezěre

y0 . . . počátečńı množstv́ı nečistot

r . . . pr̊utok = množstv́ı vody, které p̌riteče/odteče za jednotku času (je konstantńı)

V . . . objem jezera (konstantńı)
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Rychlost úbytku nečistot v jezěre je určena derivaćı y′. Zároveň je vyjáďrena
množstv́ım nečistot, které z jezera odtečou za jednotku času, tj. r y

V . Rovnice
popisuj́ıćı vývoj nečistot v čase je tedy:

y′ = −r y
V
, y(0) = y0

Jedná se o homogenńı lineárńı rovnici, jej́ı obecné řešeńı je

y = ce−
r
V x.

Dosad́ıme počátečńı podḿınku:

y(0) = y0 : y0 = ce0 =⇒ c = y0.

Vývoj nečistot v čase x je tedy určen funkćı y = y0e
− r

V x
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Př́ıklad (Znečǐst’ováńı jezera)

V jezěre je voda o objemu 1000 m3. Do jezera p̌ritéká a odtéká voda stejnou
konstantńı rychlost́ı - pr̊utok je 2m3/hod. Voda v jezěre je na počátku čistá, začne

však p̌ritékat zněčǐstěná voda. Koncentrace nečistot na p̌ŕıtoku je 3 mg/m3.
Vaš́ım úkolem je zachránit život v jezěre tak, že udrž́ıte koncentraci nečistot v
jezěre pod hodnotou 1 mg/m3. Kolik máte času na zastaveńı p̌ŕısunu nečistot?
Předpokládejme, že voda je v jezěre dob̌re proḿıchávána.

Označme:

x . . . čas

y = y(x) . . . množstv́ı nečistot v jezěre
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konstantńı rychlost́ı - pr̊utok je 2m3/hod. Voda v jezěre je na počátku čistá, začne
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Rychlost změny množstv́ı nečistot v jezěre je určena derivaćı y′. Zároveň je
vyjáďrena rozd́ılem nečistot, které do jezera p̌ritečou a z jezera odtečou za
jednotku času, tj. 6− 0, 002y. Rovnice popisuj́ıćı vývoj nečistot v čase je tedy:

y′ = 6− 0, 002y, y(0) = 0

Rovnici můžeme řešit bud’ jako lineárńı nebo se separovanými proměnnými:

1

6− 0, 002y
dy = dx

−0, 002
6− 0, 002y

dy = −0, 002 dx

ln(6− 0, 002y) = −0, 002x+ c

6− 0, 002y = Ce−0,002x

y = 500(6− Ce−0,002x)

Dosad́ıme podḿınku:

y(0) = 0 : 0 = 300(6− C) =⇒ C = 6 =⇒ y = 3000(1− e−0,002x)
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Zbývá zjistit, v jakém čase x dosáhne koncentrace nečistot v jezěre hodnoty
1 mg/m3. Koncentrace je dána pod́ılem y

1000 , tedy množstv́ı nečistot odpov́ıdaj́ıćı

koncentraci 1 mg/m3 je y = 1000 mg. Do vztahu y = 3000(1− e−0,002x)
dosad́ıme tedy y = 1000 a vypočteme odpov́ıdaj́ıćı x:

1000 = 3000(1− e−0,002x)

1

3
= 1− e−0,002x

e−0,002x =
2

3
−0, 002x = ln(2/3)

x = −500 ln(2/3) = 500 ln(3/2) ≈ 202

Př́ısun nečistot je poťreba zastavit do 202 hodin, tj. do 8 dńı 10 hodin.
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