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Infimum a supremum

Definice (Dolni zavora, infimum)
Necht A je neprdzdnd mnoZina redlnych &isel.

o Cislo d € R se nazyva dolni zavora mno¥iny A, jestlize pro viechna a € A
plati d < a.

@ Mnozina A se nazyva zdola ohrani€enad, jestlize existuje alespon jedna jeji
dolni zavora. V tom pFipadé se nejvétsi dolni zavora mnoziny A nazyva
infimum mnoZiny A a znad&i se inf(A).

Definice (Horni zavora, supremum)
Necht A je neprdzdnd mnoZina redlnych &isel.
o Cislo h € R se nazyva horni zavora mnoziny A, jestlize pro v8echna a € A
plati h > a.

o MnoZina A se nazyva shora ohrani¢ena, jestlize existuje alespofi jedna jeji
dolni zavora. V tom pfipadé se nejmensi horni zdvora mnoziny A nazyva
supremum mnoZiny A a zna&i se sup(A).

Ptiklad
@ UvaZujme interval (2,4].

o Dolni zavora intervalu (2, 4] je kazdé redlné &islo, které je men¥i nebo rovno
vdem &islim z intervalu (2, 4]. Nejvétsi z té&chto dolnich zdvor je &islo 2, je to
tedy infimum intervalu (2,4].

o Horni zévora intervalu (2, 4] je kaZdé redlné &islo, které je v&t¥i nebo rovno
v8em &isliim z intervalu (2, 4]. Nejmensi z t&chto hornich zdvor je &islo 4, je to
tedy supremum intervalu (2, 4].

@ UvaZujme interval (1, 00).

o Infimum intervalu je &islo 1.
o Supremum intervalu v8ak neexistuje, interval neni shora ohani¢end mnoZina.

Poznamka
Infimum a supremum mnoziny miiZe, ale nemusi byt prvkem dané mnoZiny.
o Supremum intervalu (2,4] je &islo 4, které do intervalu pat#.

o Infimum intervalu (2, 4] je &islo 2, které do intervalu nepatfi.




Dvojny integral na obdélniku

Necht f je funkce dvou promé&nnych definovand a ohrani¢end na obdélniku
R ={(z,y) € R*;z € [a,b],y € [c,d]}, stru¥n& piSeme R = [a,b] x [c, d].

o Rozdé&lme obdélnik R na n obdélnikl p1, pa, ..., p, o obsazich
Ap1, Apo, ..., Ap,. Mluvime od tzv. déleni obdéiniku R. Oznalme toto

déleni D.
o V kazdém z obdélniki p;,2 = 1,2,...,n, najdéme infimum m,; a supremum
M; funk&nich hodnot funkce f, tj;

m; = inf{f(z,y),(v,y) € pi}, M;=sup{f(z,y),(7,y) € pi}.

a urceme soucty
s(D,f) =Y _miAp;, S(D,f)=>Y_ MAp,.
i=1 i=1

Cislo s(D, f) se nazyva dolni soutet p¥isluiny funkci f a déleni D a &islo
S(D, f) se nazyva horni soulet pfislusny funkci f a déleni D.

Dvojny integral na obdélniku

Vyse uvedeny dolni a horni soudet je mozné sestrojit pro libovolné déleni obdélniku
R. Mnozina v8ech moznych dolnich soucti je shora ohrani¢end, existuje tedy jeji
supremum a podobné mnozina vSech moznych hornich soucti je zdola ohrani¢end
a ma tedy infimum.

o Supremum mnoZiny v8ech dolnich sou¢tli se nazyva dolni dvojny integral
funkce f na obdélniku R a znad&i se

if(x, y) dzdy.

o Infimum mnoZiny v3ech hornich souctli se nazyvd horni dvojny integral
funkce f na obdélniku R a znati se
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Dvojny integral na obdélniku

Definice (Dvojny integral na obdélniku)

Je-li -
B i o) dady = [  f(w.y) dady,

pak fikdme, Ze funkce f je na obdélniku R integrovatelna a spole¢nou hodnotu
dolniho a horniho integrdlu nazyvdme dvojny integral funkce f na obdélniku R a

znadime
// f(z,y) dedy.
R

Véta (Postacujici podminka pro integrovatelnost)

Necht f je funkce dvou proménnych spojitd na obdélniku R. Pak je funkce f na
tomto obdélniku integrovatelna.

Vypocet dvojného integralu na obdélniku

Vypocet dvojného integrdlu provadime s vyuZitim nasledujici véty prevedenim na
tzv. dvojnasobny integral (“integral z integralu”).

Véta (Fubini)
Necht f je funkce spojitd na uzavfeném obdélniku R = [a,b] X [c,d]. Pak

//f(a:,y>dxdy=/ab [/jf(sr,y)dy] dw=/ [/ f(e,y) da
R

Disledek Fubiniho véty

Plati-li v pfedchozi v&té navic, ze f(x,y) = g(x)h(y), kde g je funkce spojitd na
la,b] a h je funkce spojita na [c, d], pak

/ f(z,y) dxdy:/abg(:v) dw-/cdh(y) dy.
R




Priklad
Vypottéte [[(x + 2y) dady, kde R je obdéInik s vrcholy (2,1), (4,1), (4,2), (2,2).
R

2 17
Podle Fubiniho véty miiZeme integral vyjadrit jako dvojnasobny:

@ff + 2y) dacdy—f2 {f J;—i—Zy)dy} dx

@ }Qf T+ 2y) dxdysz {f24(a:+2y) dx] dy

P¥iklad (pokratovani)

//(a;+2y)dxdy = /24 [/12(:13+2y)dy] dx:/;[a:y—kyz]i dz
R

= /24(2:1:+4—(113+1)) d:z::/24(51:+3) dz

2 4
- [%+3x] — 84+ 12— (246) =12
2

4

//(x+2y)dxdy _ /12[/24(:U+2y)dx] dy=/12[%2+2xy]2dy

R

_ /1(8+8y—(2—|—4y)) dyz/1 (6+4y) dy

= [6y+2¢%]] =124+8— (6+2) =12




Priklad
Vypottéte [[ zy? dzdy, kde R je obdélnik s vrcholy (2,1), (4,1), (4,2),(2,2).
" Yy

ol - ___

1h- - -

Podle disledku Fubiniho véty je mozné integral vyjadfit jako soudin dvou
jednoduchych integrali:

4 2 24 32
8 1
zdd:/d-/ 2qy= |2 | L] =@8-2)-(2-Z) =14
//wywy walyy 2231( )33
R

Dvojny integral na obecné uzaviené oblasti

Definice (Dvojny integral)

Necht f je funkce definovand a ohraniend na ohraniené a uzav¥ené oblasti
Q) C R? a necht R je obdélnik takovy, ze Q C R. Definujme na R funkci g
predpisem
. f(xay)a je_li (xay) € Q'
9(x,y) —{ 0 jinak

a predpokladejme, Ze funkce g je na R integrovatelnd. Pak dvojny integrdl funkce
f na mnoziné 2 definujeme vztahem

//f(:ﬁ,y) dzdy = //g(:ﬁ,y) dzdy.
Q R

Véta (Postatujici podminka pro integrovatelnost)

Necht f je funkce dvou proménnych definovand a spojitd na ohraniené a
uzavrené oblasti (). Pak je funkce f na () integrovatelna.




Vypocet dvojného integralu na uzaviené elementarni
oblasti
Véta (Fubini)

o Necht g1, hi1 jsou funkce jedné promé&nné spojité na |a,b] a necht f je funkce dvou
proménnych spojita na mnoZiné

O ={(z,y) eR*>:a<x<b gi(x) <y < hi(x)}.

o dedy= [ | [ fey)dy| do.
Q) a gl(x)

© Necht g2, he jsou funkce jedné promé&nné spojité na [c,d] a necht f je funkce dvou
proménnych spojita na mnoZiné

Pak

Qo ={(z,y) ER*:c <y < d, g2(y) <z < ha(y)}.

[[ sy awiy = [ [ / (()) F(a.v) dx] ay

Qg

Pak

MnoZiny €21 a {25 z pfedchozi véty se nazyvaji uzaviené elementarni oblasti.

g1()

@____
o
8
S




Vlastnosti dvojného integralu

Véta (Linearita)

Necht f1, fo jsou funkce integrovatelné na Q a necht c,c1,ca € R. Pak

4 [ ety dady = 4 [ #a.w) dody

[ )+ o)) sty = [[ i) dody+ [[ o) dsay
Q Q Q

Poznamka

Vlastnosti uvedené v predchozi véte Ize shrnout:

// [c1f1(z, y) + cafa(z, y)] dzdy = a1 // fi(z,y) dedy + ¢ // fo(z,y) dady.
Q Q Q

v

Vlastnosti dvojného integralu

Véta (Aditivita vzhledem k integra&nimu oboru)

Necht je funkce integrovatelnd na kone¢ném po&tu uzavrenych elementdrnich
oblasti 1,y ..., Q,, které maji spole¢né nejvyse hraniéni body a necht
QA=0,UQ U---U,. Pak plati

//f(a;,y)dxdyz//f(x,y)dxdy—i—//f(x,y)dxdy—i—-~—i—//f(:1:,y)da;dy.

Integrujeme-li tedy funkci f na mnoZing, kterd neni elementdrni oblast,
postupujeme tak, Ze tuto mnoZinu vhodnym zptsobem na elementdrni oblasti
rozdélime. Na v8ech takto ziskanych elementarnich oblastech vypocteme integrdl z
funkce f a v8echny tyto integraly se¢teme.




Priklad
Vypottéte [[ 2xy dady, kde 2 je mnoZina bodd, které vyhovuji nerovnostem:

y<+z, y=>3.

Y
)
| y=vr < xz=y
: yzg & =2
0 1 7

Podle Fubiniho véty prevedeme integrdl na dvojnasobny. Mame dvé moZnosti:

@ ff2:cyda:dy=f04 {fomydy} dz
o) 2

@ [[2zydady = f02 U;Qy 22y dx} dy
Q

P¥iklad (pokratovani)

@
4 Nz 4 Vv
// 2cy daedy = / [/ 2xy dy] dz :/ [:Ugf] dz
0 z 0 z
Q 2 2

2 2y 2 2y
// 2zy dxedy = / [/ 2xy dx] dy :/ [x2y] dy
0 y2 0 y2

Q




Polarni souradnice

Body v R? jsme dosud vyjadfovali pomoci tzv. kartézskych soutadnic — kazdému
bodu v pravouhlé soufadnicové soustavé je pt¥ifazena dvojice soufadnic (x,y),
které uddvaji vzdélenost daného bodu od osy y a od osy x. KaZdy bod v R? je
témito kartézskymi soutadnicemi jednoznacné urcen.

Existuji i jiné zpusoby, jak zadavat body v roviné, nap¥iklad pomoci tzv. polarnich
soufadnic — kazdy bod v rovin& je urgen dvojici (7, ), kde

r je vzdalenost bodu od poc¢dtku soufadnicové soustavy,

© je uhel, ktery svird spojnice daného bodu a podatku soutadnicové
soustavy s kladnou ¢&asti osy .

Vztah mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi:
(Y

T = TCOSYp

y = rsing r

2% 4y =2 0
€ [0,27),r € [0, 00) X

Transformace dvojného integralu do polarnich
soufradnic

Necht f je funkce dvou prom&nnych spojitd na uzaviené oblasti €2 a necht Q* je
mnoZina, pro kterou plati, Ze kazdému bodu (r,¢) € Q* je predpisem

x = TCOS

= rsingy

prifazen bod (z,y) € Q. Pak

//f x,Y dxdy—/ f(rcosp,rsinp)r drde.



Transformace dvojného integralu do polarnich
souradnic

Poznamka

@ Transformace dvojného integralu do polarnich soufadnic je specidlni pt¥ipad
substitu¢ni metody pro dvojny integral.

o Transformaci mnoZiny €2 na mnoZinu Q* Ize chipat jako zobecné&ni
transformace mezi p¥i substitu¢ni metodé& pro urdity integral.

o Transformuji se i diferencidly: vyraz dxdy je nahrazen vyrazem r drde.

@ Transformace do polarnich soufadnic je vhodna zejména tehdy, kdyz 2 je
kruh, mezikruZi nebo kruhova vyse¢ se stfedem v poéatku, nebot v takovém
ptfipadé bude Q* obdélnik a tedy transformovany integral ma konstantni
meze.

P¥iklad (Transformace do polarnich soufadnic)

Pomoci transformace do poldrnich soufadnic vypottéte [ 2“”+ = dzdy, kde Q je
Q v¥Ty

mnoZina zadand nerovnostmi: z2 +y? <4, 22+y2>1, y>z, y>0.

Q: ’
Q*:
/’ X = T COS Y
Jl 5% y=rsing %S@SW
vt +y’ =17 1<r<2
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P¥iklad (Transformace do polarnich soufadnic - pokracovani)

T 2 T 2

7 COS
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Poznamka (Obecna transformace, Jakobian)

Necht f je funkce dvou promé&nnych spojitd na uzaviené oblasti €2 a necht Q* je
mnoZina, pro kterou plati, Ze kazdému bodu (u,v) € Q* je predpisem

r = g(u,v)
= h(u,v)

pfifazen bod (z,y) € Q. Pak
//fxy dxdy—//f u,v), h(u,v))|J(u,v)| dudv,

9u(t;0)  gy(u,v)

J(u,v) = h;(u,v) hg)(u,v)

je tzv. Jakobian. (P¥i transformaci do polarnich sou¥adnic je Jakobidn roven r.)

v
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Geometrické aplikace dvojného integralu

o Objem p¥imého valce:
Necht z = f(z,y) > 0 je spojitd na uzav¥ené oblasti Q2. Pak objem V
pfimého vélce s podstavou €2 v roviné zy shora sefiznutého plochou
z = f(z,y) je dan vzorcem:

V://f(:zz,y) dady.
9)

o Obsah rovinného obrazce:
Necht © je uzavfena oblast v roving& Obsah S mnoZiny Q) je &iseln& roven
objemu p¥imého valce nad touto mnoZinou, jehoz vy3ka je rovna jedné. Tedy

S://ldxdy.
Q

Fyzikalni aplikace dvojného integralu

o Hmotnost rovinné mnoziny ():

M = é/ p(z,y) dzdy,

kde p(x,y) je hustota mnoZiny v bodé (x,y).

o Staticky moment rovinné mnoziny 2:

M, = // yp(x,y) dzdy
Q

= [f vt
Q

o Vzhledem k ose x:

o Vzhledem k ose y:

N A4

M.
T = (Tl,Tg), kde T1 =

M
A P
M TP T M
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Vyuziti systému pocitacové algebry

o Vyuziti systém( Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

o Matematické vypocty online (MAW) - dvojndsobny integral

http:
//um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=integral?2
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