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Infimum a supremum

Definice (Dolni zavora, infimum)

Necht A je neprdzdnd mnoZina redlnych &isel.

o Cislo d € R se nazyva dolni zavora mnoZiny A, jestlize pro viechna a € A
plati d < a.

o MnoZina A se nazyva zdola ohraniend, jestlize existuje alespoil jedna jeji
dolni zavora. V tom p¥ipadé se nejv&tsi dolni zdvora mnoZiny A nazyva
infimum mnoZiny A a znali se inf(A).

o
Definice (Horni zavora, supremum)

Necht A je neprdzdnd mnoZina redlnych &isel.

o Cislo h € R se nazyva horni zavora mnoziny A, jestlize pro v3echna a € A
plati h > a.

@ MnoZina A se nazyva shora ohranitena, jestlize existuje alespofi jedna jeji
dolni zavora. V tom p¥ipadé& se nejmendi horni zdvora mnoZiny A nazyva
supremum mnoziny A a zna&i se sup(A).
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Priklad

© UvaZujme interval (2,4].
o Dolni zavora intervalu (2,4] je kaZdé redlné &islo, které je mensi nebo rovno
vem &islim z intervalu (2,4]. Nejvé&tsi z t&chto dolnich zévor je &islo 2, je to
tedy infimum intervalu (2, 4].
e Horni zdvora intervalu (2, 4] je kazdé redlné &islo, které je v&t3 nebo rovno
vem &islim z intervalu (2,4]. Nejmen3i z t&chto hornich zavor je &islo 4, je to
tedy supremum intervalu (2, 4].
@ UvaZujme interval (1, 00).

o Infimum intervalu je &islo 1.
o Supremum intervalu v3ak neexistuje, interval neni shora ohani€end mnoZina.

Poznamka
Infimum a supremum mnoZiny miZe, ale nemusi byt prvkem dané mnoZziny.

© Supremum intervalu (2,4] je &islo 4, které do intervalu pat#i.

@ Infimum intervalu (2, 4] je &islo 2, které do intervalu nepatfi.
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Dvaojny integral na obdélniku

Necht f je funkce dvou prom&nnych definovand a ohrani¢end na obdéIniku
R ={(z,y) € R*z € [a,b],y € [c,d]}, struén& piseme R = [a,b] X [c,d].

@ Rozdélme obdélnik R na n obdéInikl py,pe,...,p, 0 obsazich
Apy,Aps, ..., Ap,. Mluvime od tzv. déleni obdélniku R. Oznagme toto

déleni D.
o V kazdém z obdélnikd p;,i = 1,2,...,n, najdéme infimum m; a supremum
M; funkénich hodnot funkce f, tj;

m; = inf{f(z,y), (z,y) € pi}, M; =sup{f(z,y),(z,y) € pi}.

a urceme soucty
n n
s(D, f)=> miApi, S(D,f)=> MAp;.
i=1 i=1

Cislo s(D, f) se nazyva dolni soutet p¥isludny funkci f a déleni D a &islo
S(D, f) se nazyvd horni soutet p¥isluiny funkci f a d&leni D.

Simona Fignarova (MENDELU) Dvojny integral



Dvaojny integral na obdélniku

Vyse uvedeny dolni a horni soulet je moZné sestrojit pro libovolné déleni obdélniku
R. MnoZina v8ech moZnych dolnich soucti je shora ohranicend, existuje tedy jeji
supremum a podobn& mnoZina v8ech moznych hornich souctil je zdola ohrani¢end
a ma tedy infimum.

@ Supremum mnoziny vdech dolnich sou&tl se nazyva dolni dvojny integral
funkce f na obdélniku R a zna&i se

if(x, y) dady.

@ Infimum mnoZiny v&ech hornich sou¢ti se nazyva horni dvojny integral funkce
f na obdélniku R a znai&i se

//Rf(x,y) dzdy.
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Dvaojny integral na obdélniku

Definice (Dvojny integral na obdélniku)

Je-li

i f(z,y) dady = /_/Rf(w, y) dady,

pak ¥ikame, Ze funkce f je na obdélniku R integrovatelnd a spole¢nou hodnotu
dolniho a horniho integralu nazyvame dvojny integral funkce f na obdélniku R a

znadime
// f(z,y) dzdy.
R

Véta (Postatujici podminka pro integrovatelnost)

| A

Necht f je funkce dvou promé&nnych spojitd na obdélniku R. Pak je funkce f na
tomto obdélniku integrovatelna.
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Vypocet dvojného integralu na obdélniku

Vypocet dvojného integralu provadime s vyuZitim nasledujici véty pfevedenim na
tzv. dvojndsobny integral (“integrél z integrdlu™).

Véta (Fubini)

Necht f je funkce spojitd na uzavieném obdélniku R = [a,b] x [c,d]. Pak

//f(ﬂc’y)dxdy:/ab [/cdf(x,y)dy] dx:/cd Uabf(x,y)dw] dy.
R

Dusledek Fubiniho véty

Plati-li v p¥edchozi v&t& navic, ze f(z,y) = g(x)h(y), kde g je funkce spojitd na
[a,b] a h je funkce spojitd na [c, d], pak

J[ @ asay = [ (@) do / " hy) ay.
R

Simona Fignarova (MENDELU) Dvojny integral



Ptiklad

Vypottéte [[(x+ 2y)dady, kde R je obdélnik s vrcholy (2,1), (4,1), (4,2),(2,2).
: Y

ol __

1b--—-

| 2 i &
Podle Fubiniho véty miZeme integrdl vyjadfit jako dvojnasobny:

O [/ +2y) ) dudy = [ [J7 (@ +2y) dy] da

© [/ +2y) ) dady = [ [J;' (0 + 2y) da] dy
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Pf¥iklad (pokratovani)

o
//(a: + 2y) dady
R

//(a: + 2y) dzdy

R

/24 [/12(x+2y)dy] dxz/: [zy +4°]’ do

/24(2x+4—(:1c+1)) dx:/:(x+3) dz

2 4
|:%+3x] — 8112 (246) =12
2

: 4(:r+2y)d:c dy = ’ x—2+2xy4dy
1 2 1 2 2

2 2
/1(8—1—8y—(2—|—4y))dy:/1 (6 +4y) dy

6y +24°]7 =12 4+8 — (6+2) = 12
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Priklad

Vypottéte [[ zy? dzdy, kde R je obdélnik s vrcholy (2, 1), (4,1), (4,2), (2,2).
" Y

ol ____

1

[
|
| 2

S
8

Podle disledku Fubiniho véty je moZné integral vyjadFit jako soucin dvou
jednoduchych integrali:

4 2 274 372
8 1
2dd:/ d./ 2ay= |2 L 2s— (SN2
[/xyxy 2$$1yy 2231(8 )33

R
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Dvojny integral na obecné uzavfiené oblasti

Definice (Dvojny integral)

Necht f je funkce definovand a ohranitend na ohrani¢ené a uzaviené oblasti
Q C R? a necht R je obdélnik takovy, e Q2 C R. Definujme na R funkci g

predpisem
_ f(xvy)7 je'li ($7y) € Q.
g(x,y) - { 0 jinak
a predpokladejme, Ze funkce g je na R integrovatelna. Pak dvojny integrél funkce
f na mnoziné Q) definujeme vztahem

//f(m,y) dzdy = //g(w,y) dzdy.
Q R

Véta (Postatujici podminka pro integrovatelnost)

| \

Necht f je funkce dvou promé&nnych definovand a spojitd na ohrani¢ené a
uzavrené oblasti 2. Pak je funkce f na ) integrovatelnd.
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Vypocet dvojného integralu na uzaviené elementarni

oblasti

Véta (Fubini)

© Necht g1, h1 jsou funkce jedné proménné spajité na [a,b] a necht f je funkce dvou
proménnych spojita na mnoZiné

Q1 ={(z,y) eR*:a<x<b gi(x) <y < hi(z)}.

f(z,y) dedy = ' hlmf(x,y)dy dz.
4/ /a 91(=)

@ Necht ga, hs jsou funkce jedné proménné spojité na [c,d] a necht f je funkce dvou
proménnych spojitd na mnoZiné

Qe ={(z,9) eER*:c <y < d, g2(y) <z < ha(y)}.

//f(w,y) dwdy:/cd [/g::)y) f(z,y) dw} dy
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Mnoziny €y a Q5 z pfedchozi véty se nazyvaji uzaviené elementarni oblasti.

hl (.’1?)

92(y) ha(y)

b ———
>
8
8
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Vlastnosti dvojného integralu

Véta (Linearita)

Necht f1, fo jsou funkce integrovatelné na Q a necht c,cy,co € R. Pak

[[ et doty=c [[ sa.y) doy,
Q Q

[ 1@ + o) doty = [[ 2w dsdy + [[ 1ot dady.
Q Q Q

Poznamka

Vlastnosti uvedené v predchozi véte Ize shrnout:

é/ [e1fi(@,y) + cafo(z, )] dady = 1 é/ fi(z,y) dzdy + ¢y é/ fo(z,y) dzdy.
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Vlastnosti dvojného integralu

Véta (Aditivita vzhledem k integraénimu oboru)

Necht je funkce integrovatelnd na konecném po&tu uzavienych elementarnich
oblasti Q1,Qs, ..., Q,, které maji spoleéné nejvyse hraniéni body a necht
Q=0 U U---UQ,. Pak plati

[ t@vyasty = [[ s asay+ [[ @) doty -+ [[ 1 azay.
Q Q1 Qo @p

v

Integrujeme-li tedy funkci f na mnoZing, kterd neni elementarni oblast,
postupujeme tak, Ze tuto mnoZinu vhodnym zplisobem na elementérni oblasti
rozdélime. Na vSech takto ziskanych elementdrnich oblastech vypolteme integral z
funkce f a v3echny tyto integrdly seteme.
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P¥iklad
Vypottéte [[ 2zy dady, kde © je mnoZina bodi, které vyhovuji nerovnostem
o)

y<Vr, y>3.

0f
Podle Fubiniho véty pfevedeme integrdl na dvojnasobny. Mame dvé moZnosti

o ff2xydxdy=f04 [ffoydy} dz
QO 2

Q [[2zydady = f02 [f;zy 2y dm} dy
o

Dvojny integral
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Ptiklad (pokraZovani)

o
4 NG 4 Vi
// 2zy dedy = / / 2zy dy dx—/ [ﬂcyQ] dx
s 0 z 0 g
4 3 3 474
9 T T T 64 16
= - )dr=|=—-=| =——-16=—
/0 (x 4> v [3 16]0 3 3
o
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Polarni soufadnice

Body v R? jsme dosud vyjad¥ovali pomoci tzv. kartézskych soutadnic — kaZdému
bodu v pravoihlé soutadnicové soustavé je p¥ifazena dvojice soufadnic (z,vy),
které udavaji vzdalenost daného bodu od osy y a od osy x. KaZdy bod v R? je
témito kartézskymi soutadnicemi jednoznaéné uréen.

Existuji i jiné zplisoby, jak zaddvat body v roving, nap¥iklad pomoci tzv. polarnich
soufadnic — kazdy bod v rovin& je uréen dvojici (r, ¢), kde

r je vzdalenost bodu od pocatku soufadnicové soustavy,

© je thel, ktery svira spojnice daného bodu a po¢atku soufadnicové
soustavy s kladnou &asti osy x.

Vztah mezi kartézskymi a polarnimi soufadnicemi:

= TCosy
= rsingp

:132—|-y2=7“2

@ €[0,2m),r € [0, 00)
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Transformace dvojného integralu do polarnich

soufradnic

Necht f je funkce dvou prom&nnych spojitd na uzavfené oblasti 2 a necht Q* je
mnozina, pro kterou plati, Ze kazdému bodu (r, ) € Q* je pFedpisem

T COS

= rsingp

pfitazen bod (z,y) € Q. Pak

é/ f(z,y) dedy = g*/f(r cos p, rsin )1 drde.
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Transformace dvojného integralu do polarnich
souradnic

Poznamka

@ Transformace dvojného integralu do polarnich soufadnic je specialni p¥ipad
substituéni metody pro dvojny integral.

o Transformaci mnoZiny £ na mnoZinu 2" Ize chipat jako zobecné&ni
transformace mezi p¥i substituéni metod& pro ur&ity integral.

o Transformuji se i diferencidly: vyraz dxzdy je nahrazen vyrazem r drde.

@ Transformace do polarnich soufadnic je vhodnd zejména tehdy, kdyz Q je
kruh, mezikruzi nebo kruhova vyset se stfedem v potatku, nebot v takovém
ptipadé bude Q* obdélnik a tedy transformovany integrdl ma konstantni
meze.
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Pt¥iklad (Transformace do polarnich soufadnic)

Pomoci transformace do polarnich soufadnic oltéte —=<— dady, kde Q) je
i p | u ic vyp {zf T xdy j

mno¥ina zadana nerovnostmi: 2% +y? <4, 22+y>>1, y>x, y>0.

Q: y
Q*:
K‘ T =T7Ccosp
jl 2% Yy =rsing %Scpﬁﬂ
a? +y? =1 1<r<2

2
7 COS P T COS
dxd —//—rdrd :/ / rdr| d
//\/xQ—i—y Y /s Vr? 4 , | Vr? 4
y
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Pt¥iklad (Transformace do polarnich soutadnic - pokragovani)
2

iy T 2
7 COS
rdr| d :/ /rcos dr| d
/ 1/ = °=) 1 v ¢

1 1

:/ﬁcoypd@-/?ﬂi?": [simpEr. {g]j
_ (0—?) ' (2_%) :_%5

B
_
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Poznamka (Obecna transformace, Jakobian)
Necht f je funkce dvou prom&nnych spojitd na uzavfené oblasti {2 a necht * je
mnoZina, pro kterou plati, Ze kazdému bodu (u,v) € Q* je pfedpisem

9(u,v)
= h(u,v)

pfitazen bod (z,y) € Q. Pak
f({E, y) dady = f(g(u’ 1)), h(uv v))|J(u, U)| dudv,
[Jremsn=]]

kde
9o (u,v)  g;,(u,v)

MW= e Hiee)

je tzv. Jakobian. (P¥i transformaci do poldrnich soufadnic je Jakobidn roven 7.)

v
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Geometrické aplikace dvojného integralu

o Objem p¥imého valce:
Necht z = f(x,y) > 0 je spojitd na uzavfené oblasti 2. Pak objem V
p¥imého vélce s podstavou €2 v roving& xy shora sefiznutého plochou
z = f(z,y) je ddn vzorcem:

VZ//f(x,y) dzdy.
o

o Obsah rovinného obrazce:
Necht € je uzav¥ena oblast v roving&. Obsah S mnoZiny (1 je &iselné roven
objemu p¥imého vélce nad touto mnoZinou, jehoZ vyska je rovna jedné. Tedy

S://ldxdy.
Q
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Fyzikalni aplikace dvojného integralu

o Hmotnost rovinné mnoziny (2:

M= é [ ota) dod,

kde p(z,y) je hustota mnoZiny v bod& (z,y).

o Staticky moment rovinné mnoziny :

o Vzhledem k ose x:
Mz = / / yp(z,y) dzdy
Q

o Vzhledem k ose y:

M, =//xp(w,y) dzdy
Q

ey

M, M.
T = (11,1 kde Ty =—-"Y% T,=—"2Z%.
(1, 2)a € 1 M 2 Vi
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VyuzZiti systému pocitacové algebry

o VyuZiti systémi Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

o Matematické vypotty online (MAW) - dvojndsobny integral

http:
//um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=integral?2
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