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Infimum a supremum

Definice (Dolńı závora, infimum)

Necht’ A je neprázdná množina reálných č́ısel.

Č́ıslo d ∈ R se nazývá dolńı závora množiny A, jestliže pro všechna a ∈ A
plat́ı d ≤ a.

Množina A se nazývá zdola ohraničená, jestliže existuje alespoň jedna jej́ı
dolńı závora. V tom p̌ŕıpadě se nejvěťśı dolńı závora množiny A nazývá
infimum množiny A a znač́ı se inf(A).

Definice (Horńı závora, supremum)

Necht’ A je neprázdná množina reálných č́ısel.

Č́ıslo h ∈ R se nazývá horńı závora množiny A, jestliže pro všechna a ∈ A
plat́ı h ≥ a.

Množina A se nazývá shora ohraničená, jestliže existuje alespoň jedna jej́ı
dolńı závora. V tom p̌ŕıpadě se nejmenš́ı horńı závora množiny A nazývá
supremum množiny A a znač́ı se sup(A).
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Př́ıklad

1 Uvažujme interval (2, 4].

Dolńı závora intervalu (2, 4] je každé reálné č́ıslo, které je menš́ı nebo rovno
všem č́ısl̊um z intervalu (2, 4]. Nejvěťśı z těchto dolńıch závor je č́ıslo 2, je to
tedy infimum intervalu (2, 4].
Horńı závora intervalu (2, 4] je každé reálné č́ıslo, které je věťśı nebo rovno
všem č́ısl̊um z intervalu (2, 4]. Nejmenš́ı z těchto horńıch závor je č́ıslo 4, je to
tedy supremum intervalu (2, 4].

2 Uvažujme interval (1,∞).

Infimum intervalu je č́ıslo 1.
Supremum intervalu však neexistuje, interval neńı shora ohaničená množina.

Poznámka

Infimum a supremum množiny může, ale nemuśı být prvkem dané množiny.

Supremum intervalu (2, 4] je č́ıslo 4, které do intervalu paťŕı.

Infimum intervalu (2, 4] je č́ıslo 2, které do intervalu nepaťŕı.
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Dvojný integrál na obdélńıku

Necht’ f je funkce dvou proměnných definovaná a ohraničená na obdélńıku
R = {(x, y) ∈ R2;x ∈ [a, b], y ∈ [c, d]}, stručně ṕı̌seme R = [a, b]× [c, d].

Rozdělme obdélńık R na n obdélńık̊u p1, p2, . . . , pn o obsaźıch
∆p1,∆p2, . . . ,∆pn. Mluv́ıme od tzv. děleńı obdélńıku R. Označme toto
děleńı D.

V každém z obdélńık̊u pi, i = 1, 2, . . . , n, najděme infimum mi a supremum
Mi funkčńıch hodnot funkce f , tj;

mi = inf{f(x, y), (x, y) ∈ pi}, Mi = sup{f(x, y), (x, y) ∈ pi}.

a určeme součty

s(D, f) =

n∑
i=1

mi∆pi, S(D, f) =

n∑
i=1

Mi∆pi.

Č́ıslo s(D, f) se nazývá dolńı součet p̌ŕıslušný funkci f a děleńı D a č́ıslo
S(D, f) se nazývá horńı součet p̌ŕıslušný funkci f a děleńı D.
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Dvojný integrál na obdélńıku

Výše uvedený dolńı a horńı součet je možné sestrojit pro libovolné děleńı obdélńıku
R. Množina všech možných dolńıch součt̊u je shora ohraničená, existuje tedy jej́ı
supremum a podobně množina všech možných horńıch součt̊u je zdola ohraničená
a má tedy infimum.

Supremum množiny všech dolńıch součt̊u se nazývá dolńı dvojný integrál
funkce f na obdélńıku R a znač́ı se∫∫

R

f(x, y) dxdy.

Infimum množiny všech horńıch součt̊u se nazývá horńı dvojný integrál funkce
f na obdélńıku R a znač́ı se ∫∫

R

f(x, y) dxdy.
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Dvojný integrál na obdélńıku

Definice (Dvojný integrál na obdélńıku)

Je-li ∫∫
R

f(x, y) dxdy =

∫∫
R

f(x, y) dxdy,

pak ř́ıkáme, že funkce f je na obdélńıku R integrovatelná a společnou hodnotu
dolńıho a horńıho integrálu nazýváme dvojný integrál funkce f na obdélńıku R a
znač́ıme ∫∫

R

f(x, y) dxdy.

Věta (Postačuj́ıćı podḿınka pro integrovatelnost)

Necht’ f je funkce dvou proměnných spojitá na obdélńıku R. Pak je funkce f na
tomto obdélńıku integrovatelná.
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Výpočet dvojného integrálu na obdélńıku

Výpočet dvojného integrálu provád́ıme s využit́ım následuj́ıćı věty p̌revedeńım na
tzv. dvojnásobný integrál (“integrál z integrálu”).

Věta (Fubini)

Necht’ f je funkce spojitá na uzav̌reném obdélńıku R = [a, b]× [c, d]. Pak∫∫
R

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y) dy

]
dx =

∫ d

c

[∫ b

a

f(x, y) dx

]
dy.

Důsledek Fubiniho věty

Plat́ı-li v p̌redchoźı větě nav́ıc, že f(x, y) = g(x)h(y), kde g je funkce spojitá na
[a, b] a h je funkce spojitá na [c, d], pak∫∫

R

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

g(x) dx ·
∫ d

c

h(y) dy.
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Př́ıklad

Vypočtěte
∫∫
R

(x+ 2y) dxdy, kde R je obdélńık s vrcholy (2, 1), (4, 1), (4, 2), (2, 2).

y

x2 4

1

2

Podle Fubiniho věty můžeme integrál vyjáďrit jako dvojnásobný:

1
∫∫
R

(x+ 2y) dxdy =
∫ 4

2

[∫ 2

1
(x+ 2y) dy

]
dx

2
∫∫
R

(x+ 2y) dxdy =
∫ 2

1

[∫ 4

2
(x+ 2y) dx

]
dy
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Př́ıklad (pokračováńı)

1 ∫∫
R

(x+ 2y) dxdy =

∫ 4

2

[∫ 2

1

(x+ 2y) dy

]
dx =

∫ 4

2

[
xy + y2

]2
1

dx

=

∫ 4

2

(2x+ 4− (x+ 1)) dx =

∫ 4

2

(x+ 3) dx

=

[
x2

2
+ 3x

]4

2

= 8 + 12− (2 + 6) = 12

2 ∫∫
R

(x+ 2y) dxdy =

∫ 2

1

[∫ 4

2

(x+ 2y) dx

]
dy =

∫ 2

1

[
x2

2
+ 2xy

]4

2

dy

=

∫ 2

1

(8 + 8y − (2 + 4y)) dy =

∫ 2

1

(6 + 4y) dy

=
[
6y + 2y2

]2
1

= 12 + 8− (6 + 2) = 12
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Př́ıklad

Vypočtěte
∫∫
R

xy2 dxdy, kde R je obdélńık s vrcholy (2, 1), (4, 1), (4, 2), (2, 2).

y

x2 4

1

2

Podle důsledku Fubiniho věty je možné integrál vyjáďrit jako součin dvou
jednoduchých integrál̊u:∫∫
R

xy2 dxdy =

∫ 4

2

x dx ·
∫ 2

1

y2 dy =

[
x2

2

]4

2

·
[
y3

3

]2

1

= (8− 2) ·
(

8

3
− 1

3

)
= 14
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Dvojný integrál na obecné uzav̌rené oblasti

Definice (Dvojný integrál)

Necht’ f je funkce definovaná a ohraničená na ohraničené a uzav̌rené oblasti
Ω ⊂ R2 a necht’ R je obdélńık takový, že Ω ⊆ R. Definujme na R funkci g
p̌redpisem

g(x, y) =

{
f(x, y), je-li (x, y) ∈ Ω,
0 jinak

a p̌redpokládejme, že funkce g je na R integrovatelná. Pak dvojný integrál funkce
f na množině Ω definujeme vztahem∫∫

Ω

f(x, y) dxdy =

∫∫
R

g(x, y) dxdy.

Věta (Postačuj́ıćı podḿınka pro integrovatelnost)

Necht’ f je funkce dvou proměnných definovaná a spojitá na ohraničené a
uzav̌rené oblasti Ω. Pak je funkce f na Ω integrovatelná.
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Výpočet dvojného integrálu na uzav̌rené elementárńı
oblasti

Věta (Fubini)

Necht’ g1, h1 jsou funkce jedné proměnné spojité na [a, b] a necht’ f je funkce dvou
proměnných spojitá na množině

Ω1 = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ h1(x)}.

Pak ∫∫
Ω1

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

[∫ h1(x)

g1(x)

f(x, y) dy

]
dx.

Necht’ g2, h2 jsou funkce jedné proměnné spojité na [c, d] a necht’ f je funkce dvou
proměnných spojitá na množině

Ω2 = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, g2(y) ≤ x ≤ h2(y)}.

Pak ∫∫
Ω2

f(x, y) dxdy =

∫ d

c

[∫ h2(y)

g2(y)

f(x, y) dx

]
dy
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Množiny Ω1 a Ω2 z p̌redchoźı věty se nazývaj́ı uzav̌rené elementárńı oblasti.

y

xa b

g1(x)

h1(x)

Ω1

x

y

c

d

g2(y) h2(y)
Ω2
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Vlastnosti dvojného integrálu

Věta (Linearita)

Necht’ f1, f2 jsou funkce integrovatelné na Ω a necht’ c, c1, c2 ∈ R. Pak∫∫
Ω

cf(x, y) dxdy = c

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy,

∫∫
Ω

[f1(x, y) + f2(x, y)] dxdy =

∫∫
Ω

f1(x, y) dxdy +

∫∫
Ω

f2(x, y) dxdy.

Poznámka

Vlastnosti uvedené v p̌redchoźı věte lze shrnout:∫∫
Ω

[c1f1(x, y) + c2f2(x, y)] dxdy = c1

∫∫
Ω

f1(x, y) dxdy + c2

∫∫
Ω

f2(x, y) dxdy.
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Vlastnosti dvojného integrálu

Věta (Aditivita vzhledem k integračńımu oboru)

Necht’ je funkce integrovatelná na konečném počtu uzav̌rených elementárńıch
oblast́ı Ω1,Ω2, . . . ,Ωn, které maj́ı společné nejvýše hraničńı body a necht’

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ · · · ∪ Ωn. Pak plat́ı∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ω1

f(x, y) dxdy+

∫∫
Ω2

f(x, y) dxdy+ · · ·+
∫∫
Ωn

f(x, y) dxdy.

Integrujeme-li tedy funkci f na množině, která neńı elementárńı oblast,
postupujeme tak, že tuto množinu vhodným způsobem na elementárńı oblasti
rozděĺıme. Na všech takto źıskaných elementárńıch oblastech vypočteme integrál z
funkce f a všechny tyto integrály sečteme.
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Př́ıklad

Vypočtěte
∫∫
Ω

2xy dxdy, kde Ω je množina bodů, které vyhovuj́ı nerovnostem:

y ≤
√
x, y ≥ x

2 .

y

x0 4

2
y =
√
x ⇐⇒ x = y2

y =
x

2
⇐⇒ x = 2y

Podle Fubiniho věty p̌revedeme integrál na dvojnásobný. Máme dvě možnosti:

1
∫∫
Ω

2xy dxdy =
∫ 4

0

[∫√x
x
2

2xy dy
]

dx

2
∫∫
Ω

2xy dxdy =
∫ 2

0

[∫ 2y

y2
2xy dx

]
dy
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Př́ıklad (pokračováńı)

1 ∫∫
Ω

2xy dxdy =

∫ 4

0

[∫ √x
x
2

2xy dy

]
dx =

∫ 4

0

[
xy2

]√x
x
2

dx

=

∫ 4

0

(
x2 − x3

4

)
dx =

[
x3

3
− x4

16

]4

0

=
64

3
− 16 =

16

3
.

2 ∫∫
Ω

2xy dxdy =

∫ 2

0

[∫ 2y

y2
2xy dx

]
dy =

∫ 2

0

[
x2y

]2y

y2
dy

=

∫ 2

0

(
4y3 − y5

)
dy =

[
y4 − y6

6

]2

0

= 16− 26

6
=

16

3
.
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Polárńı soǔradnice

Body v R2 jsme dosud vyjaďrovali pomoćı tzv. kartézských soǔradnic – každému
bodu v pravoúhlé soǔradnicové soustavě je p̌rǐrazena dvojice soǔradnic (x, y),
které udávaj́ı vzdálenost daného bodu od osy y a od osy x. Každý bod v R2 je
těmito kartézskými soǔradnicemi jednoznačně určen.

Existuj́ı i jiné způsoby, jak zadávat body v rovině, nap̌ŕıklad pomoćı tzv. polárńıch
soǔradnic – každý bod v rovině je určen dvojićı (r, ϕ), kde

r je vzdálenost bodu od počátku soǔradnicové soustavy,

ϕ je úhel, který sv́ırá spojnice daného bodu a počátku soǔradnicové
soustavy s kladnou část́ı osy x.

Vztah mezi kartézskými a polárńımi soǔradnicemi:

x = r cosϕ

y = r sinϕ

x2 + y2 = r2

ϕ ∈ [0, 2π), r ∈ [0,∞) x

y

ϕ

r
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Transformace dvojného integrálu do polárńıch
soǔradnic

Necht’ f je funkce dvou proměnných spojitá na uzav̌rené oblasti Ω a necht’ Ω∗ je
množina, pro kterou plat́ı, že každému bodu (r, ϕ) ∈ Ω∗ je p̌redpisem

x = r cosϕ

y = r sinϕ

p̌rǐrazen bod (x, y) ∈ Ω. Pak∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ω∗

f(r cosϕ, r sinϕ)r drdϕ.
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Transformace dvojného integrálu do polárńıch
soǔradnic

Poznámka

1 Transformace dvojného integrálu do polárńıch soǔradnic je speciálńı p̌ŕıpad
substitučńı metody pro dvojný integrál.

Transformaci množiny Ω na množinu Ω∗ lze chápat jako zobecněńı
transformace meźı p̌ri substitučńı metodě pro určitý integrál.

Transformuj́ı se i diferenciály: výraz dxdy je nahrazen výrazem r drdϕ.

2 Transformace do polárńıch soǔradnic je vhodná zejména tehdy, když Ω je
kruh, mezikruž́ı nebo kruhová výseč se sťredem v počátku, nebot’ v takovém
p̌ŕıpadě bude Ω∗ obdélńık a tedy transformovaný integrál má konstantńı
meze.
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Př́ıklad (Transformace do polárńıch soǔradnic)

Pomoćı transformace do polárńıch soǔradnic vypočtěte
∫∫
Ω

x√
x2+y2

dxdy, kde Ω je

množina zadaná nerovnostmi: x2 + y2 ≤ 4, x2 + y2 ≥ 1, y ≥ x, y ≥ 0.

Ω :

x

y

1 2

x = r cosϕ

y = r sinϕ

x2 + y2 = r2

Ω∗:

π

4
≤ ϕ ≤ π

1 ≤ r ≤ 2

∫∫
Ω

x√
x2 + y2

dxdy =

∫∫
Ω∗

r cosϕ√
r2

r drdϕ =

π∫
π
4

 2∫
1

r cosϕ√
r2

r dr

 dϕ
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Př́ıklad (Transformace do polárńıch soǔradnic - pokračováńı)

π∫
π
4

 2∫
1

r cosϕ√
r2

r dr

 dϕ =

π∫
π
4

 2∫
1

r cosϕ dr

 dϕ

=

π∫
π
4

cosϕ dϕ ·
2∫

1

r dr =

[
sinϕ

]π
π
4

·
[
r2

2

]2

1

=

(
0−
√

2

2

)
·
(

2− 1

2

)
= −3

√
2

4
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Poznámka (Obecná transformace, Jakobián)

Necht’ f je funkce dvou proměnných spojitá na uzav̌rené oblasti Ω a necht’ Ω∗ je
množina, pro kterou plat́ı, že každému bodu (u, v) ∈ Ω∗ je p̌redpisem

x = g(u, v)

y = h(u, v)

p̌rǐrazen bod (x, y) ∈ Ω. Pak∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ω∗

f(g(u, v), h(u, v))|J(u, v)| dudv,

kde

J(u, v) =

∣∣∣∣g′u(u, v) g′v(u, v)
h′u(u, v) h′v(u, v)

∣∣∣∣
je tzv. Jakobián. (Při transformaci do polárńıch soǔradnic je Jakobián roven r.)
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Geometrické aplikace dvojného integrálu

Objem p̌ŕımého válce:
Necht’ z = f(x, y) ≥ 0 je spojitá na uzav̌rené oblasti Ω. Pak objem V
p̌ŕımého válce s podstavou Ω v rovině xy shora sěŕıznutého plochou
z = f(x, y) je dán vzorcem:

V =

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy.

Obsah rovinného obrazce:
Necht’ Ω je uzav̌rená oblast v rovině. Obsah S množiny Ω je č́ıselně roven
objemu p̌ŕımého válce nad touto množinou, jehož výška je rovna jedné. Tedy

S =

∫∫
Ω

1 dxdy.
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Fyzikálńı aplikace dvojného integrálu

Hmotnost rovinné množiny Ω:

M =

∫∫
Ω

ρ(x, y) dxdy,

kde ρ(x, y) je hustota množiny v bodě (x, y).

Statický moment rovinné množiny Ω:

Vzhledem k ose x:

Mx =

∫∫
Ω

yρ(x, y) dxdy

Vzhledem k ose y:

My =

∫∫
Ω

xρ(x, y) dxdy

Těžǐstě rovinné množiny Ω:

T = (T1, T2), kde T1 =
My

M
, T2 =

Mx

M
.
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Využit́ı systémů poč́ıtačové algebry

Využit́ı systémů Sage, Maxima, Wolfram Alpha:

http://user.mendelu.cz/marik/akademie/

Matematické výpočty online (MAW) - dvojnásobný integrál

http:

//um.mendelu.cz/maw-html/index.php?lang=cs&form=integral2
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